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ك يا امواج الاسـت ي يانتشار امواج صوت يسازهيمحدود در شب يروش اجزا ييكارآ يبررس يارهاياز مع يكيشبكه  يل پراكندگيتحل -ده يچك
تـاً  يگردد كه نهايبرم يدانيم يهايوستگيد به ناپيآيوجود مبه مسائل انتشار موج يسازهيدرشب اين روشكه معمولا در استفاده از  يمشكل. است

هـا دو راه حـل   ن مشكل و بهبود دقـت پاسـخ  يحل ا يبرا. شونديك جزء به جزء مجاور مير در اندازه و جهت بردار سرعت موج از ييمنجر به تغ
-استفاده شده كيزوجئومتريمحدود ا يق از روش اجزاين تحقيدر ا .ر توابع شكلييو تغ يريگر روش انتگراليياند كه عبارتند ازتغشنهاد شدهيپ

 يبعـد كي ياك سازهيناميها خصوصاً در مسائل دشود كه باعث بهبود دقت پاسخيماستفاده نربزو  نياسپلا-يب از توابع شكل اين روشدر  .است
شبكه در  يپراكندگ يل دو بعديق، تحلين تحقيدر ا .تواند بزرگتر از صفر باشدين توابع شكل در مرز دو جزء مجاور ميا يوستگيدرجه پ. اندشده

سه يكسان، در مقاي يشبكه در درجات آزاد يدهند كه پراكندگيمج نشانينتا. استشدهن بار ارائهياول يبرا ياصفحهحالت كرنش انتشار موج در
  .ابدييمك، به نصف كاهشيمحدود كلاس يبا روش اجزا

  
  .موج يگروه موج، سرعت ي، سرعت فازنربزو  نياسپلا-يبك، توابع شكل يشبكه، موج الاست يپراكندگ: يديكلواژگان 
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Abstract: Grid dispersion is one of the criteria of validating the finite element method (FEM) in simulating acoustic or elastic 
wave propagation. The difficulty usually arisen when using this method for simulation of wave propagation problems, roots in the 
discontinuous field which causes the magnitude and the direction of the wave speed vector, to vary from one element to the 
adjacent one. To solve this problem and improve the response accuracy, two approaches are usually suggested: changing the 
integration method and changing shape functions. The Finite Element iso-geometric analysis (IGA) is used in this research. In 
the IGA, the B-spline or non-uniform rational B-spline (NURBS) functions are used which improve the response accuracy, 
especially in one-dimensional structural dynamics problems. At the boundary of two adjacent elements, the degree of continuity 
of the shape functions used in IGA can be higher than zero. In this research, for the first time, a two dimensional grid dispersion 
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analysis has been used for wave propagation in plane strain problems using B-spline FEM is presented. Results indicate that, for 
the same degree of freedom, the grid dispersion of B-spline FEM is about half of the grid dispersion of the classic FEM. 
 
Keywords: Grid dispersion, elastic wave, b-spline and NURBS shape functions, phase velocity of wave, group velocity of wave. 
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  مقدمه -١

ک سـازه و مسـائل   ي ـناميبه دو دسـته مسـائل د   يکيناميمسائل د

افتن يک سازه، يناميدر مسائل د .]۱[ شونديم ميانتشار موج تقس

، شـکل مـود و محاسـبه    يعيکانس طبستم مثل فريس يپارامترها

انتشار مـوج   يول. مدنظر است يک خارجيستم به تحريپاسخ س

 يرو در زمـان ي ـگذرا حاصل از واردشـدن ن  يکيناميد ةديک پدي

 ـدر ا. ار کوتـاه اسـت  يبس از  يعيف وس ـي ـط ين نـوع بارگـذار  ي

 ان مسـائل انتشـار  ي ـها وجود دارند که منشـاء تفـاوت م  فرکانس

انتشار  ياز جمله کاربردها. ]۱[ ها هستندزهک سايناميامواج و د

 يش سـلامت يامواج عبارتنـد از اسـتفاده از انتشـار امـواج در پـا     

و ارتعـاش،   کـاهش صـدا   ي، کنترل انتقال امواج برا]۲[ ها سازه

ــون  ــواج آلتراس ــتفاده از ام ــياس ــا ينکاريک در ماش  يو کاربرده

  .يمانند سونوگراف يپزشک

 ياز بـه بررس ـ يانتشار امواج و نکاربرد  يبا توجه به گستردگ

 ييجوصرفه منظور، بهيمهندس ينحوه انتشار امواج در کاربردها

 يضرور يمسائل انتشار موج امر يسازهيها شبنهيدر وقت و هز

 يهـا کي ـمسـائل انتشـار امـواج از تکن    يسـاز مـدل  يبرا. است

معادله انتشار مـوج، روش   يليحل تحل يهامانند روش يمختلف

ه موجک، يبر پا يهادود، روش حجم محدود، روشتفاضل مح

 ـاز ا ،شودياستفاده م... ن و ي، روش گالرکيفيروش ط ان ي ـن مي

جاد شده است، ين ايه روش گالرکيمحدود که بر پا يروش اجزا

محـدود بـا توجـه     يروش اجـزا . است يشتريت بيعموم يدارا
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و  يهندس يهايدگيچيپ يل مسائل دارايو قدرت تحل يسادگ به

مورد توجه بـوده   يهاکياز تکن يکيجنس، همواره ر هميواد غم

ه دمحدود مرتبه بالا استفا يق حاضراز روش اجزايدر تحق. است

وسـته  يپ يفضـا  يسـاز در مسائل انتشار امواج، گسسته. شوديم

ر سرعت و جهت انتشار موج هنگـام عبـور از   يياجسام سبب تغ

 ـمقـدار ا . گـردد يبه جزء مجاور م  ک جزءي ر در بـردار  يي ـتغ ني

 ـدر  يسرعت نسبت به سـرعت مـوج واقع ـ    يط مـاد يک مح ـي

 .شوديف ميشبکه تعر يعنوان پارامتر پراکندگ به

ار مهـم در  ي ـموج در شـبکه دو مع  يحل و پراکندگ يداريپا

مسـاله انتشـار    يسازرفته در مدل کارروش به ييص توانايتشخ

 ـيحل م ـ يداريار پايبا استفاده از مع. موج هستند وان محـدوده  ت

 ـحصول پا ير گام زمان براييمجاز تغ . را مشـخص نمـود   يداري

ن طول مناسب اجزا ييتع يشبکه برا يار پراکندگين از معيهمچن

 .شودياستفاده م

ــدا ــه  ياز ابت ــزا ۷۰ده ــرا يروش اج ــدود ب ــائل  يمح مس

 ـ. ]۵-۳[ کـار گرفتـه شـده اسـت    گسترش امواج به ل ي ـتحل يول

در ابتـدا  . آغاز شـد  ۸۰ل دهه ياوا امواج از يو پراکندگ يداريپا

 يبه بررس ـ يمحدود دوبعد يچکو با استفاده از اجزايليمولن و ب

 ـدر ا. ]۶[ امواج پرداختند يو پراکندگ يداريپا ق انـواع  ي ـن تحقي

. شـدند  يمتمرکـز جـرم بررس ـ   يهاسيمحدود و ماتر يهاجزء

 ـا يبـرا  يوجه چهار يهاکه جزءق نشان داد ين تحقيجه اينت ن ي

با اسـتفاده از   مارفورتگر ياز طرف د. ار مناسب هستنديبسکار 

 يک را بررس ـيو الاست يامواج صوت يپراکندگ يوجه جزء چهار

ج يدر نتـا  يحصول دقت کـاف  يجه گرفت برايو نت) ۱۹۸۴(کرد 

  .]۷[ ت شوديگره در طول موج رعا ۱۰د نسبت حداقل يبا

ــرا در ادامــه  يامــواج در روش اجــزا يبهبــود پراکنــدگ يب

 يکي. بالا استفاده شد ةمحدود مرتب ياجزا يهاحدود، از روشم

محـدود   يروش اجـزا محدود مرتبـه بـالا    ياجزا يهااز روش

 ـهـا پد ک شارهيناميد يکه در ابتدا برا اين روش. است يفيط د ي

. کار رفـت ز بهيمساله انتشار امواج در جامدات ن يآمده بود، برا

تفاضـل   روش بـه بت نس ـ ايـن روش شتر ياز دقت ب يج حاکينتا

و همکارانش بـا اسـتفاده از    يانيسر ۱۹۹۴در سال . محدود بود

شـو  يچب -لوبـاتو  -لژاندر با مجموعه نقاط گـاوس  ياجمله چند

ايـن  ارائـه و از   يفيمحدود ط ياجزاروش  يرا برا يتوابع شکل

ــدر تحل روش ــواج صــوت ي ــار ام ــد يل انتش ــتفاده کردن . ]۸[ اس

لژانـدر بـا    ياسـتفاده از چندجملـه  را با ا يتوردجمن کار مشابه

کـوهن بـا   . ]۹[ لژاندر انجـام داد  -لوباتو -مجموعه نقاط گاوس

را  يامواج صوت يپراکندگ يفيمحدود ط ياجزااستفاده از روش 

ک توسـط روش  يل انتشار امواج الاسـت يو تحل ]۱۰[ کرد يبررس

 تش و چالجوب انجام شديز توسط کوماتين يفيمحدود ط ياجزا

امکان استفاده از نقـاط   اين روشنکته قابل توجه در . ]۱۲ و۱۱[

کسان با مجموعه نقـاط اسـتفاده شـده در توابـع     ي يريگانتگرال

ن يبنابرا. شوديس جرم ميشدن ماتر يشکل است که باعث قطر

ل ي ـانتشار موج به دل ل مسائليدر تحل اين روشاز يزمان مورد ن

  . ار کم استيبس يس جرم قطريداشتن ماتر

محدود مرتبه بـالا، روش   ياجزا يهاگر روشيمله داز ج

ــزا ــدود ياج ــه در   hpو  p مح ــتند ک ــن روشهس ــا از اي ه

. ]۱۳[ شـود يلژاندر به عنوان تابع شکل استفاده م ياچندجمله

 ـ محـدود  ين روش اجـزا يهمچن  ـن نربـز و  نياسـپلا  -يب ز از ي

ن يدر ا توابع شکل . محدود مرتبه بالا هستند ياجزا يهاروش

ط يهستند که با توجـه بـه شـرا    نربزو  نياسپلا -يب وش،دو ر

صفر را در مـرز   ةبالاتر از درج يوستگيتوانند پيشان مفيتعر

اثــر  يبررســ ين دو روش بــرايــا. ]۱۴[ جــاد کننــديجزءهــا ا

کار به ياکردن ارتعاشات سازهمرز جزء در مدل يرو يوستگيپ

 ـه. ]۱۵[ اندآمده  يوش اجـزا وز و همکـاران بـا اسـتفاده از ر   ي

درجه بالاتر از  يوستگي، اثرات پpمحدود  يو اجزانربزمحدود

 ـت يعيمحاسبه فرکانس طب يخطا يصفر در مرز جزء را رو ر ي

ش يآنها نشان دادنـد کـه بـا افـزا    . کردند يبررس يبرنول -لرياو

محاسـبه شـده    يع ـيطب يهافرکانس يدرجه توابع شکل، خطا

ش درجه توابـع  يافزا ن خطا بايکه ا يابد، در صورتييکاهش م

. ]۱۷ و۱۶[ ابـد ييش مي، افزاpمحدود  يلژاندر در روش اجزا

 ـمحـدود   يروش اجـزا  يريکارگکلمن و همکارانش با به  -يب

 ـک در مـدل  يامـواج الاسـت   يپراکندگ ي، به بررسنياسپلا  کي

 يسـاز نهير تعداد نقاط کنترل و بهين تاثيهمچن .پرداختند يبعد

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


  ١٣٩٤زمستان ، ٢، شمارة ۳۴، سال هاي عددي در مهندسي روش  40

 کيموج در مدل  ياهش پراکندگمکان نقاط کنترل در جهت ک

  .]۱۸[ توسط آنها انجام شد يبعد

قات انجام شده به شرح بالا، هدف از يتحق ةنيشيبا توجه به پ

ک در روش يامـواج الاسـت   يپراکنـدگ  يق بررس ـين تحقيانجام ا

بـا اسـتفاده از    يط دوبعديمح يبرا نياسپلا -يبمحدود  ياجزا

 يوت سـرعت واقع ـ ن منظـور از تفـا  يا يبرا .ه استيروش فور

مورد نظر با سرعت محاسبه شـده از روش   يط ماديموج در مح

در . استفاده شده اسـت  يار پراکندگيمحدود به عنوان مع ياجزا

ط يبخش دوم در ابتدا معادلات مربوط بـه انتشـار مـوج در مح ـ   

و  يسـپس سـرعت فـاز    .نامحـدود آورده شـده اسـت    يدوبعد

در بخـش  . انـد هف شـد يتعر يو عرض يموج طول يبرا يگروه

 ياجـزا  يهاروشموج توسط  معادله حرکت يسازگسسته سوم

توابـع شـکل    .انـد شـده  آورده نياسپلا -يک و بيمحدود کلاس

درجـه   ين داراياسپلا-يمحدود ب يمورد استفاده در روش اجزا

ل ي ـتحل ياسـتراتژ  .هسـتند  يداخل ـ يدر مرز اجـزا  C1يوستگيپ

دو  يجزء مربع ـ يبرا هيوربا استفاده از روش ف امواج يپراکندگ

 ـ  ياجزا يهادر روش يبعد  کين و کلاس ـياسـپلا  -يمحـدود ب

 يبـرا  ين رابطه پراکندگيهمچن. دهنديل ميرا تشک يبخش بعد

حاصل  يج، خطايدر بخش نتا. هر دو روش محاسبه شده است

ک يمحدود کلاس ين و اجزاياسپلا -يمحدود ب ياز روش اجزا

مسـاله انتشـار مـوج     يليتحل در محاسبه بردار سرعت با جواب

سه و طول مناسـب هـر جـزء در طـول     يک در صفحه مقايالاست

 .ن شده استييموج مشخص تع

 

 معادلات انتشار موج  -۲

 يط دو بعديک در محين بخش معادلات انتشار امواج الاستيدر ا

است که به  ينامحدود ةصفح يط مورد بررسيمح. شوديان ميب

ن، يبنـابرا . ن استيدر دستگاه مختصات کارتز xموازات صفحه

  .است R2ن حالت يبردار مکان در ا

 
  کيموج الاست -۲-۱

ن يک چن ـيط الاسـت يمح ـ يبرا يسيفرم اند معادله حرکت موج به

  :]۱۹[ است

)۱(ij,j i iσ +ρf =ρu  

. است ييجا جابه uبدنه و يروينif،يچگال  تنش، که در آن

مشتق نسبت به زمـان آن   يمعنهر پارامتر به يس نقطه رويبالانو

,iیبعـد  مسائل دو يبرا. پارامتر است j ,1 2 مسـائل   يو بـرا   

,iيبعدسه j , ,1 2 ک رابطـه تـنش و   يط الاسـت يدر مح. است 3

  :شودير داده ميز صورت کرنش هوک به

)۲(ij kk ij ij     2  

ل ي ـدل ، بـه )۲(بطـه  در را. ب لامه هسـتند يضرا و  که در آن

رابطـه  . اسـت برابـر صـفر    ij2، ترمينبودن امواج صوت يبرش

  :ر استيز صورت ز بهيکرنش ن ييجابه جا

)۳(
ij i, j j,i(u u )  

1
2  

نظـر  و صرف )۱(در رابطه ) ۳(و ) ۲(روابط  يگذاريحال با جا

  :ديآيدست مر بهيزفرم بدنه، معادله حرکت به يرويکردن از ن

)۴(j, ji i, jj i( )u u u        

. وجود دارد يازوتروپ، دو نوع موج صفحهيط همگن ايدر مح

سـرعت  . شـود يشناخته م ـ يا طولي ينام موج فشارموج اول به

 ن اسـت يزوتروپ و همگن چن ـيط ايک محين موج در يانتشار ا

]۲۰[:  

)۵(

L
E

c ,
( )( - )

   
  

   
2

1 1 2  

E
G

( )
  

 2 1  

نـام دارد و سـرعت انتشـار آن     يا برش ـي يموج دوم موج عرض

  :ر استيز صورت به

)۶(Tc





 

ک ي ـستم صفر باشد، پاسخ هارمونيوارد بر س يخارج يروياگر ن

  :]۲۱[ ر نوشتيشکل زتوان به يمعادله حرکت را م

)۷( , t exp(i( ))  u x A k x t  

xبردار نکه در آ yA (A ,A ) ،دامنه پاسخx yk (k ,k )  بردار

ــوج، iم  1 ،  ــانس زاو ــفرک ــردار  u(u,v)و  ياهي ب

kموج اندازه بردار . است ييجا جابه  k  عدد موج نـام دارد .
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  :ن استي، عدد موج چنطول موج مشخص  يبرا

)۸(k




2

 

kو عدد موج ياهيبا استفاده از فرکانس زاو تـوان سـرعت   يم ـ 

pc يفاز   :دست آوردرا به 

)۹(
pc

k


  

gcيو بردار سرعت گروه   :]۲۱[ ن استيچن 

)۱۰(
g

x y
( , )

k k

 


 
c  

در صورت کوچک بودن اخـتلاف   يمحاسبه سرعت گروه يبرا

  :]۲۱[ ر استفاده کردين از رابطه زتوايدو عدد موج م

)۱۱(
g

x x y y

- -
c ( , )

k - k k - k

   
 2 1 2 1

2 1 2 1
 

مـوج منتشـر    يو گروه يهمگن، سرعت فاز يط ماديدر مح

ط فاقـد  ين در مح ـيهمچن. اند شده در همه جهات با هم برابر

 ck صـورت  مـوج بـه   يپراکنش موج، معادلـه پراکنـدگ  

موج  يو سرعت گروه يز سرعت فازين حالت نيدر ا. است

ــد  ــم برابران ــا ه ــ. ب ــ يول ــه  يط دارايدر مح ــراکنش، معادل پ

و  يمـوج گروه ـ  يهااست و جهت يرخطيموج غ يپراکندگ

  .ستنديکسان نيبردار موج 

  

  محدود يروش اجزا -۳

ــتفاده از تکن  يدر روش اجــزا ــا اس ــمحــدود ب ــک مي ــاني ، يابي

جسـم   يکيزيدامنه ف. شوديمحاسبه م uيبيپاسخ تقر uيجا به

-اني ـم يگره برا mم شده ويمحدود تقس يهامورد نظر به جزء

گـره   mگـره از  n يهـر جـزء دارا  . شـوند يانتخـاب م ـ  يابي

 ـاني ـاست که توسط همان تعـداد توابـع م   يسراسر توابـع  ( يابي

ــکل iN)ش ,  ،n( i)   ــه  1 ــزء ب ــر ج ــدي در ه ــرتبط يک گر م

 u يب ـي، پاسخ تقراينرواز . است يمختصات محل شوند و يم

 :]۱[ ر قابل محاسبه استيز صورت ک جزء بهي يبرا

)۱۲(   i i, t N ( ) t( )
n

i

t


 u x u Nu
1

   

iکه (t)uيبيهمان پاسخ تقرu ها محاسبه شـده  است که در گره 

 ـتوان با استفاده از نگاشت زيم. است بـه   راوxر مختصـات ي

  :ل کرديگر تبديکدي

)۱۳(  
n

i i
i

( )N (t)


 
1

x( ) = x  

محـدود،   يمعادلـه حرکـت بـا روش اجـزا     يسازپس ازگسسته

  :ديآيدست مر بهيل زيفرانسيد ةمعادل

)۱۴( Mu Ku F  

 u،يس جـرم سراسـر  يماترM،يسراسر يس سختيماترKکه

 يروي ـبردار ن Fها و  شتاب گرهuها، تمام گره ييجا بردار جابه

 يسراسـر  يس جرم و سختيماتر. ستم استيوارد بر س يخارج

. نـد يآيدسـت م ـ هـا بـه  جـزء  يس جـرم و سـخت  ياز مونتاژ ماتر

) ۱۶(و ) ۱۵( يهـا هر جزء از رابطه يجرم و سخت يهاسيماتر

  :شوند يمحاسبه م

)۱۵(  T
el

e

d


 M N N

  

)۱۶(  

T
el

e

d


 K B CB

  

 Nته، يس ـيس الاستيمـاتر  C ،ييجا جابه -س کرنشيماتر Bکه

 يادر حالت کـرنش صـفحه  . است حجم جزء eتابع شکل و

  :ته برابراست بايسيس الاستيماتر

)۱۷ (  

-
E

C -
( )( - )

-

 
  
 

       
 

 

1 0
1 01 1 2 10 0 2

  

محاسـبه   ين بخـش گفتـه شـد، بـرا    يگونه که در آغاز ا مانه

پاسخ با استفاده از توابـع   يابيانيپاسخ در کل دامنه جسم از م

ر ين توابـع تـاث  ي ـ، انتخـاب ا اينـرو از . شـود يشکل استفاده م ـ

تـاکنون از توابـع   . هـا خواهـد داشـت   در دقت پاسخ ييسزا به

. اسـت  محدود استفاده شده يروش اجزا يبرا يشکل مختلف

 نربزو  نـياسپلا -يبر استفاده از توابع شکل ياخ يهادر سال

  .افته استيرش ـگست

 هـا  استفاده از اين توابع شکل معمولاً به افـزايش دقـت جـواب   
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بردار  ين درجه دو براياسپلا -ينمودار تابع شکل ب - ۱شکل

}۰،۰،۰،۱،۲،۳،۴،۵،۶،۷،۸،۹،۱۰،۱۰،۱۰{گره I  ،  

  ۱۲: تعداد توابع شکل

  

 .نسبت به ديگر توابع شکل، در درجات آزادي برابر، انجاميده است

  

  کيمحدود کلاس يروش اجزا -۳-۱

مسـائل   يسـاز هيمتـداول در شـب   يهـا از روش يک ـي اين روش

ک يمحـدود کلاس ـ  يتوابع شکل در روش اجـزا . است يمهندس

  :]۶[عبارتند از يجزء دوخط يبرا

)۱۸(  

    

    

    

    

N , / - -

N , / -

N , /

N , / -

    

     

      

     

1

2

3

4

0 25 1 1

0 25 1 1

0 25 1 1

0 25 1 1

 

 ـجزء پا ين توابع بررويا  ـه تعري  ين بـرا يبنـابرا . شـوند يم ـف ي

د جــزء از يــبا) ۱۶(و ) ۱۵( يهــارابطــه يهــامحاســبه انتگــرال

ات ي ـجزئ. منتقـل شـود   يبه مختصـات گوس ـ  يکيزيمختصات ف

  .قابل مشاهده است] ۱[در مرجع  اين روششتر در مورد يب

  

  نياسپلا-يبمحدود  يروش اجزا -۳-۲

 ـتعر يفضا اين روشدر   يف توابـع شـکل، مختصـات گوس ـ   ي

 ـبلکـه توابـع در مختصـات جد    ،ستين بـه نـام مختصـات     يدي

 ـشـکل  ف توابع يتعر يبرا. ]۱۷[ شونديف ميتعر يپارامتر  -يب

p، تعداد p ز درجه ا نياسپلا   يمختصات پارامتردر  ۱گره 2

...p(از است ين      1 2 pجـه يدر نت). 2 1    بـازه وجـود

 ـهر  يدارد که رو از  ياهـا توابـع شـکل چندجملـه    ک از بـازه ي

  يوسـتگ يمجاور، بـا درجـه پ   يهاگر توابع در بازهيبه د pدرجه

pC 1 ين بـرا يبنـابرا . ]۱۷[ل اسـت متصn     تـابع شـکل، بـردار

ــره ــا گـــ ــرا ۲هـــ ــ يبـــ ــات  يـــ ــد در مختصـــ ک بعـــ

nيپارامتر p{ , ,..., }     1 2 . ن گره اسـت يام،iاست که1

mهــا بــه انــدازه گــره در بــردار گــره يريتکــرار پــذ p 1 

توابع شکل در  يوستگير است که باعث کاهش درجه پيپذ امکان

ن عضو بـردار  ين و آخرياگر اول. خواهد شدmآن گره به اندازه

p ها گره 1     ۳بار تکرار شوند به آن بردار گـره، بـردار گـره بـاز 

  .]۱۷[ نديگويم

pشکل توابع
iNاز درجهp از يبازگشت صورت بهiN0 صـورت  به 

  :]۱۷[ شونديف مير تعريز

)۱۹(
i i

iN ( )
 else   

    
  


0 11

0  
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i i i
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ک بعد بـا  يدرجه دو در  نياسپلا -يبتوابع شکل  )۱(در شکل 

 ـمجموع مقـدار توابـع شـکل    . اندم شدهيبردار گره باز ترس -يب

 .]۱۷[ ک اسـت يبردار گره برابر  يهاک از گرهيدر هر  نياسپلا

در مختصـات   يک ـيزير دامنـه ف يو تصو يکيزيدامنه ف )۲(در شکل 

 ـ يآنها در روش اجزا يبندو شبکه يپارامتر ن ياسـپلا  -يمحدود ب

در  ،e يکيزيه هر جزء در مختصات فدامن. نشان داده شده است

 يمختصات پارامتر
e يو در مختصات محل ـ e  يبـرا . اسـت 

، هر جـزء از  يس جرم و سختيمربوط به ماتر يهامحاسبه انتگرال

بـه مجموعـه   . ابـد ييانتقال م يختصات محلبه م يکيزيمختصات ف

 ـگره در در يا بردارهايجاد شده توسط بردار گره يا يجزءها -کي

ذکر است در روش اجزاء لازم به. نديگويم ۴بعد وصله ا چنديبعد 

ا نربز توابع شکل بـا اسـتفاده از بـردار گـره     ين ياسپلا -يمحدود ب

همان توابـع شـکل   جاد و از يب دامنه مورد نظر ايتقر يمناسب برا

  .شود يدامنه حل استفاده م يسازگسسته يبرا

محـدود   ين توابع شـکل و روش اجـزا  يشتر از ايات بيجزئ

  نــيدرا. تـاسدهـآم ]۱۷[ عـل در مرجـن توابع شکيبر ا يمبتن
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مختصات مختلف در  يهاک جزء در دستگاهير يتصو -۲شکل 

 ن ياسپلا -يمحدود ب يروش اجزا

  

  .استفاده شده است يردار گره باز با فواصل مساوبتحقيق از 

  

 امواج يل پراکندگيتحل -۴

 ـمحاسبه رابطه تعادل در  يدر ادامه چگونگ ک نقطـه کنتـرل و   ي

محاسـبه سـرعت انتشـار     يه بـرا ين استفاده از روش فوريهمچن

  .ل آمده استيامواج به تفص يل پراکندگيموج و تحل

 
در  يدو بعد يء مربعجز يامواج برا يل پراکندگيتحل -۴-۱

  کيو کلاس نياسپلا-يمحدود ب يروش اجزا

پارامترهـا،   اثـر  بهتـر  صيتشخو  يسازساده يرال بين تحليدر ا

 يروي ـنامحدود، همگـن، بـدون ن   يط ماديشود که محيفرض م

شود جـزء مـورد   ين فرض ميهمچن. زوتروپ باشديو ا يخارج

مـوازات  بـه   ياضـلاع  يو دارا ياستفاده در تمـام جسـم، مربع ـ  

ات در مـورد انتشـار مـوج    ين فرضيا. مختصات باشد يمحورها

انجـام   يال در حالـت کـرنش صـفحه   ي ـو تحل اسـت  ياصفحه

ک، توابع شکل در تمـام  يدر روش اجزاء محدود کلاس .شود يم

ن ياسپلا -يدر روش اجزاء محدود ب يول. کسان هستنديها جزء

  هـگون انـهم. دستنيکسان نيها و نربز توابع شکل در تمام جزء

  
  مرتبط با آن يهاو جزء) يگره مرکز( يگره انتخاب -۳شکل 

  

 نمودار، آخرو  اولدو بازه  شود دريمشاهده م )۱(که در شکل 

 ـدر ا. هستند يبعد يهابازه متفاوت از توابع شکل از  لي ـن تحلي

 .شـوند ياستفاده مدرجه دو  يک بعدين ياسپلا -يتوابع شکل ب

 يدوبعـد حالـت   ي، توابع شکل برايضرب تنسوربا استفاده از 

  .گردديممحاسبه 

محاسـبه معادلـه    يک، بـرا يمحـدود کلاس ـ  يدر روش اجزا

جزء مجاور قرار دارد را  ۴که در مرکز  يرمرزيتعادل، هر گره غ

مجـاور در   يهـا گره از جـزء  ۸ن گره با يا. توان انتخاب کرديم

سـتند و از توابـع   ه يز جزءها مربعين اين روشدر . ارتباط است

 )۳(در شـکل  . شودياستفاده م) ۱۸(شکل آورده شده در رابطه 

ها مرتبط با آن نشان داده ها و جزء، گرهيانتخاب ة، گريبندشبکه

  .شده است

 يوسـتگ يل پي ـن، بـه دل ياسـپلا  -يدر روش اجزاء محدود ب

pC 1 اول و آخـر،   يهـا جـز گـره  به هاتوابع شکل در تمام گره

مثلا اگـر  . شونديدورتر از مرز تکرار م يهاتوابع شکل در جزء

 ـتوابع شکل درجه دو باشند، دو رد ف بعـد از جـزء اول و دو   ي

ن دو ستون بعد از جـزء اول و  يف قبل از جزء آخر و همچنيرد

. توابع شـکل متفـاوت هسـتند    يدو ستون قبل از جزء آخر دارا

ل ي ـکسـان در تحل يريحذف اثرات توابـع شـکل غ   ين برايبنابرا

 يهـا جـزء  انتخاب شود که متعلق به يد گرهيموج با يپراکندگ

  .دشو يريتا از اثر مرزها بر جواب جلوگ باشد دور از مرزها

جسـم در   يبنـد مربـوط بـه شـبکه    يهـا ش، گرهرو ايندر 

کـه تعـداد آنهـا    ]۱۷[ نامنديرا نقاط کنترل م يکيزيمختصات ف

يدستگاه مختصات پارامتر

يدستگاه مختصات محل  

يكيزيتصات فدستگاه مخ

)1- ،1-( 

  

  

)1،1(
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  مرتبط با آن يهاو جزء) يگره مرکز( ينقطه کنترل انتخاب -۴ل شک

  

برابر است و مکان آنهـا بـا اسـتفاده از روش     ،n باتعداد توابع شکل

مکـان نقطـه    ايـن روش در . شـود يم ـن يـي تع ۵ای گره ریيگ نميانگي

ام بـردار گـره   iنقطه بعـد از عضـو    pنيانگيام با استفاده از مiکنترل

ن مکان نقاط کنترل ييتع يش برارو اينستفاده از ا .شود يمحاسبه م

 ـ يابيشود درون يسبب م  ـتقر ين داراياسـپلا  -يتوسط توابع ب ب ي

 ـ يي ـن تغينـان ژاکـوب  يدترم نيهمچن ـ. باشد يار خوبيبس ن ير شـکل ب

در دو . ]۱۷[ ثابـت بمانـد   يو مختصات پـارامتر  يکيزيمختصات ف

 C1يوستگيتبه پن درجه دو با مرياسپلا -يتوابع شکل ب يبعد، برا

 .ردي ـگ يقـرار م ـ  يکيزيدامنه ف يمکان نقاط کنترل در وسط جزءها

کسـان  ي يمـرتبط بـا نقطـه کنتـرل انتخـاب      يتوابع شکل در جزءها

 ـشـکل هسـتند، فقـط    کينکه جزءها منظم و يل ايبه دل. هستند ک ي

ن داده شده، درنظر نشا )۴(و  )۳( يهاکه در شکل ۶مشخصه وصله

ا نقطه کنتـرل نشـان   يگرفته شده است و از معادلات تعادل در گره 

امـواج در جسـم اسـتفاده شـده      يپراکنـدگ  يجهت بررس داده شده

ر جزءهـادر مختصـات   يکـه تصـو   يک ـيزيدامنـه ف  يجزءهـا . است

 يبنداند تا تنها اثرات شبکهانتخاب شده يز مربعيهستند ن يپارامتر

  .مواج وجود داشته باشدا يدر پراکندگ

 ـپس از انتخاب نقطـه کنتـرل، معادلـه تعـادل در ا     ن نقطـه  ي

گـره   ۲۴فرض شود،  )۲(اگر درجه تابع شکل . شوديمحاسبه م

در  يمجاور با نقطه کنتـرل انتخـاب   يهااز جزء يکنترل يا نقطهي

ن تعداد بـه  يباشد ا )۳(اگر درجه تابع شکل . خواهندبود ارتباط

ها و نقاط کنترل مرتبط بـا نقطـه   جزء )۴(شکل  در. رسديم ۴۸

 يبـرا  يمختلف ـ يهـا روش .نشان داده شده است يکنترل انتخاب

در همه آنها پاسخ در زمـان   يوجود دارند ول يمحاسبه پراکندگ

 ـها بـر پا اين روشعموما اساس . و مکان متناوب است ه روش ي

 ک در معادلـه تعـادل  ي ـپاسـخ هارمون  اين روشدر . ه استيفور

شود کـه  يم يآن بررس يريپذقرار داده شده و حل ينقطه انتخاب

  . ]۲۱[ انجامديژه ميک مساله مقدار ويمعمولا به 

  

  يمحاسبه رابطه پراکندگ -۴-۲

 يهـا گـر روش يخـلاف د  بر نياسپلا -يمحدود ب يدر روش اجزا

تنهـا   يسراسر يهاسيمحدود مرتبه بالا، پس از مونتاژ ماتر ياجزا

 ـآيدست م ـها بهگره يراک معادله بي ن تنهـا دو معادلـه   يبنـابرا . دي

مسـاله   يبرا) yدر جهت  يگريو د xدر جهت  يکي(مشخصه 

محـدود   يجـه مشـابه اجـزا   يدست خواهنـد آمـد؛ نت  ژه بهيمقدار و

 (a,b) گـره  يبـرا  نيبنابرا. است يک با توابع شکل دوخطيکلاس

  :توان استخراج کرديم صورت زير معادلات تعادل را به

)۲۱(  -      
      

    
a a

a a

M K
u u

M K
2 1 2 1
2 2

0
0  

aM2که a، سـطر aM2و 1 2  يم سراسـر س جـر يمـاتر a2و 1
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a2و 1K  وa2K سطر ،a 2  يسراسـر  يس سختيماتر a2و 1

، ياستخراج رابطه پراکنـدگ  يه در آغاز برايدر روش فور. است

در . شـود يمعادله انتشار موج در معادله فوق قـرار داده م ـ  پاسخ

مربـوط بـه مکـان و     يهاتوان بخشيپاسخ معادله انتشار موج م

  :ر جدا نموديصورت زگر بهيکديزمان را از 

)۲۲(  

 
   

 

, i j

x i y j

i j
x y

x , y , t

exp ik x )exp(ik y exp iωt

Γ Γ exp iωt



 



i ju

A

A

 

xk که در آن k cos  وyk k sin  ر عـدد مـوج در   يتصو

اگر فاصـله دو نقطـه کنتـرل    . مختصات است يمحورها يراستا

عبـارت   (a,b)فرض شود، مختصـات نقطـه کنتـرل     hمجاور

  :است از

)۲۳(  

a bx ha    و        y hb   

a , , ,m  0 1 1   

b , , ,n  01 1  

هـا را  گـر گـره  يتوان پاسخ مـوج در د يبا توجه به روابط فوق م

 ـ . نوشـت (a,b) برحسب پاسخ مـوج در گـره   ن گـره  يرابطـه ب

(a ,b ) 2   :است نيچن (a,b)با گره 1

)۲۴(  
   

     

a- b
a- ,b a- b x y

-

x y a,b a b

u x , y , t A exp i t

u x , y , t


 



     

 

2 1
2 1 2 1

2 11 1
 

xکه  xexp(ihk ) 1  وy yexp(ihk ) 1 م يحال با تعم ـ .است

 ، بـا يها مـرتبط بـا گـره مرکـز    ها، تمام گرهگر گرهيرابطه فوق به د

ب محاسبه شـتا  يبرا. شوندينوشته م يبرحسب گره مرکز يبيضرا

برحسـب زمـان محاسـبه    ) ۲۲(ها، مشـتق مرتبـه دوم از رابطـه    گره

  :شود يم

)۲۵(     
 

¨
i j

, a b x y

a,b s b

x , y , t ω Γ Γ exp iωt

ω x , y , t

     



2
2 1
2

a bu A

u
 

در رابطه تعـادل مربـوط بـه    ) ۲۲(و ) ۲۵(روابط  يگذاريبا جا

ر يشکل زبه يرابطه پراکندگ يي، فرم نها)۲۱(، رابطه يگره مرکز

  :ديآيدست مبه

)۲۶(  
          

           
        

a a a a

a b a b

M u K u
ω Γ Γ

M v K v
2 1 2 12
2 2

0
0  

   
   
   

   
   
   

x y x y

x y x y

x y x y

Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ

 

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

1 0 1 01 1 1 1

0 0 0 01 1 1 1

1 0 1 01 1 1 1

 

 

Γ  

ــه  ــاتر ،Γک xب برحســبيضــرا سيم
yو  1

ــداد . اســت 1 تع

aK بردار يهاهيتعداد درا با Γيسطرها 2  يبرابر اسـت و دارا  1

ن است کـه  يرابطه فوق ا يشرط وجود جواب برا.دو ستون است

ب بردار ينان ضرايدترم
 
 
 

a

b

u

v
 ـا. برابر صفر باشد  ن معادلـه کـه   ي

ن، ياسپلا -يمحدود ب يروش اجزا يمعادله مشخصه نام دارد برا

ه معادلـه مشخصـه   ياست کـه شـب   2تبه دوم برحسب معادله مر

  :شودير محاسبه مياست و از رابطه ز يمحدود دوخط ياجزا

)۲۷(  a a

a a
det ω     

          

2 1 2 12
2 2

0K M
Γ Γ

K M
 

مـورد نظـر، بـا داشـتن      يط ماديدر مح ييرايبا فرض عدم وجود م

xر يمقاد
yو  1

 يهـا محاسـبه و فرکـانس   Γب يس ضـرا يماتر 1

-سين بودن ماتريبا توجه به مثبت مع. شونديانتشار موج محاسبه م

 xhk يق ـير حقيمقاد ي، برا]۱۷[ شرو ايندر  يجرم و سخت يها

دســت بــه 2ژه يــدو مقــدار و) ۲۷(مشخصــه  ةاز معادلــ ،yhkو

 يکـه بـرا   يدر صـورت . ]۱۷[ هستند يقيخواهند آمد که مثبت و حق

 ـر ويمحـدود تعـداد مقـاد    ياجـزا  يمرتبه بـالا  يهاگر روشيد ژه ي

در  ييرايژه در صورت وجود مير ويقه محاسبه مقاديطر. شتر استيب

  .استآمده  ]۱۷[مرجع 

با توابع  اسپلاين -اگراين روند براي روش اجزاي محدود بي

دوم  ةانجام شـود، بـازهم معادلـه مشخصـه مرتب ـ     ۳شکل درجه 

دســت هـاي اضـافي بـه   فرکــانس ايـن روش بنـابراين در  . اسـت 

در مقادير ويژه محاسبه شده، عدد کوچکتر مربـوط  . نخواهندآمد

مربـوط بـه   اي مـوج عرضـي و عـدد بزرگتـر     به فرکانس زاويـه 

بــا اســتفاده از فرکــانس . اي مــوج طــولي اســتفرکــانس زاويــه

توان سرعت فازي موج منتشرشـده  دست آمده ميهاي به اي زاويه

  يافــت ) ۹( ةهــاي عرضــي و طــولي را از معادلـ ـ    در جهــت
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  الگوريتم محاسبه مقدار خطاي پراکندگي -۵شکل 

  

)FEM FEM FEM
L Tc / k,c / k   1 ــا است). 2 ـــاده از بــــ فــــ

شـبکه را   يپراکنـدگ  يتوان خطـا يدست آمده م بههـاي  سرعت

  :]۶[ ف نموديتعر صورت زير به

)۲۸(  FEM FEM
L L L T T TEr c / c , Er c / c   1 1  

  

 جينتا -۵

 يدر روش اجـزا  يجزء مربع يموج برا ين بخش پراکندگيدر ا

 ينمودارهــا. ش داده شــده اســتين نمــاياســپلا -يمحــدود بــ

ط ياده از برنامه نوشته شده در مح ـن بخش با استفيمختلف در ا

  .اندم شدهيترس )۵(تم شکل يمتلب بر اساس الگور

hپارامتر 
 ر يمقاد ينسبت طول جزء به طول موج است و برا

FEM يقطب يها اگرامين نسبت، ديمختلف ا
T Lc / c  وFEM

L Lc / c  

Lيبرا يليپاسخ تحل. م شده استيترس Lc / c 1  يبـرا . اسـت 

T يليمحاسبه پاسخ تحل Lc / c   ۶(و ) ۵( با اسـتفاده از روابـط (

  :ر قابل محاسبه استيرابطه ز

)۲۹(     T L c / c - / -  1 2 2 2  

Tنسبت  يليسخ تحلن پايبنابرا Lc / c فقط به   وابسـته اسـت .

/ يبرا 0 Tمقـدار   3 Lc / c /0  ـآيدسـت م ـ بـه  5345 . دي

هده قابـل مشـا   ياگرام قطبيمختلف د يهانسبت يبرا )۶(شکل 

ــت ــان. اس ــکل   هم ــه در ش ــور ک ــت، ۶ط ــرا مشــخص اس  يب

h / 0  ـکـه ا  يدر حـال . ز اسـت يار ناچيمقدار خطا بس 23 ن ي

ــرا  ــدار ب  ــ يمق ــزء مربع ــ يج ــع  يدوخط ــر  ]۱۸[در مرج براب

h / 0  يبه دقت لازم در اجزا يابيدست يبرا يعني. است 1

 يقـدر هـا بـه    د جـزء ي، بايدوخط يهاک با جزءيمحدود کلاس

 ـکوچک باشند که در فاصله  گـره   ۱۰ک طـول مـوج حـداقل    ي

  .وجود داشته باشد

ن يا نياسپلا -يمحدود ب يدر مورد استفاده از روش اجزا

 ـدر ا. رسـد يگـره م ـ  ۵مقدار بـه کمتـر از    ن صـورت تعـداد   ي

محـدود   ياجـزا  هـا در از نصف تعـداد جـزء  يمورد ن ي ها جزء

 ـن با توجـه بـه ا  يهمچن. بود ک خواهديکلاس درجـات   ن کـه ي

ن ياسـپلا -يمحدود ب يهر جزء در روش اجزا يهاگره يآزاد

گر برابــر اســت، يکــديک بــا يمحــدود کلاســ يو روش اجــزا

ــابرا  يمــدل ســاخته شــده در روش اجــزا ين درجــه آزاديبن

 ن کمتر از نصف مدل ساخته شده در روشياسپلا -يمحدود ب

ذکـر اسـت کمتـر     لازم به .ک خواهد بوديمحدود کلاس ياجزا

از و نرخ محاسبات در دقت برابر با يبودن حجم حافظه مورد ن

محـدود   ياجزا يهاروش يک برايمحدود کلاس يروش اجزا

 ـ  يمرتبه بـالا از جملـه روش اجـزا    ن در ياسـپلا  -يمحـدود ب

  .آورده شده است ]۲۲[مرجع 

oه يزاو  . اسـت  )۶(شـکل   يمحور تقارن نمودارهـا  45

 ـسه بـا زوا يه، در مقاين زاويشود که در ايمشاهده م گـر،  يد ياي

ــدگ يمقــدار خطــا ــيم يپراکن o يکــيدر نزد. مم اســتين 0 

oاي   ـن از زاويبنـابرا . مم اسـت يمقدار خطا مـاکز  90  يهـا هي

o 0 وo  اســتفاده  يبعــد يهــام شــکليجهــت ترســ 45

  .خواهد شد
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FEMاگرام قطبي يد -۶شکل 

T Lc / c   وFEM
L Lc / c )جزء مربعي-ن ياسپلا-اجزاي محدود بي(  

  

  
) الف( 0    

) ب(  45  

  
) ج( 0    

) د(  45  

o)الف(هاي اويهنمودارطيف پراکندگي روش اجزاي محدود کلاسيک با جزء دوخطي در ز -۷شکل  0 ب( و (o  و روش  45

o) ج(هاي اسپلاين در زاويه -اجزاي محدود بي 0  د(و(o  طولي و عرضي در محيط پيوسته، خط  نمودار طيف موج: ، خط توپر45

 موج طولي در روش اجزاي محدود يفنمودار ط: چين
FEM

L

h
c

1نمودار طيف موج عرضي در روش اجزاي محدود: ، نقطه چين
FEM

L

h
c

2   

 

ــکل  ــودار ) ۷(در ش نم
FEM

L

h
c

1  برحســبL


ــراي دو   ب

oزاويه 0  وo  تصـويرطول   Lترسيم شده است کـه   45

Lجزء در راستاي انتشار مـوج اسـت،    h cos .   نمودارهـاي

روش اجزاي محدود کلاسيک بـا جـزء    مربوط به) ب(و ) الف(

 -روش اجـزاي محـدود بـي    مربوط بـه ) د(و ) ج(نمودارهاي 

 و همچنـين ) ج(و ) الـف (هاي با مقايسه شکل .اسپلاين است

توان نتيجه گرفت که در نمودارهـاي  مي) د(و ) ب(هاي شکل

انحـراف از پاسـخ   اسپلاين -بيحدود روش اجزاي م مربوط به
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 ) الف(

  
  ) ب(

دست آمده از نمودارهاي نسبت سرعت فازي موج به - ۸شکل 

اسپلاين و کلاسيک به سرعت حقيقي  - روش اجزاي محدود بي

o)الف(هاي طولي موج در زاويه 0  ب(و(o  ب برحس 45

h
خطوط توپر مربوط به محيط پيوسته ،  

  
  ) الف(

  
   )ب(

دست آمده از نمودارهاي نسبت سرعت گروهي موجبه - ۹شکل 

اسپلاين و کلاسيک به سرعت حقيقي  - روش اجزاي محدود بي

o)الف(هايطولي موج در زاويه 0  ب(و(o  برحسب  45

h
 خطوط توپر مربوط به محيط پيوسته ،  

  

Lگر پاسـخ مبنـا در  يا به عبارت ديوسته يط پيمح
  يبزرگتـر 

  .افتدياتفاق م

محاسـبه   ينسبت سرعت فـاز  ينمودارها )۸(در شکل 

 ـيمحدود کلاس ـ يشده از دو روش اجزا ن ياسـپلا  -يک و ب

ط ـيــمــوج در مح يـرعت طولـــســدوخطــي و نســبت بــه 

  . انددهـوسته آميپ

ـــودار  ــف(نم ــرا) ال ــزاو يب oهي 0  ــودار ــرا) ب(و نم  يب

oيراستا  ) ب(و ) الف(دو شکل  در هر. است محاسبه شده 45

ج روش يانحـراف نتـا   يموج عرض يو هم برا يموج طول يهم برا

hدر  يليک از پاسخ تحليمحدود کلاس ياجزا
 اتفـاق   يکوچکتر

بـه سـرعت    ينسـبت سـرعت گروه ـ   ين نمودارهايهمچن .افتد يم

 يش اجـزا دو رو يبـرا  يو عرض ـ يطـول  يموج در راسـتا  يواقع

 يهاسرعت. اندآمده )۹(ک در شکل يو کلاس نياسپلا -يبمحدود 

) ۱۰(و ) ۹( يهـا هرابط ـب بـا اسـتفاده از   ي ـترتبـه  يو گروه ـ يفاز

  .شونديمحاسبه م

تـوان  شـود، مـي  گونه که در اين دو شکل مشاهده مـي  همان

hمحدوده تغيير مقدار
 اي تعيين کرد که در آن مقدار گونهرا به

مـرز ايــن  . خطـاي پراکنــدگي کمتـر از مقــدار مشخصـي باشــد   

cutمحدوده 
h( ) ۲۶(ه رابط ـبا توجه به . ]۲۱[شود ناميده مي (

  در روش اجـــــــزاي محـــــــدود خطـــــــي در بـــــــازه

cut cut
h h h( ) , ( )     ستقل از پاسخ م ة، مقدار دامنh

 

ايـن شـرايط  . شـود است و از طريق شرايط مرزي محاسـبه مـي  
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فی يهای مجاور در روش اجزای محدود طهای جزء گره - ۱۰شکل 

  های مشخصهو انواع گره ۲با توابع شکل درجه 

  

های مجاور در روش اجزای محدود های جزء گره - ۱۱شکل 

  مشخصه آن و گرهک يکلاس

هـاي اضـافي اسـت کـه در اغلـب      به دليل عدم وجود فرکـانس 

هاي اجزاي محدود مرتبه بـالا محاسـبه شـده و مودهـاي      روش

  .کنند اضافي ايجاد مي

محدود مرتبه بالا، در روش  ياجزا يهاگر روشيبرخلاف د

در صورت اسـتفاده از توابـع شـکل     نياسپلا-يمحدود ب ياجزا

pC يتگوسيپ يبا درجه 1   معادلات مستقل تکرار شـونده تنهـا ،

همـان   يگـر يو د xک معادلـه در جهـت   يکه  دو معادله هستند

را تعداد معادلات با تعـداد  ياست، ز yدر جهت  يمعادله اول ول

طور که  همان اين روشو در  ]۶[ مشخصه برابر هستند يهاگره

 ـشود، تنهـا  يم مشاهده )۴(در شکل  گـره  (ک گـره مشخصـه   ي

 ).تابع شکل است يادرجه چندجمله p(وجود دارد ) گوشه

و به تبع آن  ياضاف يهال عدم وجود فرکانسين به دليبنابرا

، در ياضــــــــاف يعــــــــدم وجــــــــود مودهــــــــا  

cutبازه cut
h h h( ) , ( )       امـا در  . خطا اسـت دامنه فاقد

 يمحدود مرتبـه بـالا ماننـد روش اجـزا     ياجزا يهاگر روشيد

شـکل  ( شـتر هسـتند  يمشخصـه ب  يهـا ، تعداد گرهيفيمحدود ط

ه، معادلـه مشخصـه آنهـا    يل فورين با توجه به تحليبنابرا). )۱۰(

 ياضـاف  يهـا جه فرکـانس ينت شتر و دريب يهاشهيتعداد ر يدارا

 يمشخصــه بــرا يهــاگــره )۱۱(و  )۱۰( يهــادر شــکل .اســت

نشـان داده شـده    کيو کلاس ـ يف ـيمحـدود ط  ياجزا يها روش

  .است

 يريگجهينت -۶

 يک و اجــزايمحــدود کلاســ ياجــزا يهــابــا اســتفاده از روش

مــوج  يمعــادلات مربــوط بــه پراکنــدگ نياســپلا -يبــمحــدود 

 ـتوابع شکل  يوستگيپ. شد يبندک محاسبه و فرموليالاست  -يب

در ادامه با استفاده از روش . انتخاب شدند ۱Cاز درجه  نياسپلا

و  يسرعت فـاز  ةن دو روش در محاسبياز ا يناش يه خطايفور

 يبـرا . شـبکه محاسـبه شـد    يپراکنـدگ  يبه عنوان خطا يگروه

 يپراکنـدگ  ين خطا، خطايه انتشار بر اير زاويمشخص شدن تاث

 يهاروشدر مورد  يل پراکندگيتحل. م شديترس يقطب صورت به

نشان داد  نياسپلا -يبمحدود  يک و اجزايمحدود کلاس ياجزا

محـدود باعـث    يمرتبه بالاتر در اجـزا  يهاکه استفاده از روش

ن تعـداد  يهمچن ـ. مـوج خواهـد شـد    يپراکنـدگ  يکاهش خطـا 

در روش  با طول موج  يموج يسازلازم جهت مدل يها گره

ج نشـان داد کـه   ينتـا . مشخص شد نياسپلا -يبمحدود  ياجزا

  ستم مـدل يس ياز و به تبع آن درجه آزاديمورد ن يهاتعداد جزء

ک، در يمحـدود کلاس ـ  ياجزا روش بهنسبت  اين روششده در 

 ـل وجـود تنهـا   ي ـن بـه دل يهمچن ـ. حدود نصف است ک گـره  ي

. شـوند يمحاسبه نم ـ ياضاف يها، فرکانس)گره گوشه( مشخصه

ز حضور ندارنـد و در محاسـبه دامنـه    ين ياضاف ين مودهايبرابنا

 .وجود ندارد ييخطا
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  نامه واژه

1. knot 
2. knot vector 

3. open knot vector 
4. patch 

5. Greville abscissa 
6. characteristic patch 
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