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هاي آناليز ايزوژئومتريك و اجزاي محـدود  ها را با كمك روشتوان انواع ترك و ناپيوستگياين مطالعه نشان خواهد داد كه چگونه مي -كيدهچ
ختـه  فرد روش آناليز ايزوژئومتريك به توليد منطقه ناپيوسـته پردا بهسازي نمود. در اين مطالعه با استفاده از دو ويژگي منحصرمدل يافتهتوسعه 

روش ايزوژئومتريك از تكنولوژي هندسي محاسـباتي  سازي بههاي توليد شده شامل ترك و مرز ناپيوستگي است. در مدلشده است. ناپيوستگي
شـود.  سازي ميطور دقيق مدلنربز در تقريب هندسه دامنه و متغير اصلي مسئله استفاده شده است. در تكنولوژي نربز، هندسه مسئله تقريباً به

ل دو بعدي محاسبه شده و بـا فـاكتور شـدت تـنش     ئمچنين با كاربرد روش آناليز ايزوژئومتريك فاكتورهاي شدت تنش در نوك ترك براي مساه
شوند. روش عددي ديگري كه براي مقايسه نتايج آناليز ايزوژئومتريك از آن استفاده شده دست آمده از روش حل تحليلي و عددي مقايسه ميبه

هاي متأثر از سازي گرهسازي ناپيوستگي از غنيبراي مدل يافتهتوسعه است. در روش اجزاي محدود  يافتهتوسعه اليز اجزاي محدود است، روش آن
 Jوسيله انتگرال مسـتقل از مسـير   فاكتورهاي شدت تنش به يافتهتوسعه شود. در مطالعه حاضر در آناليز اجزاي محدود ناپيوستگي استفاده مي

منظور محاسبه فاكتورهاي شدت تنش در مود مركب بارگذاري از روش انتگرال انـدركنش، اسـتفاده شـده اسـت.     گردد. همچنين بهمحاسبه مي
نتيجـه كـاهش حجـم محاسـبات در      دهنده دقت مطلوب روش آناليز ايزوژئومتريك با درجات آزادي كمتر و دردست آمده نشانمقايسه نتايج به

عنوان يكي از موضوعات بسيار مهم در ثر از ناپيوستگي يا لايه مرزي بهأعلاوه توليد منطقه متاست. به يافتهتوسعه  مقايسه با روش اجزاي محدود
سازي است. اين توانايي خاص در ايـن مطالعـه نشـان داده    هاي خاص روش آناليز ايزوژئومتريك قابل مدلمكانيك شكست محاسباتي، با ويژگي

  د منطقه ناپيوسته با استفاده از فضاي رياضي در مدل هندسي است.شود و نتايج گوياي توليمي
  

  روش انتگرال اندركنش. ،هاسازي گرهتوابع غني ،نربز ،يافته روش اجزاي محدود توسعه ،روش آناليز ايزوژئومتريك :يكليدواژگان 
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Abstract: This study shows how to create different types of crack and discontinuities by using isogeometric analysis approach 
(IGA) and extended finite element method (XFEM). In this contribution, two unique features of isogeometric analysis approach 
are utilized to create discontinuous zones. Discontinuities consist of crack and cohesive zone. In isogeometric analysis method  
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NURBS is used to approximate both geometry and primary variable. NURBS can create quadratic shapes exactly. Also, stress 
intensity factors are calculated in the vicinity of the crack tips for two dimensional problems and are compared with 
corresponding analytical and numerical counterparts. Extended finite element method is the other numerical method which is 
used in this work. The enrichment procedure is utilized in extended finite element method to create discontinuities. The well-
known path independent J-integral approach is used in order to calculate the stress intensity factors. Also, in mixed mode 
situation, the interaction integral (M-integral) is considered to calculate the stress intensity factors. Results show that 
isogeometric analysis method has desirable accuracy as it uses lower degree of freedoms and consequently lower computational 
efforts than extended finite element method. In addition, creating the internal cohesive zone as one of the most important issues 
in computational fracture mechanics is feasible due to the special features of isogeometric analysis. The present study 
demonstrates the capability of isogeometric analysis parametric space to control the inter-element continuity and create the 
cohesive zone. 
 
Keywords: Isogeometric Analysis Method (IGA), Extended Finite Element Method (XFEM), NURBS; nodes enrichment 
                      functions, interaction integral. 
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  مقدمه -١

توجــه محققــين  مکانيــک شکســت يکــي از موضــوعات مــورد

هـاي موجـود   مامي روشآيد. هدف اصلي تشمار ميمختلف به

 در علم مکانيک شکست محاسباتي، تعيين فضاي تنش و کرنش 

 ـ  ـ هدر جسم حاوي ناپيوستگي است. از طرفي ب دسـت  همنظـور ب

قبول از جسم حاوي  آوردن توزيع تنش و کرنش صحيح و قابل

درسـتي و  را بـه  مـورد نظـر  ناپيوستگي، بايد بتـوان ناپيوسـتگي   

رو محققين يه توليد نمود. از اينهمچنين به سادگي در جسم اول

هـاي  اي در علـم مکانيـک شکسـت و روش   مختلف و برجسته

هاي بهينـه و کـم   سازي ناپيوستگي با روشعددي به دنبال مدل
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 .]6-1[ اندهزينه بوده

که شـامل منطقـه فراينـد باشـند،      ١گسسته هاي شکستمدل  

شناخته و توسط داگـدال   ٢هاي ناحيه چسبانندهتحت عنوان مدل

هاي ناحيه چسـباننده  . در مدل]٨ و ٧[ شدندو بارنبلات معرفي 

هايي که براي شکسـت تُـرد توسـط گريفيـث     در مقايسه با مدل

تـدريج ظرفيـت بـاربري خـود را از     ، مصالح بـه ]٩[د شمعرفي 

سازي مولاً از روش اجزاي محدود در گسستهدهند. معدست مي

علت ماهيـت  هاي ناحيه چسباننده استفاده شده است. اما بهمدل

بندي در روش اجزاي محدود استاندارد مشـکل چگـونگي   المان

سازي ترک وجود دارد. اين مسئله زمـاني بيشـتر مشـخص    مدل

 ـسازي رشد ترک مدشود که شبيهمي طـور کلـي در   هنظر باشد. ب

شـود، بـراي   هاي عددي که از تکنولوژي المان استفاده ميوشر

و يـا تعبيـه    ]١١ و ١٠[ 3هـاي واسـط  توليد ناپيوستگي از المـان 

ــروزه   ]١٤-١٢[ســتگي ناپيو ــه اســتفاده شــده اســت. ام در دامن

، يـا اجـزاي   ]16 و ١٥[) PUM( ٤بنـدي واحـد  هاي پيکرهروش

پــذيرترين عنــوان انعطــاف) بــهXFEMيافتــه ( محــدود توســعه

ســازي هــاي بــر مبنــاي المــان هســتند کــه در مــدلتکنولــوژي

. از طرفـي بـا   ]6[شوند کار گرفته ميناپيوستگي و رشد ترک به

هاي جديد تر تکنولوژيپيشرفت و توسعه هر چه بيشتر و سريع

سـازي  تـر، اهميـت مـدل   اي مهندسـي پيچيـده  هو ساخت طرح

عنوان نمونـه،  گردد. بهتر هندسه دامنه بيشتر مشخص ميمناسب

ــدل ــات    م ــرفته، قطع ــاي پيش ــه هواپيماه ــاليز بدن ــازي و آن س

هاي پيچيده مهندسي جديـد  هاي مدرن از جمله طرحدرياييزير

ز و آيند که نياز به دقت در توليد هندسه و انجام آناليشمار ميبه

زمان دارند. در ايـن حـال از ميـان تمـامي     صورت همطراحي به

سـازي هندسـه   هاي عددي، تنها روشي که قـادر بـه مـدل   روش

طور دقيق براي سـطوح درجـه دو اسـت، روش آنـاليز     هتقريباً ب

 کـار بـه  ٥ايزوژئومتريک است که در آن توابع پايـه تقريـب نربـز   

. همچنـين يکـي ديگـر از مزايـاي روش     ]١٧[گرفته شده باشـد  

هـاي مبتنـي بـر تکنولـوژي المـان      آناليز ايزوژئومتريک بر روش

مربوط به شرايط پيوستگي از مراتب بالاتر است، که اين ويژگي 

هاي ناحيه آيد. در مدلدست ميروش آناليز ايزوژئومتريک به در

 چسباننده وجـود پيوسـتگي از مراتـب بـالاتر بسـيار لازم و بـا      

توان تـرک يـا ناپيوسـتگي را بـا سـطوح      اهميت است، چون مي

بنـدي  هاي پيکرهسازي نمود. البته تلفيق روشهموارتري گسسته

سازي فرايند مکانيک لواحد و روش آناليز ايزوژئومتريک در مد

 و ٤[شکست و گسترش ترک مورد استفاده قـرار گرفتـه اسـت    

ب روش آنـاليز  . بنابراين اين امکان وجـود دارد کـه بـا ترکي ـ   ]٥

ــه چســباننده  ايزوژئومتريــک و روش پيکــره بنــدي واحــد ناحي

بايـد   مورد نظـر د. اما در اين حالت ناپيوستگي شوسازي گسسته

ــايد  ــع هويس ــتفاده از تواب ــا اس ــئله وارد  6ب ــل مس ــودر ح د. ش

هاي ذاتـي  توان از طريق ويژگيکه تمام اين فرايند را ميحاليدر

ــاليز ايزوژئومتريــک ا ــاليز  روش آن ــع روش آن نجــام داد. در واق

هـا را  تواند ناپيوسـتگي ايزوژئومتريک داراي قابليتي است که مي

. ايده اصلي، در کنترل پيوستگي کندمستقيماً در حل مسئله وارد 

بين الماني است. در روش آناليز ايزوژئومتريک درجه پيوسـتگي  

ي که يـک فراينـد رياضـي و در فضـا     ،٧بين الماني با اعمال گره

سـازي همـوارتري از   کنترل و از اين طريق مدل ،پارامتري است

  شود.دست آورده ميمتغيرهاي مسئله به

هـا در  تکنولوژي هندسي محاسباتي که بيش از ديگـر روش   

کار گرفته شـده اسـت، تکنولـوژي    روش آناليز ايزوژئومتريک به

هاي نربز شامل: مناسب بودن جهت ترين توانايينربز است. مهم

سازي سطوح آزاد، امکان نمايش تقريباً دقيق سطوح درجـه  دلم

دو مانند استوانه، کره، بيضي و غيره و همچنين وجـود چنـدين   

ثر پايـدار و عـددي در توليـد اجسـام نربـز اسـت.       ؤالگوريتم م

هـاي محاسـباتي سـودمندي ماننـد:     همچنين نربز داراي ويژگـي 

Pcمرتبـه امکان بهبود از طريق اعمال گره، پيوستگي از  1  بـراي

و نيـز مشخصـه بدنـه     ٨، تقليـل تغييـرات  Pتابع نربـز از مرتبـه  

  است.  ٩محدب

اسپيلاين با اعمـال  طور کلي قابليت تغيير در توابع پايه بيهب  

اي پايـه،  جملهگره در بردار گرهي و کنترل درجه پيوستگي چند

ــاليز اي ــراي  روش آن ــه يــک روش مناســب ب ــک را ب زوژئومتري

هاي متعـدد در  سازي انواع ترک و يا حتي وجود ناپيوستگيمدل

يک دامنه تبديل نموده است. روش آناليز ايزوژئومتريـک داراي  
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مشخصات متعددي است که در ايـن مطالعـه از آنهـا در توليـد     

ش منطقه ناپيوسته بهره گرفته شده است. بنابراين اسـتفاده از رو 

هـاي  کـه داراي ويژگـي   يحل ـ اهعنـوان ر آناليز ايزوژئومتريک به

خاص در محاسبات عددي بوده و از طرف ديگر نياز بـه توليـد   

توانـد در مکانيـک   بـرد مـي  شبکه اجزاي محدود را از بـين مـي  

شکست محاسباتي بسيار مفيد باشد. در اين مطالعه بـه بررسـي   

نيک شکست پرداختـه  توانايي روش آناليز ايزوژئومتريک در مکا

  شود. مي

هيوز مفهوم آناليز ايزوژئومتريـک بـا اسـتفاده از نربـز را در       

هاي پايه پيشرفت ايجاد روش جديدي در مکانيک محاسباتي بر

بـازيلوز و هيـوز    .]١٧[نمود  معرفیجديد در هندسه محاسباتي 

پايه نربز را بررسـي   مباني رياضي روش آناليز ايزوژئومتريک بر

ــا ويژگــي  ــد. آنه ــاليز  نمودن ــداري روش آن ــب و پاي ــاي تقري ه

روش پايه نربز را در چارچوب بهبود حـل بـه   ايزوژئومتريک بر

hعلاوه، آنها روش جديـدي را در  مطالعه قرار دادند. به مورد ٠١

هيـوز و  . ]١٨[ربز مناسب است توسـعه دادنـد   تقريب که براي ن

کـوادريچر را در آنـاليز   -همکاران مطالعه برروي قـوانين گـوس  

ثر و ؤپايه نربز آغـاز نمودنـد. آنهـا قـوانين م ـ     ايزوژئومتريک بر

هاي جـرم، سـختي و   کارايي را در محاسبات مربوط به ماتريس

روشـي را بـراي    . وانگ و همکـاران ]١٩[همرفت، توسعه دادند 

اعمال بهتر شـرايط مـرزي در آنـاليز ايزوژئومتريـک در حالـت      

همگـن ارائـه نمودنـد. آنهـا از يـک      شرايط مرزي همگن و غير

انتقال براي نقاط کنترلي مرزي براي انتقال به مرز واقعـي دامنـه   

و همکـاران از نمـايش نربـز در     . ميسوره]٢٠[اند استفاده نموده

دنبال نمودن مرزهاي متحرک و تغيير توپولوژي در خلال تغييـر  

 ـ     وسـيله روش آنـاليز   هفاز استفاده نمودنـد. آنهـا در کـار خـود ب

وسـيله تکنولـوژي   هصورت صريح و بايزوژئومتريک مرزها را به

نربز مدل نموده و هـر دو مسـئله تغييـر شـکل و توپولـوژي را      

  . ]٢١[برآورد نمودند 

هاي همراه با ناپيوستگي در اين مطالعه چندين مدل از محيط  

چين با توانايي توليد ترک در اي و وسطبههاي لبه صورت ترک

، مورد آناليز قـرار گرفتـه اسـت. مقـادير فـاکتور      ١١هامرز وصله

يـابي تـنش در صـفحه    دست آمده از روش بـرون شدت تنش به

جلوي نـوک تـرک در روش آنـاليز ايزوژئومتريـک، بـا مقـادير       

فاکتور شدت تنش تحليلي و همچنين مقادير فاکتور شدت تنش 

در آناليز اجزاي محدود توسعه يافتـه،   Jآمده از انتگرال  دستبه

شوند. از طرفي در محاسبه فاکتور شدت تـنش بـراي   مقايسه مي

در آنـاليز   Mل با مود مرکـب بارگـذاري از روش انتگـرال    ئمسا

  گردد. استفاده مي يافتهتوسعه اجزاي محدود 

ناليز همچنين با استفاده از قابليت کنترل پيوستگي در روش آ  

صورت ايزوژئومتريک در فضاي پارامتري به توليد ناپيوستگي به

مرز (لايه) ناپيوستگي پرداخته خواهد شـد. مزيـت توليـد مـرز     

ناپيوستگي با کمک فضاي رياضـي (فضـاي پـارامتري)، امکـان     

کاربرد اين توانايي در موضوع رشـد تـرک اسـت. بنـابراين بـه      

هـا پرداختـه   يـع تـنش  سازي اثرات يک لايه مـرزي بـر توز  شبيه

توجه قرار گيرد اين اسـت کـه    شود. موضوعي که بايد موردمي

در روش توليد ناپيوستگي بـا کمـک فضـاي رياضـي در روش     

ــاليز ايزوژئومتريــک، از ويژگــي ــرل درجــه  آن هــاي خــاص کنت

شـود. در ايـن روش   اسپيلاين استفاده ميپيوستگي توابع پايه بي

داراي يـک   مـورد نظـر  ر محـل  توليد ناپيوستگي، جسم اوليـه د 

ناپيوستگي سراسري شده و اثرات اين ناپيوسـتگي سراسـري در   

نحوي که با تبديل ايـن ويژگـي   هگردد. بنتايج آناليز مشخص مي

صورت يـک  توان با آن ناپيوستگي بهاز حالت کلي به محلي مي

  ترک محدود در جسم برخورد نمود. 

بدين ترتيب اسـت:  آنچه در مطالعه حاضر ارائه خواهد شد   

ابتدا روش آنـاليز ايزوژئومتريـک تشـريح شـده و حـل مسـئله       

  الاستواستاتيک بيان خواهد شـد. پـس از آن مکانيـک شکسـت    

آن گفتـه خواهـد شـد. در ادامـه، آنـاليز       و اصول کلي حاکم بـر 

يافته، روش مجموعه تـراز گفتـه شـده و     اجزاي محدود توسعه

مقايسه نتايج پرداخته خواهد دست آمده و سپس به بيان نتايج به

سازي ناپيوسـتگي بـا کمـک    شد. در بخش هشتم چگونگي مدل

  گيــري ارائــهفضــاي پــارامتري تشــريح شــده و در انتهــا نتيجــه

  خواهد شد.

ذکــر اســت کــه تمــامي محاســبات انجــام شــده در لازم بــه  
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ــام  روش ــددي ن ــاي ع ــه ــامپيوتري از   ب ــاليز ک ــام آن رده و انج

 بهـره بـرده شـده    MATLAB افـزار  نـرم نويسي در محـيط  برنامه

  است. 

  

  روش آناليز ايزوژئومتريک   -٢

زمان از طرح و ايده اصلي روش آناليز ايزوژئومتريک استفاده هم

بندي و آناليز عددي است. در يک روش در توليد هندسه، شبکه

هاي محاسـباتي در  روشاين مسير يک تلفيق اساسي بين تمامي 

ست. بنا به نظر محققين گام اصلي ايـن  يک موضوع ايجاد شده ا

روش تمرکز بر فقط و فقط يـک هندسـه توليـد شـده و انجـام      

فرايند آناليز بر همان هندسه تقريباً دقيق اوليه مـدل اسـت. ايـن    

شيوه نيازمند تغيير دادن آناليز اجزاي محدود استاندارد از وضـع  

 ٢١با کَداساس هندسه سازگار کنوني به شرايطي است که آناليز بر

اي کـه در روش آنـاليز   تقريباً دقيق صورت گيرد. عمده توسـعه 

وجود آمده است، بر تصديق رفتار توابـع پايـه   هايزوژئومتريک ب

طور کلـي نشـان داده شـده اسـت کـه      هموار نربز تاکيد دارد. به

اهميتـي بـر روش    درجه همواري داراي مزايـاي محاسـباتي بـا   

  .]٢٤-٢٢[اجزاي محدود استاندارد است 

اي هـاي تکـه  ايجملـه هـا چنـد  اسـپيلاين در حالت کلي، بي  

اي در کاربردهـاي  العـاده پذيري و دقـت فـوق  انعطافهستند که 

يـه  اسپيلاين از ترکيب خطي توابـع پا سازي دارند. توابع بيمدل

 ، ازp اسـپيلاين بـراي مرتبـه   شـوند. توابـع پايـه بـي    ساخته مـي 

طريق يک رابطه بازگشتي و براساس بردار گرهـي مفـروض در   

شوند. منظور از رابطـه بازگشـتي در   فضاي پارامتري تعريف مي

توليد توابع پايه اين است که براي مثال اگر بخواهيم توابع پايـه  

داشـته   و صـفر را  ١ايـه مرتبـه   توليد کنيم بايـد توابـع پ   ٢مرتبه 

شـروع   )p =۰(اي باشيم. بنابراين بـا تعريـف توابـع ثابـت تکـه     

آيـد  دست ميتابع پايه مرتبه صفر به) ١( کنيم. براساس رابطهمي

  :]26 و ٢٥[

)۱(  
i i

i,
if ,

N
Otherwise.

    
 


1
0

1
0  

  

pبراي توابع مرتبه    , , , 1 2 از فرمول بازگشتي استفاده  3

بـه ايـن صـورت     ١٣دي بـور  -شود. فرمول بازگشتي کوگسمي

  :شودتعريف مي

)۲(      i pi
i,p i,p i ,p

i p i i p i
N N N

 
  

   

  
   
   

1
1 1 1

1 1  
  

، مقادير گرهي هستند. ، توابع پايه نربز، i,pNکه در اين رابطه

از يک سري افزايشـي مقـادير پـارامتر در فضـاي      ١٤بردار گرهي

کننده فاصله  پارامتري تحت عنوان گره تشکيل شده که مشخص

اسـت کـه بـه يکـديگر      ١٥هاي بزيريپارامتري براي تمام منحني

اسپيلاين توليد نمايند. يـک بـردار گرهـي    بيمتصل شده تا يک 

صــورت بــه n p, , ,      1 2 iکــه در آن  1 R  

ــره ــت thiگـ ــه  iو  اسـ ــي بـ ــديس گرهـ ــز انـ ــورت نيـ صـ

i , , ,n p   1 2 تعــداد  nاي و رتبــه چندجملــه، مp، کــه1

اسـپيلاين  کننده بي توابع پايه (معادل نقاط کنترلي) بوده که توليد

اسپيلاين يک بعدي (يـک متغيـره) از يـک    هستند. توابع پايه بي

شوند. بايد توجه داشت که بيش از يـک  بردار گرهي ساخته مي

ت در فضاي پـارامتري قـرار   تواند در يک موقعيمقدار گرهي مي

شود، اگـر مقـادير گرهـي    گفته مي 61بگيرد. يک بردار گرهي باز

pابتدا و انتهاي آن به تعداد 1  تکرار شوند. تکرار مقادير گرهي

در ابتدا و انتهاي بردار گرهي جهت کنتـرل بـر شـرايط ابتـدا و     

ذکـر اسـت کـه    . لازم بـه ]١٧[اسـپيلاين اسـت   بي انتهاي منحني

بردارهاي گرهي باز، بردارهاي استاندارد در کَد هستند. در ايـن  

  مطالعه از بردار گرهي باز استفاده شده است. 

، ٧١بندي واحد، پيکرهمانندهايي نربز داراي ويژگي توابع پايه  

مثبت بودن، مستقل خطـي بـودن، منطقـه پوششـي مشـخص و      

کنترل پيوستگي را دارا هستند. منظور از کنترل پيوسـتگي يعنـي   

تکـرار باشـد (يعنـي:     kاين که اگر يـک مقـدار گرهـي داراي    

i i i k       1 1،(   ــت ــه در آن موقعي ــع پاي ــاه تواب آنگ

pداراي پيوستگي از نوع  kC  که هستند. همچنين زمانيk p 

يـابي  صـورت درون بوده و در آن موقعيت بـه  C0باشد تابع پايه

هـاي  است. چهار مورد اول تضمين کننده درستي حل و ماتريس

 با پراکندگي پـايين، در فضـاي کـل مـاتريس هسـتند. پنجمـين      

  ]٢٨ و ٢٧[ آوردپذيري بـالا را فـراهم مـي   ويژگي امکان انعطاف
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  سازي روش آناليزسستهنحوه گ -١شکل 

 ايزوژئومتريک در توليد ترک

  سازي روش آناليز ايزوژئومتريک نحوه گسسته -٢شکل   

  کمک يک وصلهدر توليد ناحيه چسباننده به

  

نحوه توليد منطقه ناپيوسته با کمک نقاط  )٢( و) ١(مطابق شکل 

کنترلي و نيز کنترل پيوستگي توابع پايه در فضاي پارامتري نشان 

  داده شده است. 

سطوح و احجام نربز با استفاده از قوانين ضرب تانسوري و   

آيند و اين دست مياستفاده از تعريف توابع چندمتغيره پايه به با

سطوح و احجام تمامي خصوصيات مربوط به توابع پايه خود از 

پذيري را دارا هستند. يـک سـطح نربـز    جمله پيوستگي و مشتق

  :شودتعريف مي) ٣( شکل رابطهبه

)۳(    ,
I

( ) R ( )


   i i p
i

S P  

R,، مجموعه نقاط کنترلي وiPدر رابطه فوق  i p  توابع پايه چند

 )٤( صـورت رابطـه  متغيره بـه  متغيره هستند. توابع پايه نربز چند

  :شوندتعريف مي

)۴(  
,

,
,I

w B ( )
R ( )

w B ( )


 


i i p

i p
j j pj

  

  

wدر رابطه فوق  i  وw j       ًوزن نقـاط کنترلـي هسـتند کـه قطعـا

صـفر باشـند. همچنـين توابـع پايـه      بايست مقادير مثبت و غيرمي

متغيره نربز، چند ,B i p شوندتعريف مي )٥(صورت رابطه به:   

)۵(   
pd

l l
, il, pl

l

B ( ) N


  i p
1

  

pdکــه  , , , ... 1 2 بــوده و متنــاظر بــا ابعــاد مســئله انتخــاب  3

  د.شومي

ــاليز   -٣ ــتاتيک در روش آن ــئله الاستواس ــل مس   ح

  ايزوژئومتريک    

متغيـره  ل چنـد ئاسـاس مسـا  فلسفه روش حل ايزوژئومتريک بـر 

ل ئصـورت سـطحي مسـتقل در مسـا    است که حل هر جـزء بـه  

کـردن   د. در نهايت جواب مسئله بـا پيـدا  شوبعدي ساخته ميدو

گردد. در روش آناليز ايزوژئومتريک حـل  نقاط کنترلي تعيين مي

توانـد توسـط   شود که مـي صورت يک سطح تصور ميمسئله به

نقـاط کنترلـي    yو  xاسپيلاين و نربز تعريف گردد. در واقـع  بي

ايـن نقـاط بـا يکـي از     z نظر گرفته شده و مختصـات  معلوم در

  آيند. دست ميبه 81هاي باقيمانده وزني يا وريشنالشرو

بـدين ترتيـب    ۱۹معادلات حاکم بر يک مسئله مقدار مـرزي      

  و                      و                   است. اگر فرض شود که  

 شـود حل مي                  مسئله جهت يافتن                     

  که: نحويبه

)6(  

ij, j i

i i Di

ij j i Ni

f in

u g on

n h on

   

 
  

0

  

عنوان متغيـر اصـلي مسـئله، بـا     به iuحسب بر ijدر روابط فوق 

هاي کوچک، روابط سازگاري بين تانسور کرنش شکل فرض تغيير

د. در شـو جايي تعريف ميهو تنش و همچنين تعريف گراديان جاب

 ـ به ihو  igروابط فوق،  و نيـز   ۰۲هـاي مـرزي  جـايي هترتيـب جاب

if : R i Dig : R 

i Nih : R iu : R 
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ــذاري ــين  ١٢بارگ ــه، هســتند. همچن ــورد مطالع ــه م ، Di، دامن

عمـال  محـدوده ا  Niو  ٢٢محدوده اعمال شرايط مـرزي اساسـي  

هستند. سپس با تبديل معادلات ديفرانسيلي  ٣٢شرايط مرزي طبيعي

دسـت آوردن  شکل ضعيف و بـه حاکم بر مسئله الاستواستاتيک، به

معادلات انتگرالي و همچنين بـا اسـتفاده از اصـول تقريـب متغيـر      

وابسته و نيز هندسه با کمک توابع تقريـب نربـز بـه حـل عـددي      

  . ]٢٨[ شودسئله پرداخته ميمعادله ديفرانسيل حاکم بر م

توان اي را ميل الاستيسيته صفحهئجايي براي مساهتوابع جاب  

  :تقريب زد )٧( صورت رابطهبا سطوح به

)۷(  

n m

i,p j,q u i, j
i j

n m

i,p j,p v i, j
i j

u( , ) N ( ) N ( ) P

v( , ) N ( ) N ( ) P

 

 

    

    





0 0

0 0

  

uدر روابط فوق  i, jP  وv i, jPجايي در ه، متغيرهاي کنترل جاب

هســتند. همچنــين در روش آنــاليز روش آنــاليز ايزوژئومتريــک 

اي کـه  ايزوژئومتريک تقريب هندسه نيز با استفاده از توابع پايـه 

گيرد. در کار گرفته شد، انجام ميدر تقريب متغير اصلي مسئله به

 صورت رابطـه اي تقريب هندسه بهشرايط آناليز دوبعدي صفحه

  :شودانجام مي )٨(

)۸(  

n m

i,p j,q i, j
i j

n m

i,p j,q i, j
i j

x( , ) N ( ) N ( ) X

y( , ) N ( ) N ( ) Y

 

 

    

    





0 0

0 0

  

پارامترهايي با مقـادير بـين صـفر و يـک      و  ابطه فوق در ر

,iهستند. در اينجا  j i, jX , Y  مختصات نقاط کنترلي صفحه حل

vن شده که هما i, j u i, jP , P  کـه در روابـط   طـور هستند. همـان

  و حسـب پارامترهـاي   مام متغيرها بـر شود تفوق مشاهده مي


نوشته شده است. اين موضوع مشابه نگاشت به المان واحـد   

) ٩( صـورت رابطـه  در اجزاي محدود است. ماتريس ژاکوبين به

  :شودتعريف مي

)۹(  

x y

J
x y

 
 


 
 

  

هـاي مـاتريس ژاکـوبين    کـدام از درايـه   ذکر است که هرلازم به

و مختصات نقـاط   ))١٠( اساس تابع پايه، مشتقات آنها (رابطهبر

  :]٢٩[شوند کنترلي در منطقه پوشش محلي محاسبه مي
  

)١٠(

     

   

 

k k

i,p i,pk k
i p i

k

i ,pk
i p i

d p d
N N

d d

p d
N

d








 
  

 
        

 
       

1
11

1
1 111 1

  

 
  مکانيک شکست -٤

هـاي  هـا بـا اسـتفاده از روش   طور کلي محققين مختلفي سـال به

مختلف تحليلـي، عـددي و آزمايشـگاهي بـه مطالعـه مکانيـک       

طور کلي رفتار عضو داراي ناپيوستگي در هاند. بداختهشکست پر

ــاکتور        ــد ف ــارامتر مانن ــک پ ــا ي ــي ب ــت خط ــک شکس   مکاني

هاي مستقيم و انرژي تعيـين  که با استفاده از روش ۴۲شدت تنش

. اين پارامتر نقش مهمي در تعيين ]۳۰[شود شود مشخص ميمي

فضاي تنش، در همسايگي نوک ترک دارد. فاکتور شـدت تـنش   

Mداراي واحد  Pa. m  در  بوده و به هر دو عامل تـنش وارده

طـور کلـي در   دست و هندسه دامنه و ترک بستگي دارد. به دور

اي حاوي ترک توسط ويليـامز انجـام   حل تحليلي که براي دامنه

صورت يک سري ارائه شـده  شده است، مقادير تنش در دامنه به

عمــومي از جســم حــاوي  نمــايش )۳( . در شــکل]۳۱[اســت 

  ناپيوستگي ارائه شده است. 

   5٢با فرض ايجاد پديـده جـاري شـدن در مقيـاس کوچـک       

  عنـوان يـک ناپيوسـتگي   توان تـرک را بـه  در جسم الاستيک، مي

تـوان از تعـدادي از   نهايت درنظر گرفـت. بنـابراين مـي   نيمه بي

  رو معـادلات فضـاي  نظـر نمـود. از ايـن   جملات سـري صـرف  

  صـورت زيـر خواهـد   اول براي مود اول شکست بـه  تنش مرتبه

   :]٣٠[شد 

)۱۱(  

xx
I

yy

xy

sin sin

K
cos sin sin

r

sin cos

                         
  

31 2 2
312 2 22

3
2 2
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  گيري حول نوک ترکنسبت به نوک ترک و مسير انتگرال نمايش عمومي جسم حاوي ترک، مختصات قطبي -٣شکل 

  

  براي محاسبه ضرايب شدت تنشM  انتگرال -١-٤

يابي تنش و همچنـين  در مطالعه حاضر با استفاده از روش برون

فاکتورهـاي  محاسـبه   ) بـه M(انتگرال  6٢روش انتگرال اندرکنش

شدت تنش پرداخته شده است. روش انتگرال انـدرکنش اولـين   

ل با مود مرکـب در مصـالح   ئبار توسط ياو و همکاران براي مسا

  .   ]٣٢[ايزوتروپيک معرفي گرديد 

بـراي دو وضـعيت    Jاز انتگرال مستقل از مسـير  M  انتگرال  

  آيـد. انتگـرال  دست مـي دار بهممکن از يک جسم الاستيک ترک

J     صـورت زيـر تعريـف    توسط رايس توسـعه داده شـد کـه بـه

  :شودمي

)۱۲(  
i

x i
u

J Wn T ds
x

      
  

  داده شـده اسـت.   نشـان  )۳(در شکل  گيري که مسير انتگرال
  

ij ijW   1 عنوان دانسيته انرژي کرنشي تعريـف  بوده و به 2

گيـري،  ، بـردار نرمـال بيرونـي بـر مسـير انتگـرال      in شـود. مي

i ij jT n   ،بردار نيروهاي گستردهiu جايي وهبردار جابds ،

  گيري هستند. جزء ديفرانسيلي در امتداد مسير انتگرال

در روش انتگــرال انــدرکنش، يــک فضــاي کمکــي تعريــف   

گردد. فضاي کمکي شود و بر فضاي اصلي مسئله تحميل ميمي

گـردد کـه معـادلات    نحوي انتخـاب مـي  ها بهجاييهتنش و جاب

ن نيرو بـر سـطوح تـرک را در    تعادل و شرايط مرزي مسئله بدو

گيري عددي پيرامون تـرک ارضـا نمايـد    دامنه معادل در انتگرال

ــرال    ــده روش انتگ ــت عم ــع مزي ــمايم). در واق (در بخــش ض

زمان فاکتور شدت تنش براي مود مرکـب  اندرکنش، محاسبه هم

بارگذاري اسـت. در ايـن مطالعـه از معـادلات کمکـي تـنش و       

ويليـامز و وسـترگارد اسـتفاده     دست آمـده توسـط  جايي بههجاب

" ١بـالانويس "  Mشود. براي بيان فرمولاسيون روش انتگـرال  مي

در جملات 
( ) ( ) ( )
i ij iju , , 1 1 1

جهـت نمـايش وضـعيت اصـلي و      

" در جمــلات٢بــالانويس "
( ) ( ) ( )
i ij iju , , 2 2 2

بــراي نمــايش   

. پس از تعريف فضاي حل اصـلي و  ]٣٣[وضعيت کمکي است 

نهي آنها انجام گرفته و سپس مقادير فاکتور شـدت  کمکي، برهم

و فاکتورهـاي شـدت تـنش     Jاساس رابطه بين انتگـرال  تنش بر

  آيند. دست ميبه

عبارت  ,W 1 تحت عنوان دانسيته انرژي کرنشـي تعريـف    2

  :شودصورت زير تعريف ميشده و به

)۱۳(  
         ,

ij ij ij ijW      1 2 2 11 2
  

  

توان آنها ، پس ميشدهگذاري همروياز آنجا که دو حالت ترک 
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  :صورت زير نوشترا به

)۱۴          (  
   ( ) ( ) ( ) ( )

I I II II( )

eff eff

K K K K
J

E E


 
 

1 2 1 22 2
1 2

1  

چنـين نتيجـه   گذاري در روابط فوق يبا مقداري محاسبات و جا

  :شودمي

)١٥            (             
 ( ) ( ) ( ) ( )

I I II II( , )

eff

K K K K
M

E




1 2 1 2
1 2 2

  

در انتها فـاکتور شـدت تـنش را بـراي وضـعيت تـنش موجـود        

دسـت آورد.  توان با جداسازي دو مود شکست از يکديگر بهمي

)براي مثال با قرار دادن  ) ( )
I IIK , K 2 21 دسـت  مسئله بـراي بـه   0

)آوردن  )
IK )تـوان  طور مشـابه مـي  گردد. بهحل مي 1 )

IIK را نيـز   1

   :دست آوردبه

)6١  (     
( ,Mode I) ( ,Mode II)

( ) ( )eff eff
I II

I E I E
K ; K 

1 11 1
2 2  

 :شودصورت زير تعريف ميبه effEق در روابط فو
  

)١٧    (                  eff

E, plane stress

E E
, plane strain

v


 
  21

  

  

براي انتگرال اندرکنش، انتگرال روي مسير است  )١٢( رابطه  

تر و پايـدارتر انتگـرال روي سـطح،    لت نتايج بهتر، دقيقعکه به

عبارت انتگرالي روي مسير بـه انتگـرال روي سـطح بازنويسـي     

صفر و  l1به نحوي که برروي مسير  q1. با تعريف تابع شودمي

پـذير باشـد   مشـتق  Aوده ناحيه يک و در محد l2برروي مسير 

صـورت  ، انتگرال اندرکنش برروي سطح معـادل بـه  ))٤( (شکل

   :شودزير تعريف مي
  

 
( ) ( )

( ) ( )( , ) ( , )i i
jij ijA

j

u u q
M = W dA

x x x

        
    


2 1

1 21 2 1 2 1
1

1 1
  

)۱۸(  
  

  دلتاي کرونکر است.  ijکه در رابطه فوق 

ها کـه در  محاسبه انتگرال اندرکنش در يک حلقه از المان  

هـاي  گيـرد. المـان  انجام مـي  ،اندترک قرار گرفته اطراف نوک

کننـد.  موجود در اين حلقه مانند يک جسم صلب حرکت مي

 q1 هاي موجود در ايـن حلقـه مقـدار تـابع    براي تمامي المان

صـفر   jx نسـبت بـه   q1 برابر واحد اسـت لـذا مشـتق تـابع    

هـاي خـارج از حلقـه    خواهد شد. از طرفي براي تمامي المان

 q1 صفر بوده، پس مجدداً مشتق تـابع  q1مفروض مقدار تابع 

گيري اطراف نـوک  هايي که در انتگرالصفر خواهد بود. المان

رت رابطه زيـر تعيـين   صوگيرند بهاستفاده قرار مي ترک مورد

    :شوندمي
  

)۱۹(  Radius = c Elemental Area ; c , ,  1 4  

يـابي تـنش   ضريبي است بين يک تا چهار. روش برون cکه 

  تـوان در صفحه مقابل نوک ترک روش ديگري است کـه مـي  

از آن جهت محاسبه فاکتور شدت تنش استفاده نمود. در اين 

اساس ميزان تنش محاسـبه  تنش بر روش مقدار فاکتور شدت

  شـود امـا از  دست آورده مـي ترک به شده در همسايگي نوک

نوک ترک دچار تکينگـي اسـت،    آن جهت که مقدار تنش در

ــرون دبايــ ــاکتور شــدت تــنش اســتفاده نمــود و از ب ــابي ف   ي

براي نوک ترک مقدار فاکتور شـدت تـنش را محاسـبه کـرد.     

ستقيم مطابق رابطه زيـر  روش ممحاسبه فاکتور شدت تنش به

    :است
  

)۲۰(  I yyK r   2  

  

  تحليلي برآورد فاکتور شدت تنش  -روابط تجربي -٢-٤

آل شـده و مطـابق   در حالت کلي بـراي برخـي از حـالات ايـده    

تحليلي براي  -شرايط هندسي و بارگذاري مشخص حل تجربي

بخـش   محاسبه فاکتور شدت تنش ارائه شده اسـت کـه در ايـن   

  مختصراً به آن روابط اشاره خواهد شد.

  هـاي حـاوي تـرک وسـط    روابط مورد استفاده شـامل دامنـه    

ــه ــه))٢١( (رابط ــرک لب ــه، ت ــه ))٢٢( اي (رابط ــرک لب   ايو دو ت

تحليلي  ترتيب روابط محاسباتي) است که در ادامه به)٢٣( (رابطه

 )٥( در شکل گردد. همچنينفاکتور شدت تنش براي آنها ارائه مي

محاسـبه فـاکتور شـدت     پارامترها و شرايط هندسي دامنه جهت

  شده است.  تجربي نمايش داده -تنش تحليلي
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  مسيرها براي انتگرال روي سطح انتگرال اندرکنش -٤شکل 

  

  
  معرفي پارامترها و شرايط هندسي -٥شکل 

  در محاسبه فاکتور شدت تنش تحليلي

  

)٢١(  I
a a a

K / / / a
b b b

                 
       

2 3
1 0 256 1 152 12 2  

)٢٢(                 

I
a a

K / / /
b b

a a
/ / a

b b

          
   

         
    

2

3 4

1 12 0 23 10 56

21 74 30 42
  

  

)۲۳(I
a a a

K / / / / a
b b b

                 
       

2 3
1 12 0 2 1 2 1 93  

  يافتهتوسعه اصول روش اجزاي محدود  -٥

پايـه مفهـوم   يافتـه بـر   طور کلي روش اجزاي محدود توسـعه به

سازي تقريب اجزاي محدود اسـتاندارد  بندي واحد در غنيپيکره

هـاي دامنـه اطـراف    يا ناپيوستگيکه در برگيرنده اثرات تکينگي 

. روش اجزاي محـدود  ]16و  ١٥[يک ترک است، استوار است 

بندي واحد دهد تا با پيکرهها اجازه مييافته به ناپيوستگي توسعه

صورت مستقل از شبکه اجزاي محدود نمايش اجزاي محدود به

اي داده شوند. در اين روش هرگونـه ناپيوسـتگي بـا هـر زاويـه     

هـاي  سـازي المـان  مستقل از شبکه اجزاي محدود با فرايند غني

سـازي ارضـا کننـده رفتـار     وسيله توابع غنيهقطع شده با ترک ب

شـوند. در روش  جـات آزادي اضـافي، مـدل مـي    ناپيوسته و در

واقـع  ، xنقطه  جاييجابهيافته براي يافتن  اجزاي محدود توسعه

عبارت شود. بهاستفاده مي) ٢٤(در دامنه، از تقريب مطابق رابطه 

ديگر مقادير توابـع شـکل اجـزاي محـدود اسـتاندارد در توابـع       

  :شوندسازي ضرب ميغني

 )۲۴(  
d

h
I I I

I I

( ) N ( ) v(x)
 

 
  
  

 u x x u a 
  

دامنــه حــاوي  dيــانگر کــل دامنــه، ب کــه در رابطــه فــوق

IN، هاناپيوستگي (x)  و توابع شکل اجزاي محدودv(x)   تـابع

ترتيـب درجـات آزادي   بـه  Iaو  Iuو سازي ناپيوسـتگي  غني
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dه کحالتيدر .شده هستند استاندارد و غني      باشـد

شوند. براي مدل کـردن تـرک   حذف مي v(x)کننده  توابع غني

سـازي وجـود دارد. دو بخـش    در مصالح همگن، دو بخش غني

هـاي نـوک تـرک و همچنـين     سازي المانغني سازي شامل،غني

هايي که با بدنه ترک قطع شده باشند. براي المان ٧٢تابع هويسايد

واقع يک تابع علامت است که در نمايش ترک  تابع هويسايد در

-٣٤[ شـود کار گرفته مييافته به در روش اجزاي محدود توسعه

ثر از نـوک و بدنـه   أسازي نقاط مت ـنحوه غني )6( . در شکل]٣٧

سازي رشد ترک نشان داده شده ترک در خلال چند مرحله مدل

  است. 

هايي که کاملاً با يک ترک قطع شده باشند از تابع براي المان  

نتيجـه يـک    درشود. شکل زير استفاده ميسازي هويسايد بهغني

صورت ضـمني بـه دامنـه اجـزاي محـدود اضـافه       ناپيوستگي به

   :]36 و ٣٥[شود مي

)۲۵(  
Above Crack

h(x) .
Below Crack


 

1
1  

  

ــد از       ــرک باش ــوک ت ــاوي ن ــان ح ــه الم ــرايطي ک ــراي ش   ب

شــود کــه توســط فلمينــگ بــراي نمــايش تــوابعي اســتفاده مــي

روابطـي   و جايي نوک ترک در روش بدون المان گـالرکين هجاب

  .]٣٩ و ٣٨[روند کار مياند بهکه توسط بليچکو تکرار شده

صـورت زيـر   ثر از نوک ترک بهأهاي متسازي گرهتوابع غني  

 شوند. تعريف مي

)۲۶(  

F (r, ) , , , ,

r sin , r cos , r sin sin , r cos sin

    

       

1 2 3 4

2 2 2 2

  

مختصات قطبي با مرکزيت نوک ترک  و  rکه در رابطه فوق 

حالتي که نيـاز باشـد تـا يـک گـره بـا هـر دو تـابع،         هستند. در

سازي مربوط بـه نـوک تـرک    سازي گردد، فقط از تابع غنيغني

 شود. استفاده مي )٢6( مطابق با رابطه

  

  اصول روش مجموعه تراز -6

،  dبـا مـرز ناپيوسـتگي     مواجهههاي مهم در يکي از جنبه

 ٨٢دنبال کردن تغييرات آن مرز اسـت. روش مجموعـه تـراز   

آيـد.  شمار ميمرز به محاسباتي براي دنبال نمودن يک روش

 جاي دنبال کـردن خـود مـرز، يـک منحنـي     در اين روش به

. ]٤٢-٤٠[ شـود سطح ايجاد مـي  و برروي يک انتخابپايه  

روش مجموعه تراز در ترکيب با روش اجزاي  در واقع تابع

منظور نمـايش مـرز مصـالح هماننـد     يافته به محدود توسعه

   خواهد شد. کار گرفتههندسه ترک به

تابع مجموعه تراز     x t , t در  هيک تابع پيوسته است ک

آن  x t  معرف يک نقطه در دامنه  است. تابع مجموعه تراز

  :است) ٢٧( قرار رابطه ي بهيهاداراي ويژگي

)۲۷(  

  
  
   d

x t , t for x

x t , t for x

x t , t for x

  

  

   

0
0
0

 

، با يافتن tدر هر زمان  مورد نظربنابراين مرز  x t  نحـوي  بـه

   :شودرا اقناع نمايد جانمايي مي) ٢٨( که معادله

)۲۸(    x t , t 0  

 بنابراين ترک در موقعيتي است که شرايط زير مطـابق بـا رابطـه   

  :صادق باشد) ٢٩(

)۲۹(  

  
  

, i , i

x t , t

x t , t

 
 
  

0
0

0
  

  

نقاط ذخيره  در اين روش مقادير توابع مجموعه تراز فقط در  

شوند. پس با استفاده از همان توابـع شـکل اجـزاي محـدود     مي

  دسـت تـوان مقـادير توابـع را در شـبکه اجـزاي محـدود بـه       مي

  .]٤٣[آورد 

بايسـت  سازي ميکه غني ،فرايند تعيين خودکار نقاط گرهي  

در خصوص آنها انجام پـذيرد، از طريـق توابـع مجموعـه تـراز      

منظور ابتدا شعاع پهناي باند اطـراف نـوک    گيرد. بدينانجام مي

عبـارتي فواصـل   شـود. پـس از آن طـول و بـه    ترک محاسبه مي

از  شـود. دسـت آورده مـي  هاي ترک نسبت به يکـديگر بـه  نوک

دست آمده زاويه قرارگيري ترک در دامنه مشـخص  اطلاعات به

  کــه خــود تــابع ،اســاس طــول تــرک و پهنــاي بانــدشــده و بــر
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  گيريدر شبکه اجزاي محدود و ناحيه انتگرال ثر از ترکأهاي متسازي گرهنمايش غني -6شکل 

 
منظـور  اندازه المان است، شعاع مربوط به جستجوي گرهـي بـه  

د. سپس، فاصله همه شوتوابع مجموعه تراز مشخص مي تعريف

نقاط دامنه نسبت به نوک ترک تعيين و نسبت به مختصات نوک 

ــي   ــي م ــرک محل ــوت ــاط   ش ــله نق ــردار فاص ــتن ب ــا داش   ند. ب

نسبت به نوک ترک جستجوي مربوط به تعيين نقاط گرهي کـه  

پـذيرد. پـس از آن   در شعاع تعيين شده قـرار دارنـد انجـام مـي    

  انـد تعيـين   يي کـه در شـعاع تعريـف شـده قـرار گرفتـه      هـا گره

شـود. لازم  شده و به محاسبه توابع مجموعه تـراز پرداختـه مـي   

  کار گرفته شده توابع مجموعـه تـراز  ذکر است که در روش بهبه

  دهش ـهـاي واقـع در شـعاع پهنـاي بانـد محاسـبه       تنها براي گره

کـه در پهنـاي    هاييمنظور تعيين شماره گره الماناه بهگاست. آن

صفر پيدا شـده  اند توابع مجموعه تراز گرهي غيرباند قرار گرفته

فرد منسـوب بـه آن گـره مشـخص     بهو شماره گره کلي منحصر

  شود. مي

  

  نتايج آناليز عددي -٧

در ابتداي اين بخش بايد اشاره شـود کـه تمـامي نتـايج عـددي      

 MATLABافـزار  نويسي در محـيط نـرم  اساس برنامهحاصل، بر

هــاي حــاوي ســازي محــيطهســتند. در ايــن قســمت بــه مــدل

چـين پرداختـه شـده    اي و وسـط صورت ترک لبـه ناپيوستگي به

است. همچنين نتايج حاصل از محاسبه فاکتور شـدت تـنش بـا    

نشـان   Mيابي تنش و نيز روش انتگرال هاي تحليلي، برونروش

يز شده است. در اين مطالعـه بـراي مقايسـه توانـايي روش آنـال     

ايزوژئومتريـــک در مکانيـــک شکســـت از مقـــادير مختلـــف  

استفاده  يافتهتوسعه سازي دامنه در روش اجزاي محدود گسسته

اسـاس  هـاي عـددي در ايـن بخـش، بـر     شده است. تمامي مثال

دسـت آمـده اسـت. بـراي تمـامي      کشش واحـد يکنواخـت بـه   

هاي حل شده، مشخصات مصالح براي رفتـار در محـدوده   مثال

Eخطي، از مقادير  الاستيک (MPa) , /  710 0 بـراي   3

اي اسـتفاده  نسبت پواسون و مدول يانگ در رفتار کرنش صفحه

  شده است. 

  

  ايمثال اول: ترک لبه -١-٧

اي بـا اسـتفاده از روش   اي با يـک تـرک لبـه   در بخش اول دامنه

کمک روش آناليز يافته و در بخش دوم به اجزاي محدود توسعه

شـود.  پرداختـه مـي   مورد نظرسازي دامنه ومتريک به مدلايزوژئ

سازي دامنه مورد بوده و گسسته 6و طول  ٣ابعاد دامنه به عرض 

ــه   ــاليز ب ــه در آن ــعه  مطالع ــدود توس ــزاي مح ــه  روش اج   يافت

هاي مربعي به ابعاد مختلف صورت گرفتـه  در هر جهت با المان

ليز اجـزاي  هاي عددي نتايج حاصـل از آنـا  است. در بخش مثال
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  گـردد. لازم بهتـرين حالـت ارائـه مـي    يافته براي  محدود توسعه

  گيـري  منظـور افـزايش دقـت در انتگـرال    به ذکـر اسـت کـه بـه    

سـازي اسـتفاده شـده    مثلث عددي حول نوک ترک از روش زير

ــر  ــابع زي ــا کمــک ت ــدا ســازيمثلــث اســت. ب ــان ابت ــايالم   ه

  وتقسـيم شـده    سازي شده متأثر از ترک، بـه المـان مثلثـي   غني 

  گيــري عــددياز نقــاط گوســي جديــد در انتگــرال آنپــس از 

ــي ــتفاده م  ــ اس ــه مت ــت حــل در منطق ــا دق ــود ت ــرکأش   ثر از ت

 .بيشتر گردد

يافته، توزيـع تـنش    با استفاده از آناليز اجزاي محدود توسعه  

ذکـر  دست آمده است. لازم بـه اي بهبا ترک لبه )٧( مطابق شکل

مطالعه تحت کشش يکنواخـت بـوده    است که چون دامنه مورد

کـه مشـاهده   طورنمايش داده شده است. همان yyمقادير تنش 

دست آمده حاکي از تمرکز تنش در نـوک  شود توزيع تنش بهمي

 ترک است. اين توزيع تنش براي مدل اجـزاي محـدود توسـعه   

ه کـه محـل   دش ـارائـه   ٠٢/٠هاي مربعي بـه طـول   يافته با المان

وضوح مشخص است. در مدل رخداد تمرکز تنش در آن مدل به

درجه آزادي استفاده شده  ٩١٠٢٢يافته از  اجزاي محدود توسعه

کار گرفته شده يک شبکه بسيار است لذا شبکه اجزاي محدود به

  آيد. شمار ميريز به

نتــايج حاصــل از روش آنــاليز    )٨(همچنــين در شــکل    

اي ارائه شـده اسـت.   صفحه حاوي ترک لبهايزوژئومتريک براي 

نقطه کنترلـي اسـتفاده شـده اسـت.      ١٢٣٣در اين مدل از تعداد 

 ٣از مرتبـه   yو  xتوابع تقريـب پايـه نربـز در هـر دو جهـت      

انتخاب شده است. بنابراين بالاتر بودن مرتبه توابع تقريب بايـد  

سـازي نمايـد.   صورت هموارتر مدلند تغييرات ناگهاني را بهبتوا

، ٢٩نظر گرفته شده براي اين مثال در هـر وصـله  شبکه کنترلي در

بوده است. همچنين طول بردار گرهي درنظـر گرفتـه    ٢٥در  ٢٥

ل بـردار  اسـت. طـو   ٢٩برابـر بـا    yو  xشده در هر دو جهت 

kگرهي برابر با  n p  1 شود. کـه در ايـن   گرفته مي نظردر

ــه ــت،    nرابط ــر جه ــي در ه ــاط کنترل ــداد نق ــه p، تع ، مرتب

ذکر است که انتخاب مختصات نقاط اي هستند. لازم بهجملهچند

  نيز موقعيت مقادير گرهي در فضاي کنترلي در فضاي فيزيکي و

 

  
  ، مدل با ترک yyنمايش توزيع تنش  -۷شکل 

  يافتهتوسعه زاي محدود ـروش آناليز اجای، هـلب

  (رنگی در نسخه الکتريکی) 

  

  
  ، مدل باyyنمايش توزيع تنش -۸شکل 

  زوژئومتريکز ايـروش آنالي اي،هـلبترک 

  (رنگی در نسخه الکتريکی)

  

,پارامتري،  ترتيـب در هـر دو جهـت    بهx  وy  نحـوي  بـه

تـرين  نظر گرفته شده است که در مختصات نوک تـرک بـيش  در

  تهتمرکز مقـادير گرهـي و همچنـين نقـاط کنترلـي وجـود داش ـ      

  باشد. 

منظـور بررسـي صـحت و دقـت هـر دو روش      از طرفي بـه   

  سـازي ناپيوسـتگي تـرک، از حـل دقيـق مطـابق       عددي در مدل
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  xxتوزيع تنش (ب)                                                                     xy(الف) توزيع تنش                              

  

      
  VM(د) توزيع تنش                                                                  yy(ج) توزيع تنش                               

 

  اي در ارتفاع گذرنده از خط نوک ترکو حل دقيق براي مسئله ترک لبه يافتهتوسعه د مقايسه نتايج آناليز اجزاي محدو -۹شکل 

  

شود، هر گونه که مشاهده ميشود. هماناستفاده مي ،)١١( رابطه

اي از دو روش در برآورد مقادير تنش در جسم حاوي ترک لبـه 

عبارت ديگر هر دو روش توجهي برخوردار هستند. بهدقت قابل

دهنـد.  طور مطلوبي نمايش ميخداد تمرکز تنش را بهموقعيت ر

  از طرفي در فاصله پس از نوک تـرک تـا انتهـاي دامنـه انطبـاق      

  حل دقيق و حل عـددي تقريبـاً کامـل اسـت. نکتـه قابـل ذکـر       

  تغييــرات تــنش در نقــاط کنترلــي نزديــک بــه نــوک  در انــدک

ــوه      ــت آن در نح ــه عل ــت ک ــت آن اس ــفحه پش ــرک در ص ت

در روش آناليز ايزوژئومتريک است. البته اين سازي ترک گسسته

بـه نـوک تـرک     وضعيت تنها در حداکثر دو نقطه کنترلي منتهـي 

از نوک ترک نتايج روند مطلوب خود را حفظ ده و پس شظاهر 

  کرده است. 

سـازي  شـود، نحـوه شـبيه   مشاهده مي) ٩( چنانچه در شکل  

 وسعهدامنه با حضور ناپيوستگي با کمک روش اجزاي محدود ت

نحو مطلوبي تحقق يافته است. نقطه تمرکز تنش در نوک يافته به

ترک و پس از آن تغييرات تنش تا انتهاي دامنه منطبـق بـا حـل    

دقيق تداوم يافته است. نکته قابل ذکر اين است که نتـايج ارائـه   

هاي به ابعـاد  يافته با المان شده براي مدل اجزاي محدود توسعه

درجـه آزادي   ٩١٠٢٢و در نتيجـه ميـزان   در هر دو جهت  ٠٢/٠

هاي به ابعـاد  اي با الماناشاره شود که مسئله ترک لبهد باياست. 

ده ش ـارائه  اين تحقيقسازي و بهترين آنها در مدل ٠٢/٠تا  ٢/٠

است. مسلماً هر چقدر تعداد درجات آزادي مسئله بيشتر شده و 

  ده شـود  سـازي دامنـه اسـتفا   هـاي ريزتـري در گسسـته   از المان

  آيـد. در عـين حـال نتـايج ارائـه     دسـت مـي  نتايج هموارتري به

نقطه کنترلي  ١٢٣٣شده براي مدل روش آناليز ايزوژئومتريک با 

درجه آزادي است. با توجه بـه انـدازه مسـئله     ٢٤66نتيجه  و در

کـار گرفتـه شـده در روش    ميزان تلاش محاسباتي بـه  مورد نظر

يافتـه   مدل اجزاي محـدود توسـعه  آناليز ايزوژئومتريک کمتر از 

  است. 

  هـايي کـه   البته در روش آناليز ايزوژئومتريک نيز در موقعيت  
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  xx(ب) توزيع تنش  xy(الف) توزيع تنش

    

    
  VM(د) توزيع تنش   yy(ج) توزيع تنش

  
  

  اي در ارتفاع گذرنده از خط نوک ترکمقايسه نتايج آناليز روش ايزوژئومتريک و حل دقيق براي مسئله ترک لبه - ۱۰شکل 

 
کنترل بر سطح تغييرات اهميت بيشتري داشته باشد، چنانچـه از  

نقاط کنترلي بيشتري استفاده شود دقت نتـايج افـزايش خواهـد    

  ســازي فيزيکــي و همچنــين درگسســته يافــت. لــذا در فراينــد

تعيين فواصل مقـادير پـارامتري در بـردار گرهـي مربوطـه، بـا        

نزديک شدن به نوک ترک از شبکه ريزتري استفاده شده اسـت.  

اي يک ترک لبـه  اي بانتايج حاصل از آناليز دامنه) ١٠( در شکل

ــاليز       ــتفاده از روش آن ــا اس ــق ب ــل دقي ــا ح ــا ب ــه آنه و مقايس

  ريک نمايش داده شده است. ايزوژئومت

نقطـه کنترلـي اسـتفاده     ١٢٤٣اي از در مسئله با دو ترک لبـه   

 درجه آزادي وجود داشته است. ٢٤٨6شده است که در مجموع 

و  ١٥٧دست آمـده داراي پهنـاي بانـد بـالايي     ماتريس سختي به

بـوده اسـت. همـواري مناسـب نتـايج       ١٣٤٤پهناي بانـد پـايين   

توجـه روش آنـاليز ايزوژئومتريـک در     دهنـده دقـت قابـل   نشان

برآورد تغييرات ناگهاني در متغير مسئله است. اين مثال از طريق 

براي هر دو  ٣دو وصله که در هر وصله توابع پايه نربز با مرتبه 

سازي شده است. نتايج حاصل منظور گرديده شبيهy و  xجهت 

ئومتريک در اي در روش آناليز ايزوژاي با دو ترک لبهبراي دامنه

چگـونگي   )١٢( ارائه شده است. همچنين در شـکل  )١١( شکل

اي کـه از طريـق   اي با دو تـرک لبـه  در صفحهyyتوزيع تنش 

نمـايش داده   ،دسـت آمـده اسـت   روش آناليز ايزوژئومتريک بـه 

  شود. مي

شود، اما ماتريس سختي که در هر دو روش عددي ايجاد مي  

نبـوده و هـر دو مـاتريس داراي مقـادير زيـاد       ١٣ا متـراکم ي ٠٣پُر

 هستند. اما ماتريس سختي روش اجزاي محـدود توسـعه   23صفر

تري نسبت به ماتريس سختي يافته از شرايط قطري بودن مناسب

عنـوان نمونـه در   روش آناليز ايزوژئومتريک برخوردار است. بـه 

وش آنـاليز  دسـت آمـده در ر  مثال اول ماتريس سختي مربعي به

و  ١٥٧، داراي پهناي بانـد بـالايي   ٢٤66ايزوژئومتريک با اندازه 

که ماتريس سختي مربعي است. در حالي ١٣٢٤پهناي باند پايين 

با اندازه  يافتهتوسعه کمک روش اجزاي محدود محاسبه شده به
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  xx(ب) توزيع تنش   xy(الف) توزيع تنش 

    

    
  VM(د) توزيع تنش  yy(ج) توزيع تنش 

  

  

   هاي گذرنده از خط نوک ترک اي، نمايش تنشاي با دو ترک لبهروش آناليز ايزوژئومتريک؛ صفحه - ۱۱شکل 

  

  
  ر روش آناليزد yyتوزيع تنش  - ۱۲شکل 

  اياي با دو ترک لبهيک براي دامنهايزوژئومتر

  

و پهنـاي بانـد پـايين     ٤6٢٢٧، داراي پهناي باند بـالايي  ٩١٠٢٢

عبارت ديگر ماتريس سـختي روش آنـاليز   بوده است. به ٤6٢٢٧

ايزوژئومتريک پُرتر از مـاتريس سـختي روش اجـزاي محـدود     

لحـاظ محاسـبات   خود بهيافته است. اين مسئله به خودي توسعه

ي اختلافاتي در نوع حل و يـا حجـم محاسـبات جهـت     ماتريس

دنبال خواهـد داشـت کـه البتـه شـايد      سازي ماتريس بهمعکوس

دليل کوچکتر بودن ابعـاد مـاتريس در مقايسـه بـا     بتوان گفت به

يافته ايـن اخـتلاف قابـل اغمـاض     روش اجزاي محدود توسعه 

 باشد. 

  

 چين مثال دوم: ترک وسط -٢-٧

 برد هر دو روش عددي اجزاي محدود توسعهدر مثال دوم با کار

اي با يـک  سازي دامنهيافته و روش آناليز ايزوژئومتريک به مدل

و ارتفاع  ٣شود. ابعاد دامنه به عرض چين پرداخته ميترک وسط

روش مطالعـه در آنـاليز بـه    سازي دامنـه مـورد  بوده و گسسته 6

هاي مربعي بـه  در هر جهت با المان يافتهتوسعه اجزاي محدود 

هـاي عـددي   ابعاد مختلف صورت گرفته است. در بخـش مثـال  

يافته بـراي بهتـرين    نتايج حاصل از آناليز اجزاي محدود توسعه

منظور افزايش دقت د. لازم به ذکر است که بهشوحالت ارائه مي
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سازي گيري عددي حول نوک ترک از روش زيرمثلثدر انتگرال

  گردد. استفاده مي

در  ٥/٠سازي تـرک وسـط بـه طـول     ل حاضر به شبيهدر مثا  

. بنابراين نـوک اول تـرک در عـرض    شودمي ميانه دامنه پرداخته

مقدار پارامتري است و نـوک دوم تـرک    ٤١6/٠که معادل با  ٢٥/١

  . مقدار پارامتري است قرار دارد ٥٨٣/٠که معادل  ٧٥/١در عرض 

ئومتريـک  سـازي بـا روش آنـاليز ايزوژ   نتايج حاصل از مـدل   

و  ٢٤6٠ترتيب داراي که به ،نقطه کنترلي ٤٠١٠و  ١٢٣٠وسيله هب

انجـام   ،درجه آزادي هستند و با استفاده از دو وصله (پچ) ٨٠٢٠

چـين در روش آنـاليز ايزوژئومتريـک از    گرفته است. ترک وسط

نتيجه ايجاد تکينگـي در مـاتريس    طريق تکرار نقاط کنترلي و در

سازي بـا  ذکر است که مدلت. لازم بهسختي صورت پذيرفته اس

تعداد نقاط کنترلي کمتر نيز ممکن است، اما جهت حصول نتايج 

نظر گرفتـه شـده اسـت. در    تر اين تعداد نقطه کنترلي درمطلوب

يافته همواري نتايج توزيـع   مقايسه با مدل اجزاي محدود توسعه

ــاليز     ــان در روش آن ــات آزادي يکس ــا درج ــت ب ــنش در حال ت

توجه است؛ کـه علـت در نحـوه محاسـبه و      ئومتريک قابلايزوژ

ــايج   ــاليز ايزوژئومتريــک نت اســتخراج نتــايج اســت. در روش آن

طور پيوسـته  هصورت سطحي از نربز هستند که بدست آمده بهبه

ذکر است که سطح نربز از طريق موقعيت آيد. لازم بهدست ميبه

ظور نمايش نتايج، منشود. سپس بهدست آورده مينقاط کنترلي به

از اين سطح پيوسته را اسـتخراج نمـود.    به مقدار دلخواهتوان مي

هـاي  اسـاس ويژگـي  تـوان گفـت کـه بـر    طور کلي مـي به اصولاً

سازي بهتر و فرد روش آناليز ايزوژئومتريک، امکان مدلبهمنحصر

تر تغييرات ناگهاني و شديد گراديان يـا تغييـر شـديد در    مطلوب

yyکرنش وجود دارد. نحوه توزيع تـنش   مقادير تنش و
 

بـراي  

کمک روش آناليز اجزاي محـدود  اي با يک ترک مياني بهصفحه

ترتيـب در شـکل   و روش آنـاليز ايزوژئومتريـک بـه    يافتهتوسعه 

نمايش داده شده است. در هر دو مثال ارائـه   )١٤( و شکل) ١٣(

ه مثـال اول بـوده و مـاتريس    شده شرايط ماتريس سـختي مشـاب  

يافته از وضعيت قطري بودن  روش اجزاي محدود توسعه سختي

ــهمناســب ــه تــري نســبت ب   دســت آمــده از مــاتريس ســختي ب
  

  
  دل با ترکـ، م yy نمايش توزيع تنش - ١٣شکل 

   يافتهتوسعه چين، روش آناليز اجزاي محدود وسط

  (رنگی در نسخه الکترونيکي)

  

  
  ، مدل با ترک  yyش توزيع تنش نماي - ۱۴شکل 

  چين، روش آناليز ايزوژئومتريکوسط

  (رنگی در نسخه الکترونيکي)

  

روش آناليز ايزوژئومتريک برخوردار بوده است. در ادامه جهـت  

مشخص شدن چگونگي برآورد توزيـع تـنش در هـر دو روش    

عددي، وضعيت تنش در صفحه گذرنده از نوک تـرک نمـايش   

گردد. البته لازم به ذکر است دقيق مقايسه مي داده شده و با حل

اي حل دقيق از نوک دوم ترک تا انتهـاي دامنـه   که نتايج مقايسه

دست آمـده در روش  تغييرات تنش به) ١٥( گردد. شکلارائه مي

هاي تـرک،  يافته را برخط گذرنده از نوکاجزاي محدود توسعه 

تغييـرات   )16( دهنـد. از طرفـي شـکل   در عرض دامنه نشان مي

دسـت آمـده در روش آنـاليز ايزوژئومتريـک را بـرخط      تنش به
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  xx(ب) توزيع تنش                        xy(الف) توزيع تنش                   

         
 VMتنش (د) توزيع                      yy(ج) توزيع تنش                

  

 يافتهتوسعه چين و مقايسه با حل دقيق، روش اجزاي محدود نمايش تنش در خط گذرنده از نوک ترک وسط - ۱۵شکل 

  

    
 xx(ب) توزيع تنش xy(الف) توزيع تنش

                                 

    
 VM(د) توزيع تنش yy(ج) توزيع تنش

  

 

  چين و مقايسه با حل دقيق، روش آناليز ايزوژئومتريکنمايش تنش در خط گذرنده از نوک ترک وسط - ۱۶شکل 
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  زوژئومتريکو آناليز اي يافتهتوسعه هاي اجزاي محدود مشخصات ماتريس سختي و تلاش محاسباتي در روش - ١جدول 

  تشريح مدل  روش آناليز
اندازه بعد 

  المان مربعي

شاخص  پهناي باند

 سختي

تلاش 

 محاسباتي

درجات 

 عرض بالا عرض پايين  آزادي

اجزاي محدود 

  يافتهتوسعه 

)X-FEM(  

  ١٠٤٤  ٩/١×٨١٠  ٥٠/١  ٥٩١  ٥٩١  ٢/٠ ايترک لبه

  ٣٨6٢  6/٩×٩١٠  ٧٨/١  ٢٠6٧  ٢٠6٧  ١/٠ ايترک لبه

  ١٤٨٥٢  ٥/٥×١١١٠  ٢٩/١  ٧٧٠٧  ٧٧٠٧  ٠٥/٠ ايهترک لب

  ٣٣٠٤٢  ٠/6×١٢١٠  ٢٢/١  ١6٩٤٧  ١6٩٤٧ ٠٣٣/٠ ايترک لبه

 ٥٨٤٣٢  ٣/٣×١٣١٠ ١٨/١ ٢٩٧٨٧ ٢٩٧٨٧  ٠٢٥/٠ ايترک لبه

 ٩١٠٢٢  ٣/١×١٤١٠ ١١/١ ٤6٢٢٧ ٤6٢٢٧  ٠٢/٠ ايترک لبه

 ٣٨٨٤  ٧٧/٩×٩١٠ ٧١/١ ٢٠٤٩ ٢٠٤٩ ١/٠ ترک مياني

 ١٤٩٢٠  ٥/٥×١١١٠ ٣٠/١ ٧6٧٧ ٧6٧٧ ٠٥/٠ ترک مياني

 ٣٣٠6٤  ٠/6×١٢١٠ ٢٢/١ ١6٨٩٣ ١6٨٩٣ ٠٣٣/٠ ترک مياني

 ٤٤٨6٠  ٥/١×١٣١٠ ٢٠/١ ٢٢٨٥٧ ٢٢٨٥٧ ٠٢٨/٠ ترک مياني

 ٩١٠٤٤  ٣/١×١٤١٠ ١٢/١ ٤6١٤٣ ٤6١٤٣ ٠٢/٠ ترک مياني

آناليز 

  ايزوژئومتريک

)IGA(  

  ٢٤66  ٥/٢×٩١٠  ٥6/١  ١٣٢٤  ١٥٧  متغير  ايترک لبه

  ٢٤6٠  ٤٨/٢×٩١٠  ٨٥/١  ١٣١٨  ١٥٧  متغير  انيترک مي

  ٨٠٢٠  6/٨×١٠١٠  6٩/١  ٤١٥٨  ٢٧٧  متغير  ترک مياني

  

  دهند.هاي ترک، در عرض دامنه نشان ميگذرنده از نوک

منظور مقايسه شـرايط مـاتريس سـختي در هـر دو روش     به  

، مشخصات ماتريس سـختي  )١( عددي مورد مطالعه، در جدول

و مياني نشان داده شده است. منظـور از   ايدامنه حاوي ترک لبه

شاخص سختي، نسبت حداکثر مقدار ويژه به حداقل مقدار ويژه 

خلاصه نتـايج  ) ٢( در ماتريس سختي است. از طرفي در جدول

دست آمده براي مقادير فاکتور شدت تنش محاسبه شده نشان به

مقادير فاکتور شدت تـنش   که داده شده است. لازم به ذکر است

يابي تنش در نوک ترک برونيعني  ،هر دو روش پذيرفته شدهبا 

براي  )٢( محاسبه گرديده است. نتايج جدول J ،و روش انتگرال

هاي متفاوت و بـراي روش آنـاليز   اجزاي محدود با اندازهشبکه 

د. شـون ايزوژئومتريک با تعداد نقاط کنترلـي مختلـف ارائـه مـي    

شـود بـا افـزايش    ده مـي گونه که در نتايج ارائه شده مشاههمان

  يابد. درجات آزادي دقت حل نيز افزايش مي

 دقت هر دو روش در محاسبه فاکتورهاي شدت تنش قابـل   

توجه است. نکته قابل ذکر در محاسبات مربوط به شرايط تـنش  

نتيجه برآورد فاکتور شدت تنش، اهميـت ميـزان درجـات     و در

ــاً تــلاش محاســباتي مصــروف شــده  در فراينــد آزادي و متعاقب

محاسبات است. در اين بخش محاسبه فـاکتور شـدت تـنش بـا     

نظر گرفتن درجـات آزادي مختلـف در هـر دو روش انجـام     در

(رابطه  ٣٣مبناي عملکرد با مميز شناورشده و تلاش محاسباتي بر

سـازي  مربوط به عملکرد با مميز شناور که نقش مهمي در مثلث

گـردد. همچنـين از   ن مـي گـردد) تعيـي  دارد در پيوست ارائه مي

د بـراي بـه   ش ـارائـه   ٢-٤تحليلي که در بخـش   -روابط تجربي

تصــوير کشــيدن پتانســيل هــر دو روش در مکانيــک شکســت  

دهنده آن است که هـر  محاسباتي استفاده شده است. نتايج نشان

چقدر ميزان درجات آزادي در هر دو روش بيشتر شـود، دقـت   

رود. عليرغم نقش ش بالا ميآنها نيز در محاسبه فاکتور شدت تن

دسـت  درجات آزادي، در روش آناليز ايزوژئومتريـک بـراي بـه   

  يافتـه،   آوردن نتايجي با دقت مشابه روش اجزاي محدود توسعه
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  و روش آناليز ايزوژئومتريک يافتهتوسعه نتايج محاسباتي فاکتور شدت تنش براي مدل اجزاي محدود  - ٢جدول 

  تشريح مدل  روش آناليز
  فاکتور شدت  ندازه بعد المان مربعيا

 تجربي -تنش تئوري

فاکتور شدت تنش 

 تعداد نقاط کنترلي  عددي

توسعه اجزاي محدود 

  يافته

)X-FEM(  

  ٥٤٤١/١  6٢66/١  ٢/٠ ايترک لبه

  ٥٩٧٢/١  6٢66/١  ١/٠ ايترک لبه

  6٢٣١/١  6٢66/١  ٠٥/٠ ايترک لبه

  6٢٤٢/١  6٢66/١ ٠٣٣/٠ ايترک لبه

 6٢٥٨/١  6٢66/١  ٠٢٥/٠ ايک لبهتر

 6٢٩١/١  6٢66/١  ٠٢/٠ ايترک لبه

 ٧٤٢١/٠ ٩٠٤٣/٠ ١/٠ ترک مياني

 ٨٧٣٨/٠ ٩٠٤٣/٠ ٠٥/٠ ترک مياني

 ٨٩١٢/٠ ٩٠٤٣/٠ ٠٣٣/٠ ترک مياني

 ٨٩٨٩/٠ ٩٠٤٣/٠ ٠٢٨/٠ ترک مياني

 ٨٩٥٤/٠ ٩٠٤٣/٠ ٠٢/٠ ترک مياني

  آناليز ايزوژئومتريک

)IGA(  

  6٢١٠/١  6266/١  ١٢٣٣  ايترک لبه

  ٩١٠٣/٠  ٩٠٤٣/٠  ١٢٣٠  ترک مياني

  ٨٩٧٠/٠  ٩٠٤٣/٠  ٤٠١٠  ترک مياني

  

در مجموع نياز به نقـاط کنترلـي و در نتيجـه درجـات کمتـري      

هاي اشـاره شـده از   وجود دارد. در واقع توابع تقريب با ويژگي

همواري مناسبي از تغييـرات تـنش را در تمـام دامنـه و      ٣مرتبه 

لحاظ محاسباتي حائز دهد که بهر محل نوک ترک ميبالاخص د

  اهميت است. 

  

  سازي ناحيه ناپيوسته با کنترل پيوسـتگي در مدل -٨

  فضاي پارامتري روش آناليز ايزوژئومتريک      

صورت خاص در اين مطالعه ارائه شده اسـت  اين موضوع که به

متريک فرد در روش آناليز ايزوژئو بههاي منحصريکي از توانايي

طور کلي موضـوع توليـد منطقـه متـأثر از     گردد. بهمحسوب مي

شـود  ، شناخته مي٤٣ناپيوستگي تحت عنوان مدل ناحيه چسباننده

ش بــراي يــافتن هــاي عــددي تــلا. در تمــامي روش]٤٥و  ٤٤[

تـر ايـن ناحيـه را بـر دامنـه      حلي است که بتوان هرچه سـاده راه

ــاليزفيزيکــي مســئله منطبــق نمــود. بــه   طــور کلــي در روش آن

نحـوي  ايزوژئومتريک توليد ناپيوستگي بسيار مشخص است بـه 

توانند با اطلاعات کـافي از موضـوع   که مهندسين و محققين مي

ليـد محـيط ناپيوسـته بپردازنـد.     روش آناليز ايزوژئومتريک به تو

بنابراين براي اينکه پُلي بين روش عددي و کار مهندسي برقـرار  

روشي بسيار کارا و قابل فهم در توليد ناپيوستگي در اينجا ، شود

ذکر اسـت  . لازم بهشودرا در روش آناليز ايزوژئومتريک بيان مي

ــاليز ايزوژئومتريــک مــي  تــوان در کــه از ايــن ويژگــي روش آن

سازي مسئله رشـد تـرک بـدون اينکـه در فضـاي فيزيکـي       مدل

  استفاده نمود.   ،تغييري ايجاد شود

در اين روش منطقه ناپيوسته با اسـتفاده از عمليـاتي کـه در      

کـه   نطـور شـود. همـا  گيرد، ساخته ميفضاي پارامتري انجام مي

ــي  ــارامتري م ــد در فضــاي پ ــه ش ــتگي  گفت ــه پيوس ــوان درج ت

عبارت ديگر کنترل درجـه  ب را کنترل نمود. بهاي تقريجملهچند

پيوستگي بين الماني مزيت خـاص روش آنـاليز ايزوژئومتريـک    

فرد به توليد بهآيد که با استفاده از اين قابليت منحصرشمار ميهب
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 . کنترلشودخته ميپردامرز ناپيوستگي در هر موقعيتي از وصله 

تکرار مقادير گرهي  اساس ميزاناي برجملهدرجه پيوستگي چند

انجـام   ،کننـده وصـله هسـتند    که توليد ،موجود در بردار گرهي

گيرد. فضاي پارامتري در روش آناليز ايزوژئومتريک تصـوير  مي

دسـت  فضاي فيزيکي مسئله است که با نگاشت توابـع نربـز بـه   

آيد. بنابراين با تکرار يک مقـدار گرهـي در يـک مختصـات     مي

، بـه تعـداد يکـي بيشـتر از مرتبـه      مشخص در فضاي پـارامتري 

اي تقريب، يـک ناپيوسـتگي سراسـري در کـل دامنـه      چندجمله

  د.شوايجاد مي

نماي کلي از ايـن موضـوع نشـان داده شـده     ) ١٧(در شکل   

، فضـاي انديسـي،   )١٧( است. از سمت چپ بـه راسـت شـکل   

 فضاي پارامتري و در انتها فضاي فيزيکي نشان داده شده اسـت. 

منظــور فهــم بهتــر موضــوع از اي انديســي بــهدر نمــايش فضــ

شود. بنابراين مقاديري که در هر دو تقسيمات يکسان استفاده مي

جهت فضاي انديسي نشان داده شده است معرف مقادير گرهـي  

شود. کار گرفته مياست که در بردار گرهي توليد کننده وصله به

 فضاي بنديدهنده چگونگي الماناز طرفي فضاي پارامتري نشان

عبارت ديگر تعداد تقسيمات الماني انجام شـده  فيزيکي است. به

  شود.بر فضاي فيزيکي از طريق فضاي پارامتري مشخص مي

هدف اصلي اين مطالعه بيان اين قابليـت و نشـان دادن اثـرات      

کنترل درجه پيوستگي در روش آناليز ايزوژئومتريک است. بنابراين 

 صل از کرنش و تنش براي جسم موردرود تا در نتايج حاانتظار مي

توجه ديگر در ايـن اسـت    نظر با يک پرش مواجه باشيم. نکته قابل

توان تنها در يک وصله ايجاد و بـه  هاي دلخواه را ميکه ناپيوستگي

 . مودجويي ناين ترتيب در حجم محاسبات صرفه
سـازي  تـر شـدن موضـوع بـه مـدل     در ادامه براي مشـخص   

ل قانون فوق در توليد منطقـه ناپيوسـته پرداختـه    اي با اعمادامنه

اي با يک ناپيوستگي افقـي سراسـري   شود. در اين مثال دامنهمي

شود. در اين مثال دامنه تحت کشـش يکنواخـت قـرار    توليد مي

 صـورت رابطـه  گرفته است. بردارهاي گرهي در هر دو جهت به

ه از يـک  نظر گرفته شده است. در اين قابليت با اسـتفاد در) ٣٠(

اي را مدل نمود که به چندين بخش تقسـيم  توان دامنهوصله مي

سـازي  شده است. مطابق بردارهاي گرهي ارائه شده در گسسـته 

المـان گرهـي    ٢و  xالمان گرهي در جهت  ٣فضاي فيزيکي از 

در  استفاده شده است. از طرفي در بردار گرهـي   yدر جهت 

dرامتري موقعيت پا   
1
ارتفاع در فضاي  ٣/٧، که معادل 3

که ايـن  ، ٣٣٣/٠بار در مقدار پارامتري  ٤فيزيکي است، با تکرار 

اي تقريب است، يـک  تعداد تکرار يکي بيشتر از مرتبه چندجمله

ناپيوستگي سراسري در دامنه فيزيکي و تنهـا از طريـق ويژگـي    

رامتري، ايجـاد گرديـده اسـت. در    کنترل پيوستگي در فضاي پـا 

 ٣٣٣/٠توابع نربـز ناپيوسـته در موقعيـت پـارامتري      )١٨(شکل 

  :گرددارتفاع صفحه ارائه مي

)٣٠(    
 
 

, , , , / , / , , , ,

, , , , / , / , / , / , , , ,

 



0 0 0 0 0 333 0 6667 1 1 1 1
0 0 0 0 0 333 0 333 0 333 0 333 1 1 1 1

  

  

 در فرمولاسيون منطقه متأثر از ناپيوستگي در وضعيت تغييـر   

از طريـق مقيـد    xهاي کوچک، پيوستگي بـردار موقعيـت   شکل

وقعيــت نقــاط کنترلــي و وزن آنهــا بــرروي دو وجــه نمــودن م

د. به عبارت ديگر قيـدهاي مربوطـه از   شونناپيوستگي تأمين مي

طريق مساوي قرار دادن موقعيت و همچنين وزن نقـاط کنترلـي   

گردنـد. ايـن قيـد در مـورد     متناظر بر دو سطح ترک اعمال مـي 

ميدان  رو، يک پرش درجايي مورد نياز نيست. از اينهميدان جاب

) در فضـاي حـل   dها در مـرز ناپيوسـتگي ميـاني (   جاييهجاب

ل بـا تغييـر   ئآيد. اين در حالي است کـه بـراي مسـا   دست ميبه

، در وضـعيت تغييـر   xهاي بزرگ، ميـدان موقعيـت مـادي    شکل

 قيودد باييافته، ناپيوسته خواهد بود. لذا در چنين وضعيتي  شکل

 اعمال گردد تا پيوستگي نقـاط مـادي در حالـت تغييـر     نحويبه

شکل نيافته را ارضـا نمايـد. در چنـين حـالتي بـا يـک سيسـتم        

خطي مواجه خواهيم بـود کـه بايـد از طريـق يـک      معادلات غير

  رافسون حل شود.  -فرايند تکرار شونده مانند نيوتن

 ٧و ارتفـاع   ٥در مدل نشـان داده شـده، کـه داراي عـرض       

، يک ناپيوستگي سراسري توليد شده ٣/١ارتفاع معادل است، در 

 دهنـده است. نحوه توزيع کـرنش بـراي شـرايط مختلـف نشـان     

باشـد. مطـابق نتـايج ارائـه شـده در      وجود يک لايه ناپيوسته مي

  ثير وجود لايـه مـرزي توليـد شـده از     أت) ٢٠(و ) ١٩های (شکل
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  ي فيزيكي                             فضاي پارامتري                              فضاي انديسفضا                                          

  
   توليد منطقه ناپيوسته سراسري با کنترل درجه پيوستگي در فضاي پارامتري - ١٧شکل 

  

  

  

 نمايش توابع نربز و توابع پايه ناپيوسته نربز در مقدار پارامتري - ١٨شکل  
1
3  

  

 طريــق فضــاي پــارامتري روش آنــاليز ايزوژئومتريــک مشــاهده

فـرد در روش  بهگردد. بايد اضافه نمود که اين قابليت منحصرمي

سـازي  العـاده مفيـد در مـدل   آناليز ايزوژئومتريک يک امتياز فوق

اي را ل با لايه مرزي اسـت. بنـابراين ايـن توانـايي دريچـه     ئمسا

تلف و بالاخص در زمينه آناليزهـاي عـددي   سوي محققين مخبه

  نمايد.براي مطالعات بيشتر باز مي

وجود ه، پرش بتوجه در نمايش توزيع کرنش نکته مورد  

آمده در نتايج است که خود گواه وجود ناپيوستگي سراسري در 
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   yy نمايش نحوه توزيع کرنش - ١٩شکل 

  (رنگي در نسخه الكترونيكي)

  
  

  
  xy يش نحوه توزيع کرنشنما - ٢٠شکل 

  (رنگي در نسخه الكترونيكي)

  

دسـت  جسم فيزيکي است. نکته قابل توجه در تمامي نتـايج بـه  

وسيله کنترل پيوسـتگي  هآمده از توليد منطقه ناپيوسته سراسري ب

در فضاي بردار گرهي روش آناليز ايزوژئومتريک در اين اسـت  

کديگر تفکيک شـده  که جسم اوليه به دو يا چند قطعه مجزا از ي

وجـود آمـده در نتـايج تـنش و کـرنش گويـاي ايـن        هو پرش ب

 ـ   وجـود آمـده در نتـايج معـرف ايجـاد      هواقعيت اسـت. پـرش ب

ناپيوستگي در جسم فيزيکي اوليه بدون تغيير در دامنـه فيزيکـي   

  مسئله است.

  

  گيرينتيجه -٩

همانگونه که نشان داده شد، هر دو روش آناليز ايزوژئومتريک و 

توجـه در   هـاي قابـل  داراي توانـايي  يافتهتوسعه جزاي محدود ا

توليد منطقه ناپيوسته دارند. امکان استفاده از توابـع پايـه مرتبـه    

بالاتر نربز در روش آناليز ايزوژئومتريـک قابليـت بـالايي بـراي     

سازي تغييرات ناگهاني سطح روش آناليز ايزوژئومتريک در شبيه

يافتـه، ايجـاد    زاي محـدود توسـعه  تنش در مقايسه با روش اج ـ

رو روش آنـاليز ايزوژئومتريـک از پتانسـيل    نموده است. از ايـن 

لازم جهت تبديل شدن به ابزاري نيرومند در موضـوع مکانيـک   

شکست محاسباتي برخوردار است. در اين مطالعه با اسـتفاده از  

در روش آناليز ايزوژئومتريک بـه نتـايجي بـا     ٣توابع پايه مرتبه 

بـا همـان    يافتهتوسعه ت بيشتر نسبت به مدل اجزاي محدود دق

ايم. از طرفي برتـري در ميـزان   تعداد درجات آزادي دست يافته

همواري نتايج فضاي تنش و کرنش در درجات آزادي يکسان با 

  روش آناليز ايزوژئومتريک است. 

علاوه در روش آناليز ايزوژئومتريک نياز به توليد شـبکه  هب  

شابه روش اجزاي محدود از بين رفته کـه خـود يـک    الماني م

توان بـا  آيد. بنابراين ميشمار ميهمزيت بزرگ در اين روش ب

را با يـک يـا چنـد وصـله      مورد نظرصرف زماني کوتاه دامنه 

توليد نمود. همچنين مقادير محاسـباتي فـاکتور شـدت تـنش     

 دقت مناسب و بالاي روش آناليز ايزوژئومتريک را در برآورد

نتيجـه   فاکتورهاي شدت تنش، با درجـات آزادي کمتـر و در  

دهد. همچنين در روش آناليز نشان مي ،تلاش محاسباتي کمتر

 ـ طـور دقيـق   هايزوژئومتريک بر پايه نربز هندسه مسئله تقريباً ب

رسـد  بنابراين خطاي تقريب هندسه به حداقل مـي  ،مدل شده

هندسـه و  که در روش اجزاي محدود خطاي تقريـب  حاليدر

هـاي روش  عـلاوه ويژگـي  متغير اصلي مسئله وجود دارد. بـه 

آناليز ايزوژئومتريک در توليد ناپيوستگي موجب استفاده آسان 

اين روش در مسئله شکست شده اسـت. در ايـن مطالعـه بـا     

 0Cها با پيوستگي استفاده از تکرار نقاط کنترلي در مرز وصله

شـکل تـرک منجـر    به در يک موقعيت که به توليد ناپيوستگي

شــود، پرداختــه شــد. در واقــع ايــن مزيــت يــک امکــان مــي

آيـد.  شـمار مـي  هفرد در روش آناليز ايزوژئومتريک ببهمنحصر

تـوجهي در  همچنين روش آناليز ايزوژئومتريک توانـايي قابـل  
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سازي ضمني يک ناپيوستگي و لايـه مـرزي دارد کـه در    مدل

داده شده است. در واقـع  خوبي نشان اين مطالعه اين برتري به

صورت ضمني و با کمک فضاي رياضي کـه در ايـن روش   هب

تـوان يـک مـرز ناپيوسـتگي را     کار گرفته شـده اسـت، مـي   هب

توليد نمود. چنـين ويژگـي در    مورد نظرخوبي در موقعيت هب

سازي ضمني رشد تـرک نيـز بسـيار مفيـد خواهـد بـود.       مدل

ف روش اجـزاي  همچنين روش آناليز ايزوژئومتريـک بـرخلا  

بنـدي واحـد قـرار دارد،    پايه پيکـره يافته که بر محدود توسعه

سـازي  سازي جهـت مـدل  هاي خاص مانند غنينيازمند روش

هاي خاص ماننـد  ماً عدم نياز به روشلناپيوستگي نيست. مس

سازي ناپيوستگي باعـث کـاهش حجـم    سازي جهت مدلغني

  محاسبات خواهد شد. 

روش آناليز ايزوژئومتريـک دارد، روش   در کنار امتيازاتي که  

پذير در يافته نيز يک روش بسيار انعطاف اجزاي محدود توسعه

مسئله مکانيک شکست محاسباتي اسـت. بـا کمـک ايـن روش     

طور ضمني به مـدل اجـزاي   هها از جمله ترک بانواع ناپيوستگي

ند. ايــن در حــالي اســت روش آنــاليز شــومحــدود اضــافه مــي

خود امکان توليد هـر نـوع ناپيوسـتگي     خوديبهايزوژئومتريک 

(جاسـازي مصـالحي در يـک     ۵۳شامل فضاي خالي يا اينکلـوژن 

ماتريس در مصالح ديگر) را نداشته و نيازمند استفاده از چنـدين  

سازي هندسي اسـت. همچنـين مـاتريس سـختي     وصله در مدل

يافتـه نسـبت بـه     دست آمده از آناليز اجزاي محـدود توسـعه  به

 ازدست آمـده از روش آنـاليز ايزوژئومتريـک    ريس سختي بهمات

تري برخوردار بوده و پهناي باند بالا شرايط قطري بودن مطلوب

کـه پهنـاي بانـد بـالا و پـايين      حـالي و پايين آن مساوي بوده در

ماتريس سختي روش آنـاليز ايزوژئومتريـک برابـر نيسـت. ايـن      

ومتريـک باعـث   شرايط مـاتريس سـختي در روش آنـاليز ايزوژئ   

شود که در اندازه يکسان بـا مـاتريس سـختي روش اجـزاي     مي

داراي شرايط پُر بودن بيشتري بـوده کـه تـا     يافتهتوسعه محدود 

نمايـد. همچنـين   حدودي حجم محاسبات ماتريسي را بيشتر مي

نسبت حداکثر مقدار ويـژه مـاتريس سـختي بـه حـداقل آن در      

يافته کمتـر از   توسعهمجموع در ماتريس سختي اجزاي محدود 

همــان نســبت در روش آنــاليز ايزوژئومتريــک اســت کــه خــود 

تـر مـاتريس سـختي اجـزاي محـدود      دهنده شرايط مناسبنشان

  است.

 
  نامهواژه

 

1. discrete fracture models 
2. cohesive zone models 
3. interface element 
4. partition of unity method 
5. non-uniform rational b-spline 
6. heaviside enrichment functions 
7. knot 
8. variation diminishing 
9. convex hull property 
10. h-refinement 
11. patches 
12. computer aided design (CAD) 
13. Cox-de Boor 
14. knot Vector 
15. Bezier 
16. open 
17. partition of unity 
18. variational 

19. boundary value problem 
20. boundary displacements 
21. tractions 
22. Dirichlet boundary condition 
23. Neumann boundary condition 
24. stress intensity factor 
25. small-scale yielding 
26. interaction integral (M-integral) 
27. heaviside 
28. level set method (LSM) 
29. patch 
30. fully populated matrix 
31. dense 
32. sparse matrix 
33. floating-point operations (FLOPS) 
34. cohesive zone modeling (CZM) 
35. inclusion 
36. Kolosov's constant 

 
 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 

  107  ١٣٩٥تابستان ، ١، شمارة ۳۵، سال هاي عددي در مهندسيروش

 پيوست
جايي در محاسبه انتگرال انـدرکنش و رابطـه مربـوط بـه محاسـبه      عنوان فضاي کمکي تنش و جابهدر اين بخش روابط استفاده شده به

  شود. تلاش محاسباتي آورده مي

  :شرح زير هستند ٢ه فضاي کمکي تنش ب

)۳۱                (                                                                        

aux aux
aux I III II
ij ij ij

K K
f ( ) f ( ) i, j ,

r r
     

 
1 2

2 2  

)۳۲                                                  (       I IIK cos sin sin K sin cos cos
r

                       
11

1 3 31 22 2 2 2 2 22  

)۳۳(                                                              I IIK sin cos cos K cos sin sin
r

                
12

1 3 312 2 2 2 2 22  

  :صورت زير استجايي نيز بههفضاي کمکي جاب

)۳۴(       1 I II
1

cos cos sin 2 cos
2 2 2 2

r
u K K

    
 

      
   

)۳۵(
                                                                    

   2 I II
1

sin sin cos 2 cos
2 2 2 2

r
u K K

    
 

      
   

و مدول صلبيت (برشي) هستند. ثابت  ۶۳ترتيب ثابت کولوسوفبه و  ذکر است که در روابط ارائه شده پارامترهاي لازم به

   :شودتعريف مي) ۳۶( صورت رابطهکولوسوف به

)۳۶(                                                                                                            

plane strain

plane stress

 
  
  

3 4
3
1

  

  نسبت پواسون است. که  

  :ه استشدارائه ) ۳۷( شکل رابطهمبناي عملکرد با مميز شناور بههمچنين رابطه تعيين تلاش محاسباتي بر

)٣٧ (                                                                                                                    
     ndof ndof ndof

FLOPS


  
3 2 2

6 2 3  
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