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سازي  معادلات انتگرال مرزي براي حل حوزه زمان و مدل
  هاي نازك ناپاياي بال آيروديناميككاسته  رتبه
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  چكيده
هدف ايجاد بستر مناسـب  . است هاي نازك پرداخته شده ناپاياي بال آيروديناميكدر اين تحقيق با استفاده از معادلات انتگرال مرزي به مطالعه 

پذير كه داراي ضخامت ناچيزند بوده  هاي غشايي، بالزن و فرم هاي برآزاي نوين مانند بال براي توسعه كاربرد روش اجزاي مرزي به برخي تركيب
بندي و  اي فرمول گونه د بهي متداول كه تنها قابليت حل جريان حول اجسام ضخيم را دارآيروديناميكمرزي  براي اين منظور روش اجزاي. است

همچنين با توجه به قابل بيان بودن دستگاه معادلات اجزاي مرزي در شكل مسـأله  . نازك نيز كاربردپذير باشد هاي شود كه براي بال اصلاح مي
مودهاي ويژه جريـان پرداختـه   اساس  كاسته بر ي رتبهآيروديناميكهاي  هاي نازك و توسعه مدل مقدار ويژه به تحليل ويژه جريان ناپايا حول بال

حوزه زمان انواع ايرفويل و بـال در   آيروديناميكهاي رتبه كاسته مبتني بر آن براي تحليل  از روش اجزاي مرزي توسعه يافته و مدل. شده است
  .و عددي معتبر دارند ابق بسيار خوبي با نتايج تحليليچند نوع حركت ناپايا استفاده شده است كه نتايج حاصل تط

  نازك بال آيروديناميك، ناپايا آيروديناميك، سازي رتبه كاسته مدل ،روش اجزاي مرزي ،معادلات انتگرال مرزي :هاي كليدي واژه
  
  مقدمه

 هاي مبتني بر معادلات انتگـرال مـرزي   اخير روش دو دههطي 
 ـانـد   يافتـه هاي مختلـف   گيري در زمينه توسعه چشم  طـور ه و ب

ون هوافضـايي از جملـه تحليـل    گسترده در كاربردهـاي گونـاگ  
. انـد  كار گرفته شده هب هاي مختلف جريان در رژيم آيروديناميك

توان به روش اجزاي مـرزي   ها مي از مشهورترين انواع اين روش
حـل مسـائل    اشاره كرد كه توسعه كاربرد و بهبود كارايي آن در

مختلف مهندسي تاكنون مورد توجه بسياري از محققـين بـوده   
هاي نزديـك بـه تركيـب     ليت حل جريان حول هندسهقاب. است

ي واقعي وسايل پرنده با هزينـه بـه مراتـب كمتـر از رويكردهـا     
سبب شده است روش اجـزاي مـرزي بـه     1مبنا دامنه محاسباتي

و سـازي   بهينه/طراحيوابسته به زمان، مطالعات ويژه در مسائل 
يسـيته كـه   آيروالاستماننـد   2هاي كوپـل يـا چنـدوجهي    تحليل

شود، مورد توجه قـرار   به دفعات نياز مي آيروديناميكحاسبات م
 بيشـتر هزينـه  كـاهش   جهـت  ييها قابليت اعمال تكنيك. گيرد

 3سازي رتبه كاسته، روش چندقطبي سريع محاسبات مانند مدل
حـل   تر شـدن كارامـد هرچـه  سازي فضاي حالت نيز بـه   و مدل
امـا   .با استفاده از روش اجزاي مـرزي كمـك خواهـدكرد   مسأله 

ايـن مزايـا روش اجـزاي مـرزي متـداول بـراي        تمـام رغـم   علي
ــاني آن  آيروديناميــك ــا كــه مب ــو و پيشــتر ناپاي توســط مورين

محـدوديتي دارد كـه    ذاتاًتوسعه يافته است، ] 8-6[شاگردانش 
. سـازد  هاي نازك يا تخت غيـرممكن مـي   كاربرد آن را براي بال

هـاي   كل انتگرالبندي و ش نوع فرمول ،يك دليل اين محدوديت
. انـد  قرار گرفتهمرزي است كه مبناي توسعه روش اجزاي مرزي 

مكاني بـه دليـل انطبـاق تقريبـي      نزديكي بيش از حد نقاط هم
را با  محاسبات ضرايب تأثيرنازك بال يك زير و روي هاي  المان

روش نـوع   اين بكارگيريمشكل مواجه خواهد ساخت و مانع از 
همچنـين اعمـال    .شود مي هاي نازك اجزاي مرزي براي هندسه

زيـرا   ؛شرط مرزي عدم نفوذ به صـورت معمـول مقـدور نيسـت    
كند در يك نقطه دو شـرط مـرزي    نازك بودن هندسه الزام مي
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مختلف با توجه به جهات متفاوت بردار نرمال در زير و روي بال 
هاي با ضخامت اندك در  از سوي ديگر كاربرد بال. داشته باشيم
هايي از آنها  شود كه نمونه تر مي روز گسترده ضا روزبهصنايع هواف

بـال   بـا هواپيماهـاي  ، هـاي كـروز   موشـك از بالك است  عبارت
. 6غشــايي بــال پهپادهــايريزو  5بــالزن ايهــ روبــات ،4پــذير فــرم

 آيروديناميـك رويكردهاي تحليلي موجود براي محاسبه ضرايب 
حالـت   ردهاي نازك مانند حـل تئودورسـون و تـابع واگنـر      بال

محدود به ] 1[بعدي  و تقريب جونز براي حالت سه] 4[دوبعدي 
رونـدهاي  . هاي تخت و حركـات ناپايـاي سـاده هسـتند     هندسه

ــد  ــددي مانن ــه ع ــزروش گرداب ــدي و  7متمرك ــت دوبع در حال
نيز فاقد ] 4[بعدي  شبكه گردابه براي حالت سه/هاي حلقه روش

ابليـت  ق :ارتند ازاين مزايا عب. مزاياي روش اجزاي مرزي هستند
، ]7،12[ رصـوت يزو  گذرصوت هاي بندي به رژيم توسعه فرمول

پيچيـده  ي آيرودينـاميك هـاي   هندسـه  بـراي كـارگيري   هبامكان 
بنــدي بــا طيــف وســيعي از انــواع  و تناســب فرمــول] 2،3،10[

كاسـته   سازي رتبه هاي كاهش ابعاد محاسبات مانند مدل تكنيك
  ].5[روش چندقطبي سريع  ، بيان فضاي حالت و]9-11، 2،3[

كه بتوان با تمهيـداتي   درصورتيبالا  توضيحاتبه با توجه 
محـدوديت   نحـوه اجـرا،  مرزي و  بندي، اعمال شرايط در فرمول

هـاي   بـال حل جريـان حـول    دركارگيري روش اجزاي مرزي  هب
و  شـده تر  بسيار وسيعاين روش كاربرد  ، دامنهنازك را رفع كرد
بـه   .خواهـد گرفـت   بر ي را درآيروديناميكي ها تمام انواع پيكره

كاسـته   ههاي رتب اساس حل اجزاي مرزي، مدل توان بر علاوه مي
مد توسعه داد كه به ويژه در مسائلي كـه محاسـبات مكـرر    آكار

ي نيـاز اسـت، جـايگزين حـل     آيرودينـاميك ضرايب يا نيروهـاي  
بيـان  يـك  ها مبتنـي بـر    اين مدل. مستقيم اجزاي مرزي شوند

ي و توصيف آن برحسب تعدادي از آيروديناميكل از ميدان مودا
تـرين راه انتخـاب چنـين     از نظر مفهومي ساده. ندمودهاي مؤثر

در نظر گرفتن مودهاي ويـژه جريـان اسـت كـه از      ،اي مجموعه
هـاي عـددي ماننـد     معـادلات برخـي روش  دستگاه تحليل ويژه 

 مـدل يـك   بـا اسـتفاده از   .آيند دست ميه روش اجزاي مرزي ب
ايرفويل يـا بـال را در    يآيروديناميكضرايب توان  ميكاسته  رتبه

اي از  حركات مختلف ناپايا بـدون نيـاز بـه تكـرار بخـش عمـده      
بنــابراين  .بينــي كــرد پــيشبــه ســرعت و بــا دقــت محاســبات 

هاي پژوهش حاضر نسبت به تحقيقـات پيشـين عبـارت     نوآوري
ي حل اجزاي مرزي ارائه معادلات انتگرال مرزي برا) 1( :است از

سازي  مدل) 2(هاي نازك در حوزه زمان و  جريان ناپايا حول بال

ي بر اساس روش اجزاي مرزي ارائه شده آيروديناميككاسته  رتبه
در ادامه اين نوشتار ابتدا بـه  . با استفاده از مودهاي ويژه جريان

بندي معادلات انتگرال مرزي حاكم بـر جريـان پتانسـيل     فرمول
سـپس روش اجـزاي   . شود ل يك بال نازك پرداخته ميناپايا حو

مرزي براي حل عددي ايـن معـادلات انتگـرال مـرزي تشـريح      
نحوه تشكيل مسأله مقدار ويژه بـر مبنـاي دسـتگاه    . خواهد شد

مرزي و تحليل ويـژه آن در مرحلـه بعـد ارائـه      معادلات اجزاي
اسـاس   كاسـته بـر   سـازي رتبـه   پس از آن رونـد مـدل  . شود مي

شود و سـرانجام بـه    طور خلاصه بيان مي هي ويژه جريان بمودها
شده در اين تحقيق در چند نوع  ارائه نتايج حاصل از روش ابداع

اي نازك و بحث درباره دقـت و  ه ها و بال حركت ناپاياي ايرفويل
  .شود كارايي محاسبات در مقايسه با نتايج معتبر پرداخته مي

  
  معادلات انتگرال مرزي

بندي انتگرالـي ابـداع شـده بـراي مسـائل       فرمول در اين بخش،
بال نازك و روش اجزاي مرزي متناظر بـراي حـل    آيروديناميك

چنانچه پيشـتر ذكـر   . عددي اين معادلات شرح داده خواهد شد
هدف از اين مقاله توسعه كاربرد روش اجزاي مرزي متداول شد، 

 .هاي با ضخامت اندك بوده اسـت  براي اجسام ضخيم به هندسه
فرضيات حاكم بر معادلات و جريان حول بال نازك، مشابه  طبعاً

، ]2[از جمله مراجـع  (مطالعات پيشين در زمينه اجسام ضخيم 
در نظر گرفته شده كه همگي مبتني بـر مـدل   ]) 8[و ] 6[، ]4[

كه زاويـه حملـه مـؤثر    تا زماني در واقع . جريان غيرلزج هستند
بـرآي بيشـينه باشـد و    كمتر از زاويه حمله متنـاظر بـا ضـريب    

جدايش بر روي ايرفويل رخ ندهد، فرض جريان غيرلزج صـحيح  
علاوه با توجه به كاربرد مورد انتظار از روش ارائه شـده   هب. است

هاي نازك  يسيته خطي بالآيروالاستخطي و  آيروديناميكيعني 
تحت حركات نوساني با دامنه تغييرات محدود، زاويه حمله مؤثر 

ت ناپايا همواره در محدوده رفتـار خطـي ضـرايب    ناشي از حركا
شايان . ماند و درنتيجه فرض جريان غيرلزج معتبر است باقي مي

هاي كلاسـيك ماننـد روش تئودورسـون و     توجه است كه روش
هاي تخت نيز مبتني بـر فـرض جريـان غيرلـزج      واگنر براي بال

كـه در ايـن بخـش    بندي انتگرال مرزي  فرمولبنابراين . هستند
جريان پتانسيل معمول براي شد مبتني بر فرضيات خواهد رائه ا

ايـن  . باشـد  ناپذير مي يعني جريان غيرلزج، غيرچرخشي و تراكم
متوسـط بـه   هاي با رينولدز  فرضيات از نظر فيزيكي براي جريان

  .و در زواياي حمله كم قابل قبول هستند) 104بيش از (بالا 
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انتگرال مرزي در  هبراي معادلگيري  تعريف سطوح انتگرالـ  1شكل 

  دو حالت بال ضخيم و نازك

اشاره شـده اسـت   ] 6[چنانچه در تحقيقات پيشين مانند 
براي دستيابي به بيان انتگرال مرزي گرين بـراي مسـائل بـرآزا،    

تعريف شود كه حجـم   SBWبايد معادله انتگرالي روي يك سطح 
طه كند جسم همچنين يك لايه نازك شامل سطح دنباله را احا

؛ زيرا طبق مفروضات، اين معادله درون حجم جسـم و  )1شكل(
هاي داراي ضخامت  در مورد بال. روي سطح دنباله معتبر نيست

حول آنهـا   آيروديناميككه روش اجزاي مرزي براي حل جريان 
استفاده شده است روال به اين صورت اسـت  پيش از اين ارائه و 

 SWكننده سطح دنبالـه   احاطه S’Wكه تنها دو روي سطح بسته 
بـا دو   S’Wدر ايـن فرآينـد   . كننـد  نزديك مي همنهايت به  بيرا 

با فرض جهت رو به بالا . شود جايگزين مي SWروي سطح دنباله 
  :آيد دست مي هب در حالت حدي) 2به  n )1براي بردار نرمال 
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تفاده از تعريف دنباله بـراي  كه با اس درحالي .φ = φ2 – φ1∆ كه

0، جريان پتانسيل برآزا داريم
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انتگرال مرزي براي پتانسيل اغتشاشي حول بال  هبنابراين، معادل
  :]6[شود  ضخيم به صورت زير حاصل مي
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) بـاز (سـطح   SWجسـم و  ) بسـته (سـطح  SB = S'B  كـه در آن  
پيشين با استفاده از حل اجزاي مرزي  تحقيقاتدر . دنباله است

هـاي داراي   هـا و بـال   اين معادله، جريـان ناپايـا حـول ايرفويـل    
روال به اين صورت است . ه استگرفت ضخامت مورد تحليل قرار

بنـدي   رمـول اسـاس ف  بـر  )3(سـازي معادلـه    پس از گسستهكه 
معين، با اعمال شرط عدم نفوذ روي جسم، از قبل اجزاي مرزي 

تئوري كلـوين روي دنبالـه،   كارگيري  هبشرط كوتا در لبه فرار و 
مجهـولات توزيـع پتانسـيل    حـل   دستگاه معادلات جبري براي

 ـ   . آيـد  دسـت مـي   هروي جسم و اختلاف پتانسـيل روي دنبالـه ب
هـاي   بـراي بـال   اذ اين رويهاتخچنانچه در مقدمه نيز اشاره شد 

در معـادلات  بدون اعمال اصـلاحاتي  ) 3( هاساس معادل بر نازك
در ادامـه رويكـرد    .ممكـن اسـت   غيـر انتگرالي و شرايط مكمل 

  .شود ميتشريح شده  اصلاح
براي ايجاد امكـان اسـتفاده از معـادلات انتگرالـي و روش     

خامت با ضيا هاي نازك  اجزاي مرزي براي حل جريان حول بال
بـا  . گيـريم  براي بال ضخيم را در نظر مي) 3( هناچيز ابتدا معادل

توجه به ضخامت ناچيز جسم، مشابه فرضـي كـه بـراي دنبالـه     
صورت گرفت بال را نيز به شكل يك سطح ناپيوستگي در نظـر  

ــا ايــن تفــاوت كــه بــال بــر  ،گيــريم مــي ــار  ب ــه، ب خــلاف دنبال
دو ) 1(بـه شـكل   سپس با توجـه  . كند ي تحمل ميآيروديناميك

نهايت بـه جسـم    را بي SBسطح گر  احاطه S’Bروي سطح بسته 
يـا   SBبـا دو روي سـطح    S’Bدر اين فرآينـد،  . كنيم نزديك مي
 ـ. شود سطح خيس بال جايگزين مي اصطلاحاً بـا  طـور مشـابه    هب

در حالـت  ) 2بـه   n )1فرض جهت رو به بالا براي بردار نرمـال  
  :آيد دست مي هب حدي

  

)4(    
B BS S

G GdS dS
n n

φ φ
′

∂ ∂
= ∆

∂ ∂∫∫ ∫∫�

)5(    0
B BS S

GdS GdS
n n
φ φ

′

∂ ∂⎛ ⎞= ∆ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫�
  

انتگـرال مـرزي    همعادل، )5(و ) 4(با توجه به معادلات بنابراين، 
  :شود براي جريان حول بال نازك به صورت زير ساده مي) 3(
  

)6(    
* *( , ) ( , )

B WS S

GE t t dS
n

φ φ
+

∂
= − ∆

∂∫ ∫* *x x

  
 براي نقاط خارج از مرز عدد يـك  Eضريب ) 3( هدر معادل

است و براي نقاط روي مرز با حذف نقطه با يك دايـره يـا كـره    
و  8اصلي كوشـي  اساس مقدار كوچك و تبديل انتگرال مرزي بر

در اينجـا  . آيد دست مي هها روي اين نقاط ب رفع تكينگي انتگرال
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) 6( هبا توجه به عدم وجود متغير پتانسيل در طرف راست معادل
اما عبـارتي بـه سـمت     ،شود يهمان عدد يك فرض م Eضريب 

تكينگـي از   حـذف شـود كـه حاصـل     راست معادله اضـافه مـي  
  :هاي مرزي است انتگرال

  

)7(    
*( , )

2B W
B

S S
S

Gt dS
n

φφ φ
+

∈

∂ ∆
= − ∆ ±

∂∫ ∫
*

*
x

x

  
طح و س ـمربوط بـه روي بـال   به ترتيب مثبت و منفي  ئمكه علا

ln(اسـت   9اساسـي  حـل  Gو  دنشـو  مـي آن  ينزير / 2r π در 
/1حالت دوبعدي و 4 rπ− با  بعدي حالت سه درr = − *x x.(  

صورت معلوم بودن توزيع اختلاف پتانسـيل   در) 7(معادله 
تواند براي ارزيابي پتانسيل در نقـاط   روي سطح بال و دنباله مي

امـا بـراي تعيـين    . واقع روي مرز استفاده شود داخل دامنه غير
سيل روي مرز شامل بال و دنباله اين معادلـه  توزيع اختلاف پتان

خـلاف حالـت بـال ضـخيم كـه بـا        قابل استفاده نيست زيرا بر
دسـتگاه معـادلات   ) مرزي نيومن شرط( SBروي  φ/∂n∂داشتن 

آمد در اينجا  دست مي هب SWروي  φ∆و  SBروي  φبراي ارزيابي 
مشتق نرمال پتانسـيل وجـود نـدارد؛ همچنـين روي جسـم دو      

تانسيل و اختلاف پتانسيل داريم كه تعداد مجهولات را مجهول پ
تـوان از   براي رفع اين مشـكلات مـي  . سازد بيش از معادلات مي

نسبت به جهت عمود بر سـطح مشـتق گرفـت و بـا     ) 7( همعادل
  :گيري برداري رابطه زير را نوشت توجه به شرايط مشتق

  

)8(    *( , ) .

               ( ) .
B WS S

t
n

G dS
n

φ φ

φ
+

∂
= ∇ =

∂
∂⎛ ⎞− ∆ ∇⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫

*x n

n

  
/2 براي حالت دوبعدي ∇G كه 2 rπr  بعـدي   حالـت سـه   درو

3/ 4 rπr  بــا اســتفاده از شــرط عــدم نفــوذ روي جســم،. اسـت 
.

n n
φφ ∞

∞
∂∂

= − = −
∂ ∂

v n ،را در نقاط ) 8(سمت چپ معادله توان  مي
بـراي   معـادلاتي را  دسـتگاه قرارگرفته روي جسم معين كـرد و  

اخـتلاف پتانسـيل روي سـطح بـال و دنبالـه      تعيين مجهـولات  
پـذيري در اعـداد    نظر گرفتن اثرات تـراكم  براي در. تشكيل داد

تـوان از   مشـابه حالـت بـال ضـخيم مـي     نيـز   3/0ماخ بـالاتر از  
در ايـن حالـت بـا تغييـر      .گلاورت بهـره بـرد   -مختصات پرانتل

21كه ) x/β,y,z(به ) x,y,z(مختصات از  Mβ = معـادلات   −
  .شوند ناپذير حل مي حاكم مشابه حالت تراكم

  روش اجزاي مرزي
بـا اسـتفاده از روش   ) 8(حل عددي معادله انتگرال مرزي براي 

 جسـم  سازي مـرز  توان پس از گسسته مي اجزاي مرزي مستقيم
بــه اجــزاي داراي اخــتلاف پتانســيل ثابــت در ســطح المــان و  

بـه  ) مكاني در مركز المـان  نقطه هم(مكاني  ش همكارگيري رو هب
  :روابط زير براي تشكيل دستگاه معادلات مرزي رسيد

  

)9(    
1

.        , 1..
NB NW

m km k
m

C k NBφ
+

∞
=

∆ = =∑ v n

  

)                                كه ) .   
m

km m
S

C G dS
n

⎛ ⎞∂
= ∇⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫ n   

عـددي  يـا  تحليلـي   شكلتوانند به  ضرايب تأثير هستند كه مي
فـرض   در توسـعه روابـط بـالا از   . )پيوسـت الـف  ( ارزيابي گردند

نرمال در سراسر سطح جسم استفاده  برابري مشتق جهت بردار
وتـر صـحيح    %10از هاي با انحنـاي كمتـر   شد كه براي هندسه

انحنـاي   هـم ي معمـول  آيرودينـاميك در كاربردهـاي  ]. 4[ است
سطح در همين محدوده قرار دارد كه با فرض جريـان پتانسـيل   

  .ر استنيز سازگا
هاي ضـخيم   بال آيروديناميكدر روش اجزاي مرزي براي 

و برقراري ريزش ) در حالت دوبعدي(به منظور حصول حل يكتا 
) بعـدي  در حـالات دوبعـدي و سـه   (ورتيسيته از بال بـه دنبالـه   

ايـن شـرط از نظـر    . اسـت اعمال شرط كوتا در لبه فرار ضروري 
ار را به آرامـي تـرك   فر لبه ،جرياندلالت دارد بر اينكه فيزيكي 

طـور   تواند اين كند و سرعت در آن نقطه محدود است و مي مي
تفسير شود كه جريان لبه فرار را در امتداد خط نيمسـاز زاويـه   

براي وارد ساختن شرط كوتا در رويه حل . كند لبه فرار ترك مي
هاي ضخيم مقدار اخـتلاف پتانسـيل هـر     اجزاي مرزي براي بال

ل به لبه فرار برابر با تفاضـل مقـادير پتانسـيل    المان دنباله متص
در حالت . شود هاي متناظر بالا و زير بال قرار داده مي روي المان

 مقـادير  مـرزي،  بال نازك كـه حاصـل حـل دسـتگاه معـادلات     
اخــتلاف پتانســيل روي اجــزاي بــال اســت، اخــتلاف پتانســيل 

فـرض  برابـر  هاي متناظر بال و دنباله متصل به لبـه فـرار    المان
هـاي   به اين ترتيب با اعمال شرط كوتا به تعداد المان. شوند مي

دنباله متصل به لبه فرار معادله اضافي خواهيم داشت و دستگاه 
كه حـل   درصورتي. معادلات براي يك حل پايا بسته خواهد شد

وابسته به زمان يا ناپايا مورد نظـر باشـد سـطح دنبالـه بايـد در      
 ،شود و مشابه حالت بال ضـخيم  سازي جهت جريان نيز گسسته
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هاي هر رديف المان دنباله غيرمتصـل بـه لبـه     اختلاف پتانسيل
پتانسـيل   اساس تئوري كلوين برابر بـا مقـادير اخـتلاف    فرار بر

در هـر  . قبل قـرار داده شـوند   يها در گام زمان رديف قبلي المان
حالت پس از حل دستگاه معادلات توزيع اختلاف پتانسيل روي 

داشـتن توزيـع اخـتلاف     بـا . آيـد  دسـت مـي   هال نازك بسطح ب
بـراي  زيـر   هرابط ـمعادلـه برنـولي ناپايـا    پتانسيل با اسـتفاده از  

  :آيد دست مي هاختلاف فشار بتوزيع  محاسبه
  

)10(    
1

1
t t t t

t i i i i
i

i

p Q
l t

φ φ φ φρ
−

−
∞

⎡ ⎤∆ −∆ ∆ −∆
∆ = − +⎢ ⎥∆ ∆⎣ ⎦

  
با . مقدار سرعت جريان آزاد است ∞Q ول هر المان وط li∆كه 

فشار مقدار نيروهاي برآ و ممان معين شدن توزيع اختلاف 
هاي مربوطه به  سازي انتگرال ي نيز با گسستهآيروديناميك

  :صورت زير قابل محاسبه خواهند بود
  

)11(  
  1

( )
NB

t
i i i

i
M t p S x

=

= − ∆∑
 1

( ) ,
NB

t
i i

i
L t p S

=

= ∆∑
  

به اين . شود حول مبدأ دستگاه مختصات تعيين مي Mكه ممان 
نوع حركت ناپايا، بر اساس يك رويـه  ترتيب پس از معين شدن 

گام زماني در هر گام، دستگاه معادلات اجزاي مرزي براي  به گام
. شود حل مي محاسبه توزيع اختلاف پتانسيل روي بال مستقيماً

لاف فشـار  توزيـع اخـت  ) 11(و ) 10( سپس با استفاده از روابـط 
  .وندش ي ناپايا محاسبه ميآيروديناميك ناپايا و سرانجام ضرايب

  
  مسأله مقدار ويژهتشكيل 

بر بودن حل  چنانچه در بخش مقدمه اشاره شد، با توجه به زمان
مستقيم دستگاه معادلات اجزاي مرزي در هر گام زماني، بـراي  

 10هـاي كاهشـي   بـرداري از تكنيـك   به بهره برخي كاربردها نياز
در ايـن تحقيـق از رويكـرد    . سازي رتبه كاسته اسـت  مانند مدل

اسـاس معـادلات    كاسـته بـر   هاي رتبه ژه براي ايجاد مدلمود وي
 تشـكيل مسـأله مقـدار   بـراي  . انتگرال مرزي استفاده شده است

مكـاني حاصـل از    مبناي روش اجزاي مرزي از رابطه هم ويژه بر
يعني رابطـه  سازي انتگرال مرزي جريان حول بال نازك  گسسته

  :دشو ريف ميتع طور اين µبردار مجهول . كنيم استفاده مي) 9(
  
)12(    { }1 2 1 2, ,..., , , ,..., T

NB NWµ φ φ φ φ φ φ= ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

استفاده از ارتباط بين مقادير اختلاف پتانسيل اجزاي جسم و با 
دنباله از طريق شرط كوتا و ارتباط بين مقادير اختلاف پتانسيل 

هاي زماني متوالي از طريق تئـوري كلـوين    اجزاي دنباله در گام
  :از نو نوشت µر مجهول را بر اساس بردا) 9(توان معادله  مي

  
)13(    1 1n n nwµ µ+ ++ =A B
  

بردار معلومي است كه با استفاده از شـرط ممـاس بـودن     wكه 
شـامل ضـرايب    Aمـاتريس  . آيد دست مي هجريان روي جسم ب

نيـز شـامل    Bتأثير اجزاي جسم و دنباله آن اسـت و مـاتريس   
اط بين قـدرت  ضرايبي است كه با استفاده از تئوري كلوين ارتب

بـراي  . كنـد  هاي زماني متوالي را برقرار مي اجزاي دنباله در گام
 )13(ا در نظر گرفتن بخش همگن رابطـه  تشكيل مسأله ويژه، ب

ــذاري i و جايگ t
ix e λµ i و = t

iz e λ ــر حاصــل   همعادلــ =∆ زي
  :شود مي

  
)14(    + =i i iz x xA B 0
  

ام  iگسسـته و پيوسـته    زمـان  هبه ترتيب مقادير ويژ λiو  ziكه 
  :تر داريم به شكل كلي. راست متناظر است هبردار ويژ xiبوده و 

  
)15(    AXZ + BX = 0
  

يافته  تعميم هويژ هماتريس قطري شامل مقادير ويژه مسأل Zكه 
ست را ههاي آن را بردارهاي ويژ ماتريسي است كه ستون Xو 

 Bو  Aهاي  با توجه به اينكه ماتريس. دهند متناظر تشكيل مي
طور مشابه در  هنيز ب) Y(چپ  ههستند، بردارهاي ويژ متقارن

  :كنند رابطه زير صدق مي
  
)16(    T TA YZ + B Y = 0
  

شـرايط تعامـد   راست و چپ  هبردارهاي ويژشايان ذكر است كه 
  :يعني .كنند ميرا ارضا 

  

)17(    T

T

Y AX = I
Y BX = -Z

  
سـازي   بنـدي مـدل   كه اين خـواص بردارهـاي ويـژه در فرمـول    

  .استفاده خواهند شددر بخش بعد كاسته مود ويژه  رتبه
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روي اختلاف پتانسيل اجزاي  با توجه به ارتباط بين مقادير
توان با كمي عمليات جبري ماتريسي به نـوع   دنباله و جسم مي

اساس روش اجزاي مرزي دسـت   ر ويژه برديگري از مسأله مقدا
تواند  يافت كه چنانچه در بخش بعد توضيح داده خواهد شد مي

 كاسته مود ويژه به شكلي كارامـدتر قـرار   سازي رتبه مبناي مدل
در دستگاه جديد به صورت  µبراي اين منظور، ابتدا بردار . گيرد

  ]:9[ شود زير تعريف مي
  

 
b

w

µ
µ

µ
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

  
هاي مجهول روي جسـم   مشتمل است بر پتانسيل µbكه در آن 

هاي مجهـول اجزايـي از دنبالـه كـه      به انضمام اختلاف پتانسيل
نيز شامل اختلاف  µwبردار  .به لبه فرار متصل هستند مستقيماً
بر اين اساس . هاي مجهول باقيمانده اجزاي دنباله است پتانسيل

  :بازنويسي كرد را به شكل زير) 13(توان رابطه  مي
  

)18(    
1 1

11 12 11 12

21 22 21 22  0

n n n
b b b

w w

wA A B B
A A B B

µ µ
µ µ

+ +
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  
  :به عبارت ديگر

  

)19(   1 1 1
11 12 11 12

n n n n n
b w b w bA A B B wµ µ µ µ+ + ++ + + =

)20(    1 1
21 22 21 22 0n n n n

b w b wA A B Bµ µ µ µ+ ++ + + =
  
 Bو  Aهـاي   دهنده ماتريس ا توجه به ماهيت و عناصر تشكيلب

در روابـط فـوق    B12و  A21 ،B11توان نشان داد كـه ضـرايب    مي
  :شود ميساده  شكل زيره ب) 19(نتيجه رابطه  رد. صفر هستند

  
)21(    1 1 1 1 1

11 11 12
n n n
b b wA w A Aµ µ+ − + − += −

  
  :داريم) 20(در رابطه  - nدر گام  -) 21(با جايگذاري رابطه 

  
)22(    1n n n

new w new w newA B wµ µ+ + =
  

  :شوند ربوطه به صورت زير تعريف ميكه در آن ضرايب م
  

)23(   
22

1
22 21 11 12

1
21 11

new

new
n n
new b

A A

B B B A A

w B A w

−

−

=

= −

= −

گرفتن  نظر با در )13(استاندارد يعني معادله مشابه حالت 
 .شـود  مسأله ويژه جديد حاصـل مـي   ،)22(بخش همگن رابطه 

 ناپايـا بـر   ويژه جريـان  شده براي تشكيل مسأله مقدار روند ذكر
بعدي صـادق   ت دوبعدي و سهدر حالااساس روش اجزاي مرزي 

هـا و مقـادير   ، بردارمسأله مقدار ويـژه  حاصل تحليل ويژه .است
كاسـته   ي رتبـه آيرودينـاميك سازي  در مدلبود كه  ويژه خواهند
مودهـاي  بردارهاي ويژه بـه تعبيـري نشـانگر    . شوند استفاده مي

حداقل مودهاي طبيعي مدل محاسباتي طبيعي حركت سيال يا 
و ميرايـي  ) بخـش حقيقـي  (ويژه، فركانس  مقاديرو  هستند آن

  ].3[ كنند مود را توصيف مي هر )بخش موهومي(
  

  سازي رتبه كاسته روند مدل
مودهـاي ويـژه،   مسأله مقدار ويژه و محاسبه پس از تحليل ويژه 

با انتخاب تعدادي از مودهاي مؤثر يك فضاي برداري با توان  مي
تر نسبت به فضاي محاسباتي مستقيم تشكيل داده  ابعاد كوچك

رفتـار  شود  فرض مي. ددست آور هو جواب مسأله را در اين فضا ب
  :ورت مجموع مودهاي ويژه ارائه شودص هديناميكي سيال ب

  
)24(    µ = Xc
  

بـردار ويـژه سـمت راسـت مربـوط بـه        Mشـامل   Xكه در آن 
هـاي آن را   بزرگترين مقادير ويژه اسـت و ايـن بردارهـا سـتون    

بردار مختصات مـود نرمـال اسـت     cهمچنين . دهند تشكيل مي
بـا يـادآوري   . بعاد فضاي مودال مورد اسـتفاده اسـت  كه بيانگر ا

  :داريم) 13(در ) 24(يگزيني رابطه و جا) 17(تا ) 13(روابط 
  
)25(    1 1+ ++ =n n nAXc BXc w
  

بـردار   Mكه سـطرهاي آن شـامل    YTضرب طرفين معادله در 
 ـ  كـارگيري   هويژه چپ مربوط به بزرگترين مقادير ويژه اسـت و ب

 ـ Nشرايط تعامد مودهـاي ويـژه، دسـتگاهي متشـكل از       همعادل
  :دهد نتيجه مي cغيركوپل در مختصات مودال 

  
)26(    1 1+ +− =n n T nc Zc Y w
  

 M*M  ،YT ماتريس قطـري   M ،Zبرداري با بعد  cكه در آن 
. است N بردار سمت راست با بعد wو  N* M ماتريسي با ابعاد 

بـه دليـل خاصـيت    ) 26(شـود رابطـه    اهده ميطوركه مش همان
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تعامد مودهاي ويژه يك سيستم غيركوپل و با بعد ناچيز است و 
تـوان مودهـا را بـه طـور      قطري است، مـي  آنچون سمت چپ 

 .هزينه با پيمايش گام به گام زماني محاسبه نمـود  مستقل و كم
 ـ سپس بـا اسـتفاده از    نهـي مودهـا بـردار    و بـرهم ) 24( همعادل

حاصـل از ايـن تحقيـق بـراي     نتـايج  . دست آورد هت را بمجهولا
نشـان  ] 9[هاي ضخيم  ديگر براي بالتحقيقات هاي نازك و  بال
كه روش بالا حتي در صورت لحاظ كردن همـه مودهـا    دهد مي

 توان ايـن  دليل اين مسأله را مي. نيز جواب مناسبي نخواهد داد
هـاي روي   نطور توضيح داد كه سيستم معادلات به تعداد المـا 
لـذا تـأثير    ،مرز و متصل به آن داراي مقـدار ويـژه صـفر اسـت    

امـا   ،شـود  ميويژه در عمل حذف  مودهاي متناظر با اين مقادير
رو در پاسـخ نهـايي    بر فروشار نيستند و از اين اين مودها عمود
نظرشده كه در واقع  بنابراين چون مودهاي صرف. سهيم هستند

 درشـوند توسـط روش بـالا     ال ميطور آني با حركت جسم فع هب
ايـن  . شوند، نتايج حاصل مطلـوب نخواهـد بـود    نمي نظر گرفته

فركـانس   تـر از  طبيعـي بـزرگ   هاي مودها تمايل دارند فركانس
اسـلوب ضـرورتاً   يـك  در تحريك داشته باشند و به همين دليل 

بـراي رفـع ايـن مشـكل روش      .دهنـد  استاتيك پاسـخ مـي   شبه
د شـده اسـت كـه در ادامـه تشـريح      پيشـنها  يتصحيح استاتيك

ــي ــود م ــژ    .ش ــاي وي ــرات موده ــي اث ــدن تقريب ــراي گنجان  هب
يك بخش  :شود نظرشده، حل ناپايا به دو بخش تجزيه مي صرف
و يك بخش  ؛پايا پاياي معادل پاسخ سيستم به اختلال شبه شبه

  :يعنيفضاي مودال، از  حاصلديناميك 
  
)27(   n n n n n

s sµ µ µ µ= + = + Xc%%

  
  :شود زير داده مي هتوسط رابط µsپايا  بخش شبهكه 

  
)28(   [ ] n n

sµ+ =A B w
  

و ضرب طرفين رابطـه  ) 13( هدر معادل) 27(با جايگذاري رابطه 
  :داريم) 17( هيعني معادلو استفاده از خاصيت تعامد YT در 

  
)29(    1 1 1( )n n T n T n n

s sµ µ+ + +− = − +c Zc Y w Y A B% %

  
مودهاي ويژه است و در هـر  بخش استاتيك حل شامل اثر تمام 

بـراي  . آيـد  دسـت مـي   هب) 28(گام زماني از حل سيستم جبري 
، تنهـا بـه   )29( هبخش ديناميك حل، تعريف شده توسط معادل

زيـرا تنهـا مودهـاي     ،حفظ تعداد انـدكي از مودهـا نيـاز اسـت    
 ـ. دهند پايين به شكل ديناميك پاسخ مي-فركانس  هامتياز معادل

توانــد در كنــار روش  آن اســت كــه مــي) 26( هبــر معادلــ) 29(
تصحيح استاتيك براي در نظر گرفتن اثـر مودهـاي متنـاظر بـا     

 ـ  مقادير ويژه صفر به منظور حصول حـل رضـايت   كـار   هبخـش ب
براي حل جريان ناپايا كافي است با پيمايش زمـاني  . گرفته شود
دست آمدن آنها  هطور مستقل دنبال كرده و پس از ب همودها را ب
در هر گـام محاسـبه   ) 27(جواب را از رابطه ) 29(بطه توسط را

  .نمود
چنانچــه بحــث شــد، مهمتــرين دليــل نيــاز بــه تصــحيح  

كاسته مود ويژه وجود مقادير ويـژه   سازي رتبه استاتيك در مدل
هاي بسيار زياد يا  باشد كه در واقع معرف وجود فركانس صفر مي

ن در صورتي بنابراي. باشند استاتيك در سيستم مي مودهاي شبه
پايـا بـدون نيـاز بـه تصـحيح       كه بتوان با حـذف مودهـاي شـبه   

نظر گرفتن تعدادي از مودهاي مؤثر به جـواب   استاتيك و با در
كاسـته بـه مراتـب كارامـدتري خـواهيم       سازي رتبه مدل ،رسيد
دو نوع مسأله مقدار ويژه تعريف شـد كـه    قبلدر بخش . داشت

اساس مجهـولات روي   ا برتنه) 22(مسأله نوع دوم يعني رابطه 
هـيچ  نتيجـه   و دردنبالـه بنـا شـد    اجزاي غيرمتصل به لبه فرار 

 ـ  . دهـد  نتيجـه نمـي   يمقدار ويژه صفر كـارگيري   هبنـابراين بـا ب
تعدادي از مودهاي ويژه حاصـل از تحليـل ويـژه ايـن رابطـه و      

ــ تــوان بــدون تصــحيح اســتاتيك  مــي) 21( هاســتفاده از معادل
 ـ جواب ايـن رويكـرد حتـي در    ]. 9[ آورد دسـت  ههاي مناسبي ب

صورت نياز به تصحيح استاتيك براي دقت بيشتر نتايج باز هـم  
با توجه به كاهش ابعاد مسأله مقـدار ويـژه، هزينـه محاسـباتي     

  .كمتري خواهد داشت
  
  

  و بحثنتايج 
براي اعتبارسنجي روش ارائه شده ابتدا حل جريان پايا دوبعدي 

) 2شـكل  ( ε = 0.1انحناي  حول يك ايرفويل نازك سهموي با
انحنـاي   تواند براي بررسي اثر اين مثال مي. گيريم مي نظر را در

مرزي نيـز اسـتفاده    سطح بال بر تقريب مشتق نرمال در شرايط
  :]4[آيد  دست مي هتوزيع فشار تحليلي از رابطه زير ب. شود

  

)30(    4 32 (1 )p
c x x xC

x c c c
εα−

∆ = + −
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  با انحناي ده درصد وتر ـ ايروفيل نازك سهموي2شكل 

  
حل تحليلي با استفاده از توزيع گردابـه و اعمـال شـرايط    

چنانچه در نمودارهاي . آيد دست مي هب) وتر( xمرزي روي محور 
شود توزيع فشار و ضريب برآي حاصل از  مشاهده مي) 4(و ) 3(

روش اجزاي مرزي ارائـه شـده در تحقيـق حاضـر در دو زاويـه      
تطابق خـوبي بـا حـل تحليلـي و نتـايج       درجه 10حمله صفر و 

هـا   عددي حاصل از روش گردابه جدا دارد و بـا افـزايش المـان   
اختلاف اندك نتـايج عـددي و   . دقت نتايج نيز بيشتر شده است

تواند ناشي از اين امر باشد كه در هـر دو روش حـل    تحليلي مي
نقـاط  (شـوند   عددي، نقاطي كه شرايط مرزي روي آنها ارضا مي

. خلاف روش تحليلي روي خط انحنـا قـرار دارنـد    بر) انيمك هم
هـاي بـا انحنـاي     دهد براي هندسـه  نزديكي اين نتايج نشان مي

محل اعمال شـرايط مـرزي تـأثير    ) ε < 0.1(وتر % 10 كمتر از
ــدارد  ــر جــواب ن ــداني ب ــه در  . چن ــرار ك ــه ف ــده مكــش لب پدي

 شناخته شده است نيـز در شـكل   بال نازك كاملاً آيروديناميك
  .شود در ناحيه لبه فرار مشاهده مي) 4(

بررسي استقلال جواب از مشخصات دنباله نشـان داد كـه   
اي بر حل اجزاي مـرزي   طول و شكل دنباله تأثير قابل ملاحظه

جواب بـه حـل تحليلـي     ،چه طول دنباله بيشتر باشد هر. دارند
شود كه اين امر با توجه به مبتني بودن حل تحليلي  نزديكتر مي

  .نهايت قابل انتظار است دنباله بيبر 

نكته ديگر جهت قرارگيري صفحه دنباله است كه از بـين  
سه گزينه مماس بر وتر، مماس بر لبه فرار و ممـاس بـر جهـت    

تـوان   دليل اين امر را مـي . جريان مورد دوم بهترين نتايج را داد
حساسيت حل اجزاي مرزي به جهت بردار نرمال اجزا بـه ويـژه   

اين نتيجه با شرط كوتـا كـه   . ات ضرايب تأثير دانستدر محاسب
كنـد نيـز سـازگار     جريان ملايم و مماس بر لبه فرار را الزام مـي 

  .است
براي حل جريان حول يك بال ضخيم نامتقارن بـا  ] 4[در 

استفاده از روش پنل مرتبه اول نشان داده شده كه اگـر دنبالـه   
 ،مسو بـا جريـان باشـد   در ابتدا مماس بر لبه فرار و دور از بال ه

بـا توجـه بـه    . نتايجي نزديك به داده تجربي حاصل خواهد شد
اينكه در روش اجزاي مرزي ارائه شده در حالت پايـا تنهـا يـك    

دنباله وجود دارد بـراي بررسـي مسـأله بـا     ) صفحه تخت(المان 
هاي زماني بـه تعـداد    شكل بايد از حل ناپايا با گام دنباله منحني

دنباله و فرض همگرايي حل ناپايا به جواب پايـا  هاي روي  المان
  .پس از سپري شدن زمان كافي استفاده كرد

و ] 4[هــاي دنبالــه در قالــب پيشــنهادي  چيــدمان المــان
تحليل اجزاي مرزي ناپايـا نشـان داد كـه جـواب حاصـل هـيچ       

دست آمده با دنباله با طـول مشـابه و يـك     هتفاوتي با حل پايا ب
در كاربردهـاي  بنـابراين  . فـرار نـدارد   بـه المان تخت مماس بر ل
تنهـا  ) زاويه حملـه و دامنـه نوسـان كـم    (مورد نظر اين تحقيق 

فـرار بـراي حصـول جـواب مناسـب       مماس بودن دنباله بر لبـه 
تـوان از   پس از ارزيابي روش در حالت پايـا مـي  . كند كفايت مي

هاي ناپايا استفاده  روش اجزاي مرزي ارائه شده براي حل جريان
  .ردك
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Analytical solution [4]: CL = 1.257
BEM solution (20 element): CL = 1.199
BEM solution (100 element): CL = 1.245
Discrete Vortex Method: CL = 1.233

  
توزيع اختلاف پتانسيل در جهت وتر ايرفويل سهموي در  -3شكل 

  زاويه حمله  صفر درجه
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Analytical solution [4]: CL = 2.353
BEM solution (20 element): CL = 2.273
BEM solution (100 element): CL = 2.317
Discrete Vortex Method: CL = 2.306

  
توزيع اختلاف پتانسيل در جهت وتر ايرفويل سهموي در  - 4شكل 

  درجه 10زاويه حمله 
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Wagner function [1]
BEM solution [100 elements on Wake]
BEM solution [400 elements on Wake]
Lumped Vortex Method [4]

U∞t/c  
تغييرات ضريب برآي گذرا براي يك ايرفويل تخت پس از  -5شكل 

  شروع ناگهاني حركت با سرعت ثابت
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Jones Approximation [1]
BEM solution [450 elements on Wake]
BEM solution [1800 elements on Wake]
Vortex Ring Method [4]

U∞t/c  
پس ) AR = 6(تغييرات ضريب برآي گذرا براي يك بال تخت  - 6ل شك

  از شروع ناگهاني حركت با سرعت ثابت

ناپايـا از   آيروديناميكبراي بررسي قابليت روش در مسائل 
درجه شروع  5حركت ناگهاني يك ايرفويل تخت در زاويه حمله 

شـود نتـايج    مشـاهده مـي  ) 5(شـكل   كه در همانطور. كنيم مي
آمده از روش اجزاي مرزي دقت خـوبي در مقايسـه بـا     دست هب

حل دقيق واگنر دارد و هرچه تعداد اجزاي دنباله افـزوده شـده   
است دقت حـل بـه ويـژه در تسـخير تغييـرات ضـريب بـرآ در        

دليل اين امـر وابسـتگي گـام    . لحظات ابتدايي بيشتر شده است
. باشـد  ميجابجايي  هزماني به اندازه اجزاي دنباله از طريق معادل

اختلاف بين منحني محاسبه شـده و نتـايج كلاسـيك واگنـر را     
. توان به نرخ محدود شتاب حين اولين گام زماني نسبت داد مي

زيرا در حل واگنر زمان شتاب صفر و مقدار نيروي برآ بلافاصـله  
اثر شتاب محدود . نهايت است بي) +t = 0(پس از شروع حركت 

فزايش نرم آن در لحظات بعـدي  افزايش تند برآ حين شتاب و ا
در حل اجزاي مرزي اين حالات آزمايشي طول دنبالـه  . باشد مي

. فرض شـد  100ده برابر وتر ايرفويل و تعداد اجزاي روي جسم 
همچنين مشابه حالت پايا مشاهده شد كـه تعـداد اجـزاي روي    
جسم تأثير چنداني بر حل ندارد كـه ايـن رفتـار ناشـي از ايـن      

نتيجه مستقيم و نهايي پيشينه سيركولاسيون حقيقت است كه 
حول ايرفويل در شكل دنباله و توزيع اختلاف پتانسيل روي آن 

شـد انـدازه    عـلاوه چنانچـه پيشـتر اشـاره     هب. كند مي نمود پيدا
هاي دنباله نيز ارتباط مستقيم با انـدازه گـام زمـاني حـل      المان

پايا كه براي شايان ذكر است كه ضريب برآي حالت . ناپايا دارند
محاسبه نسبت ضريب برآ در حالت ناپايا به حالت پايا در شـكل  

مورد استفاده قرار گرفته است، با در نظر گرفتن يك المـان  ) 5(
و حـل اجـزاي مـرزي مسـتقل از     ) برابر وتر 100(دنباله طويل 

 در نظـر گـرفتن چنـين المـان بـراي     . دست آمده اسـت  هزمان ب

ن پايا برآزا حـول يـك تركيـب    سازي فيزيكي صحيح جريا مدل
 .ي ضروري استآيروديناميك

براي مطالعه توانايي روش اجزاي مرزي ارائه شده در حـل  
هاي نازك، بال مستطيلي تخت با ضـريب   جريان ناپايا حول بال

درجه كه از حالت سكون شـروع بـه    5و زاويه حمله  6منظري 
م روي جس ـ. كند در نظر گرفتـه شـد   حركت با سرعت ثابت مي

) المان در جهت وتـر  25جهت دهانه و  المان در 6(المان  150
المان روي دنباله به طول  1800و  450و در دو حالت آزمايشي 

تغييرات نسبت ضـريب  ) 6(در شكل . ده برابر وتر قرار داده شد
بعـد   برآي آني به ضريب برآي حالت پاياي بال در برابر زمان بي

شـود نتـايج    شكل مشاهده ميچنانچه در . نشان داده شده است
كه مبتنـي بـر   ] 1[حاصل از روش اجزاي مرزي با تقريب جونز 

اختلاف اندكي در شروع حركـت   ،روابط نمايي حوزه زمان است
دارند كه دليل آن مشابه علت اختلاف نتايج حالـت دوبعـدي و   

) 6(شـكل   همچنـين در . حل واگنر است كه پيشتر بحـث شـد  
ــه گ ــايج حاصــل از روش حلق ــه نت ــراي  كــه معمــولاً] 4[رداب ب

گيـرد نشـان داده    بال نازك مورد استفاده قرار مي آيروديناميك
شده است كه تفاوت چنداني بين اين نتايج و حل اجزاي مرزي 

  .به ويژه در حالت شبكه ريزتر دنباله وجود ندارد
مشخص است در روش اجزاي مرزي ) 6(چنانچه در شكل 

هـا   باله و ريزترشدن اندازه المـان با افزايش تعداد اجزاي روي دن
تر شدن گام زمـاني امكـان    نتيجه كوچك در جهت جريان و در

شايان توجه است كه . تر تغييرات فراهم شده است تسخير دقيق
بعدي به  با افزايش ضريب منظري به مقادير زياد نتايج حالت سه

بـا قـرار دادن    مثلاً(كند  ميل مي) 5شكل (نتايج حالت دوبعدي 
AR=1000 .( ــا مقايســه نتــايج دو شــكل ) 6(و ) 5(بنــابراين ب

www.SID.ir

www.


Arc
hive

 of
 S

ID

  حسن حدادپور ،ي امين، بهزاد قديريميثم محمد  يهوانورد يمهندس يپژوهش - يعلم يهنشر  
/ 48  90بهار ، اول، شماره سيزدهمسال   

 توان نتيجه گرفت كه با كاهش ضريب منظـري طـول بـرآي    مي
توان  علت اين امر را مي. يابد گذرا و اتلاف برآي اوليه كاهش مي

تأثير ضريب منظري محدود بر قدرت گردابه لبه فرار در لحظـه  
  .شروع حركت دانست

يافتـه در ايـن    مـرزي توسـعه   پس از ارزيابي روش اجـزاي 
تحقيق در مسائل حركت ناگهاني بال از سكون به بررسي انـواع  

هاي نوساني پيچشي و انتقـالي   يعني حركت ،ديگر حركت ناپايا
تغييرات ضريب بـرآي ايرفويـل تخـت    ) 7(در شكل . پردازيم مي

درجه حول زاويه حمله صفر درجـه   5تحت نوسان پيچ با دامنه 
در دو حالت . نشان داده شده است 5/0يافته  با فركانس كاهش
و طول دنبالـه   100تعداد اجزاي روي جسم  ،حل اجزاي مرزي

شود  چنانچه مشاهده مي. برابر وتر ايرفويل فرض شده است 20
تطابق خوبي بين نتايج روش اجزاي مرزي و حـل تئودورسـون   

بعد كم حركت نوساني، افـزايش   به دليل فركانس بي. وجود دارد
زيـرا  . دهـد  عداد اجزاي دنباله دقت نتايج را تغيير چنداني نميت

هاي زماني خيلي  هاي نوساني نيازي به گام براي اين نوع حركت
  .كوچك براي تسخير دقيق تغييرات زماني نيست

نتــايج حاصــل از محاســبه ضــريب نيــروي ) 8(در شــكل 
عمودي يـك ايرفويـل تخـت تحـت نوسـان انتقـالي در جهـت        

. شده روي شكل نشان داده شده است خصات ذكرعمودي با مش
شود نتايج حاصل از محاسبه با روش اجزاي  چنانچه مشاهده مي

همچنـين  ] 1[مرزي در مقايسه با حـل كلاسـيك تئودورسـون    
دست آمده از تطابق خـوبي  ه كه با مدل گردابه جدا ب] 4[نتايج 

همچنين با افـزايش تعـداد اجـزاي دنبالـه خطـاي      . برخوردارند
بعـد بـزرگ    اسبات كاهش يافته كـه علـت آن فركـانس بـي    مح

نتيجه تعـداد المـان    تر و در نوسانات است كه گام زماني كوچك
در . كنـد  بيشتر روي دنباله را براي بالا بردن دقت حل الزام مـي 

) 8(هر دو حالت حل اجزاي مرزي نشـان داده شـده در شـكل    
 100جسـم   برابر طول وتر و تعـداد المـان روي   10طول دنباله 

نظر گرفته شد و با افزايش اجزاي روي جسـم تغييـري    عدد در
دقت نتايج در اين مورد آزمايشي نشـان  . نتايج مشاهده نشد در

بعد بالا  هاي بي هاي با فركانس داد كه روش ارائه شده در نوسان
تغييرات ضريب برآ يك نيز ) 9(در شكل  .نيز قابل استفاده است

درجـه   5و زاويه حمله  4يب منظري بال مستطيلي تخت با ضر
 1/0بعـد   وتر و در دو فركانس بي 1/0در نوسان انتقالي با دامنه 

نتـايج حاصـل از روش اجـزاي    . نمايش داده شـده اسـت   3/0و 
هـاي نـازك يعنـي روش حلقـه      مرزي و روش متداول براي بال

در اين دو حالـت  . از انطباق خوبي برخوردار هستند] 4[گردابه 
المان مـدل   200و سطح دنباله با  100سطح جسم با آزمايشي 

شد كه تعداد المان مورد نياز روي دنباله با توجه به گام زمـاني  
  .مورد نياز حل ناپايا تعيين شد
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  پيچشي ايرفويل تخت در نوسان يتغييرات ضريب برآ - 7شكل 
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U∞/c = 1.56 s-1

h0/c= 0.019 (heaving ampl.)
ω = 4.26 * 2π (k=8.57)
∆t = 0.009 c/U∞ (in DVM [4])

  
تغييرات ضريب نيروي عمودي ايرفويل تخت در يك  -8شكل 
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تغييرات ضريب برآي بال مستطيلي تخت در نوسان   –9شكل 

  درجه 5انتقالي حول زاويه حمله 
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مقادير ويژه به ترتيب (+) و موهومي ) o(هاي حقيقي  بخش - 10شكل 

  )پايين(بعدي  و سه) بالا(شماره در حالت دوبعدي 
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ي براي ايرفويل آيروديناميكممان  تغييرات ضرايب برآ و -11شكل 

  تخت در نوسان پيچشي

پس از بررسي اعتبار نتايج حاصل از روش اجـزاي مـرزي   
هـاي مختلـف    ناپايا براي حالت آيروديناميكمستقيم در تحليل 

كاسته بر اساس  ي رتبهآيروديناميكهاي  به توسعه مدل ،آزمايشي
رفويـل تخـت   يـك اي . پـردازيم  شده مي روش اجزاي مرزي ارائه

المان و دنباله آن به  20دوبعدي بدون انحنا كه بدنه آن توسط 
 ،المان مدل شـده باشـد   180برابر طول ايرفويل توسط  9طول 

و طول دنبالـه   5همچنين يك بال مستطيلي با ضريب منظري 
تعداد اجزاي روي بـال در  . گيريم برابر طول وتر را در نظر مي 5

و تعداد اجزاي روي دنباله در  10و در جهت دهانه  8جهت وتر 
با حل مسأله مقدار ويژه بـراي  . شود لحاظ مي 40جهت جريان 

اين دو حالت، توزيع مقادير ويژه حاصـل از تحليـل ويـژه طبـق     
اگر مقدار تمام مقادير ويژه كمتر يا برابر . خواهد بود) 10(شكل 

از  واحد باشد، آنگاه سيستم پايدار و اگر هر يك از مقادير ويـژه 
از سوي ديگـر بـا   . تر بود، آنگاه سيستم ناپايدار است واحد بزرگ

شـود كـه سيسـتم بـه تعـداد       توجه به طيف ويژه مشـاهده مـي  
از ديـدگاه  . داردهاي متصل به جسم، مقـادير ويـژه صـفر     المان

اي قبل نيـز  ه فيزيكي اين امر موجه است زيرا چنانچه در بخش

مقادير ويـژه بايـد آنـي و    بحث شد، مودهاي ويژه متناظر با اين 
در صـورت  . بدون هيچ تأخير زماني با حركت جسم فعال شـوند 

تشكيل مسأله مقدار ويژه نوع دوم و تحليـل ويـژه آن مشـاهده    
شود به دليل حذف مجهـولات روي جسـم و اجـزاي دنبالـه      مي

متصل به لبه فرار در مسأله مقدار ويژه جديـد اثـري از مقـادير    
بديهي است با توجه به كـاهش  . داشت ويژه صفر وجود نخواهد

ابعاد سيستم در اين حالت، تحليل ويژه در زمان كمتري صورت 
تر ولي داراي  هاي با هندسه پيچيده همچنين بررسي بال. پذيرد

ديناميك دنباله يكسان نشان داد ضخامت، انحنا و زاويه حملـه  
  .جسم تأثير چنداني بر رفتار توزيع ويژه ندارد

تـوان   از مودهـاي ويـژه حاصـل از تحليـل ويـژه مـي      با استفاده 
اي توسـعه داد كـه قابليـت     كاسـته  ي رتبهآيروديناميكهاي  مدل

يـك  . جايگزين شدن حل مستقيم اجزاي مرزي را داشته باشند
درجه حول زاويـه   10ايرفويل تخت در نوسان پيچشي با دامنه 

شكل . شود فرض مي 1/0يافته  درجه با فركانس كاهش 3حمله 
سازي رتبه كاسته را در مقايسه با حل مستقيم  نتايج مدل) 11(

) 11(چنانچه از نتايج نمايش داده شده در شكل . دهد نشان مي
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كاسـته معمـول    سازي رتبه مشخص است، هر دو نوع روش مدل
)CROM (شده  و اصلاح)MROM (    بـدون تصـحيح اسـتاتيك

. دهنـد  يمود، نتيجه دقيقي ارائه نم ـ 40حتي با در نظر گرفتن 
نتيجـه   ر ويـژه صـفر و در  دليل اين رفتار وجـود تعـدادي مقـدا   

 ـآنهـا فقـط بـا     استاتيك است كه اثـر  مودهاي شبه  كـارگيري  هب
چنـد، نتـايج    هـر . تصحيح استاتيك قابل دستيابي است تكنيك

شــده خطــاي بســيار كمتــري دارنــد و در زمــان   مــدل اصــلاح
طوركـه در   همـان امـا  . انـد  دست آمـده  هتر نيز ب محاسباتي كوتاه

 ـ  مشاهده مي) 11(شكل  كـارگيري تصـحيح    هشود، در صـورت ب
گـرفتن تنهـا يـك مـود نتـايج       استاتيك، هر دو روش با در نظر

سازي  در اين حالت مزيت رويكرد مدل. دقيقي ارائه خواهند كرد
كاســته اصــلاح شــده كارامــدتر بــودن آن از نظــر هزينــه   رتبــه

  .محاسبات است
  

  نتيجه گيري
پژوهش با استفاده از معادلات انتگرال مرزي به مطالعـه  در اين 

بـراي ايـن   . نـازك پرداختـه شـد    هـاي  ناپاياي بال آيروديناميك
ي جديدي ارائه شـد كـه   آيروديناميكمنظور روش اجزاي مرزي 

. هـاي نـازك اسـتفاده شـود     تواند براي حل جريان حول بال مي
 ـ     همچنين بر وش كـارگيري ر  هاسـاس مسـأله ويـژه حاصـل از ب

هاي  اجزاي مرزي ارائه شده به تحليل ويژه جريان و توسعه مدل
از روش . هاي ناپايـا پرداختـه شـد    ويژه براي بال كاسته مود رتبه

كاسته مبتنـي بـر آن    هاي رتبه يافته و مدل اجزاي مرزي توسعه
حوزه زمـان انـواع ايرفويـل و بـال در      آيروديناميكبراي تحليل 

طابق بسيار ده شد كه نتايج حاصل تچند نوع حركت ناپايا استفا
  .عددي معتبر داشتند و خوبي با نتايج تحليلي

  
  

   .پيوست الف
  بعدي دودر حالت محاسبه تحليلي ضرايب تأثير 

در حل اجزاي مرزي جريان حول بال نازك بـا مقـدار اخـتلاف    
انتگرال زيـر بـراي ضـرايب تـأثير     ، پتانسيل ثابت روي هر المان

كـه در مختصـات محلـي المـان بـه      ) 9دله معا(آيد  دست مي هب
  :شود صورت زير نوشته مي

  

)    )1الف ( )
2

1

2=    
2

m

x

S x

G dS dx
n z π

⎛ ⎞−∂ ∂ ⎜ ⎟∇
⎜ ⎟∂ ∂ −⎝ ⎠

∫ ∫ *

*

x x
x x

  

π2/ln براي حالت دوبعدي Gكه  r گيري  با انتگرال. باشد مي
  :نامعين خواهيم داشت

  

    )2الف (
2 2 2=  

2 2 2
z z x xdx

z π π π
∗ ∗

⎛ ⎞− − −∂ ⎜ ⎟ −
⎜ ⎟∂ − − −⎝ ⎠

∫ *

* * *

x x i k
x x x x x x

  
  :آيد دست مي همحلي ب درنتيجه انتگرال معين در مختصات

  )3الف (
  

2

1

1 2 2 1

2

* 1 * 2 * 2 * 1
2 2 2 2

2

1 1
2 2

x

x

dx
z

z z z z x x x x
r r r r

π

π π

⎛ ⎞−∂
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −
− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ *

*

x x
x x

i k

  
  .انتهاي المان هستندنقطه فاصله نقطه بار تا دو  r2و  r1كه 

  
  ها نوشت پي
  

Domain-based methods 1 
Multidisciplinary 2 
Fast multipole methods 3  
Morphing wing aircraft 4  
Flapping wing robots 5  
Membrane wing MAV 6  
Lumped vortex method 7  
Cauchy principal value  8  
Fundamental solution 9  
Reduction techniques 10  
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