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  دهيچك
آزاد آن  يدر انتها يو عرض يمحور يك پارامتريبا تحر يرخطيغ اي، ر صفحهيغ دار سرگير يكر يت يحركت آشوبناك و كنترل آن براز ين مقاله، آناليدر ا

ه يبوده و رزونانس اول 1:2ر يت ي، رزونانس داخلين بررسيدر ا. باشد اي مي ر صفحهير غيكنترل حركت آشوبناك ت يبرا يديدجن كار روش يا. انجام شده است
سپس از روش  .ر به كمك روش لاگرانژ انجام شده استيت يمدل ساز. داخل صفحه در نظر گرفته شده است يك برايرمونر هايدر خارج از صفحه و رزونانس ز

شود، كمك گرفته شده  مي به آنها وارد يثابت يرويشده كه نگيري  نيانگيبه معادلات م يو خارج يك پارامتريستم تحريل سيتبد يچندگانه براهاي  اسيمق
 يآزاد آن طراح يك در انتهايبا تحراي  رصفحهيردار غيك سرگير يحركت آشوبناك ت يبرا ي، كنترل حلقه بازيعدد يه سازيستفاده از شبت با ايدر نها. است

  .استش داده شده يدهد نما مي را نشان يداريكه محدوده پاهايي  يج حاصله بصورت منحنينتا. ديك راستا محدود نماير را در يشده است تا بتواند ارتعاشات ت
 :كليدواژه
 .كنترل ارتعاشات - رداريك سرگير يت - يك پارامتريتحر - حركت آشوبناك 

 

                                                           
  دانشگاه علم و صنعت ايراندانشكده مهندسي خودرو،  استاديار، -1
  علم و صنعت ايران دانشگاه، دانشجوي كارشناسي ارشد دانشكده مكانيك -2
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  مقدمه  -1
كه ممكن است در  ياثرات متقابل و ير خطيغ مدلم يقصد دار

 يها بال. ميرخ دهد را ارائه ده يخارجك يتحر با رداريك سرگي ريت
مرتفع تنها  يها كوپتر، لوله تفنگ و ساختمانيهلهاي  ما، پرهيهواپ

موجود هستند كه در ي و ساختمان يكيمكانهاي  از نمونه يتعداد
اخص  طور بهرها يو ت يكل طور ها به هساز يز ارتعاشيآنها، آنال يطراح

تواند  ميها  هن سازيا يخط يمدلساز. است ياتيو ح يار ضروريبس
كه دامنه  يو گمراه كننده باشد مخصوصا زمان ينادرست، ناكاف

ن يبه ااي  ندهيفزا طور به يعيطب يها اد شده و فركانسيزها  نوسان
  .شوند مي وابستهها  هدامن

 ي، خمشيچشيپ يبودن مسئله ممكن است مودها ير خطيغ 
ن عكس العمل يگر كوپل كرده و بنابرايكديك سازه را با ياز  يو طول

ك يك پاسخ هارمونيتواند هم  مي ك سادهيك هارمونيك تحريبه 
فراوان كه  يده شامل مودهايچيار پيك پاسخ بسيم ساده باشد و ه

نكه، يست جز ايناي  ن چارهيبنابرا. شود ي مينامطلوب يها باعث تكان
گرفته كار  ها به هساز يد تماما محاسبه و در طراحيها با ن پاسخيا

ها  هاز نمون يتواند در بعض مي ر قابل استناديج غيشوند وگرنه نتا
  .بت بار باشديمص

 Haight  وKing ]1 [يك پارامتريتحر يحركت برا يداريپا 
اي  صفحههاي  كردند و نشان دادند كه حركت يله را بررسيك مي

كه  يآن تا زماناي  رصفحهيغهاي  دار هستند و موديهمواره پا
و  Hodges. شوند نمي كيتحر اند، ر داده نشدهيتأث يرخطيغهاي  ترم

Dowell ]2 [روتور را با هاي  غهيمجموعه روابط حاكم بر حركت ت
 يرخطيغهاي  و با در نظر گرفتن ترم يلتون بررسيكمك اصل هم

مجموعه ] Crespo da Silva ]4،3. درجه سه به حل آن پرداختند
رقابل يغهاي  ريحاكم بر حركت ت يليفرانسيد -يمعادلات انتگرال

ن يآوردند، آنها ادست  به را ينرسيدر هندسه و ا يرخطيانبساط، غ
 يمهم هندسهاي  چند گانه ترمهاي  اسيرا به روش مقمعادلات 

 يبه بررس] Mukhopadhyay ]5و  Dagundjiمشخص كردند، 
ك به يدر فركانس نزد يك پارامتريبا تحر دار سرگير يكر يپاسخ ت

 Anderson et al. .چش پرداختندين مود خمش و پيمجموع اول
 ي، به بررسيريگ نيانگيبر اساس روش م ،يبا بهبود مدل تئور ]6[

 يك پارامتريتحت تحر دار سرگير يكر يتهاي  ن موديب يانتقال انرژ
 يفلزاي  رصفحهير غيبا مطالعه پاسخ ت] Arafat et al. ]7. پرداخت

موجود و حركت هاي  Bifurcations، يه پارامتريك اوليتحت تحر
  .آورددست  به را آشوبناك آن

ر يت آزاد يدر انتها يو عرض يك محوري، تحريدر حالت كل
به خاطر . شود ي ميعرضاي  ر صفحهيموجب ارتعاش غ دار سرگير يك

ر يغهاي  ترم ير مساله دارايبزرگ تهاي  ر شكلييدر نظر گرفتن تغ
 يكاربردهااي  ر صفحهيغ دار سرگير يكر يك تيناميد. باشد ي ميخط
 ي، ماهواره ها، آنتن ها و بازوهاييفضاهاي  ستگاهيدر ا يمهم
ك يناميدهاي  يبا گسترش دامنه تئور. داردپذير  عطافان يكيمكان

 يرخطيغ مباحثاز يده ناشيچيپهاي  دهياز پد ي، فهم بهتريرخطيغ
  . جاد شديا دار سرگير يكر يت

هاي  ردار به صورت معادلهيك سرگير يت يمعادله حركت برا
با كمك روش باشد، كه  ي ميك پارامتريبا تحر يل جزئيفرانسيد
به  يو خارج يك پارامتريستم تحريگانه از سچندهاي  اسيمق

شود،  مي به آنها وارد يثابت يرويشده كه نگيري  نيانگيمعادلات م
در  يك عرضيدهد كه تحر مي ن روش به ما نشانيا. شود مي ليتبد

 ن روش نشانيا. ر دارديدر ارتعاشات ت ييسزا هر بيتأث z يراستا
ر يير با تغينوع ت نيكنترل حركت ا يبرا يديدهد كه روش جد مي

  .وجود دارد ييروين

 ـك تيناميد يبررس -2  ـر ي  ـيغ رداريك سـرگ ي  يرخط
  يك پارامتريتحربا اي  رصفحهيغ

  :مسئله يفرمولبند
با سطح مقطع اي  رصفحهيغردار يسرگ كي ريت يبرا پاسخ

را  ك قرار گرفتهيپارامترك يتحت تحر آن ياز مودها يكيكه  يمربع
ز به صورت ين آناليرفته در اكار  به يگذار علامت. ميريگ مي در نظر

  .راستيز
t : ،زمانs :ك قبل از يدر طول محور الاست يمختصات محور

در  sمركز ثقل  ير مكانييتغ w(s,t)و  U(s,t) ، v(s,t). ر شكلييتغ
)هستند و x, y, zب يبه ترت يطول محورها )ts,φ ه چرخش يزاو
جرم واحد  mن، يعلاوه بر ا. است ξر حول محوريت يمقطع عرض

ηξطول JJ , ζJو   يسفت ηD ,،يجرم اصلهاي  ينرسيممان ا 
 cو  يطول يسفت AE، يخمشهاي  يسفت ζD وηD ،يچشيپ

به فرم  يك محوريك هارمونيتحر .باشد مي سكوزيو ب استهلاكيضر
( )tF 11 cos2 Ω يدر راستاها يعرضهاي  كيو تحر y  وz ز به ين

)هاي  ب به فرميترت )tF 22 cos2 Ω  و( )tF 33 cos2 Ω  مطابق
ردار يك سرگير يت يبعد شده برا يمعادله ب. باشند مي )8(شكل

به صورت  يو پارامتر ييرويك نيتحت تحراي  رصفحهي، غيرخطيغ
   ]8.[ديآ مي ر دريز
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 tب مشخص كننده مشتق نسبت به يبه ترت primeو  dotكه 

 يختنسبت س yβنگ و يب دمپيانگر ضرينما c. باشد مي xو 

به صورت  باشد كه اي مي ر صفحهيو غاي  صفحه
η

ςβ
D
D

y = 

  .باشد يم
  :باشند مي ريبه صورت ز يط مرزيشرا

)3(  0,0,0 ==′= wvv 0و=′w   s=0  در 
)4(  0,0,0 =′′=′′′=′′ wvv  0و=′′′w در s= L  

  دلات حركتمعا يبدست آوردن پاسخ برا -3
ستم دو درجه يس ين را برايل به روش گالركيادامه تحل يبرا

. ميكن مي ك اجرايو پارامتر ييرويك نيتحت تحر يرخطيغ يآزاد
 ر در نظر گرفتهير صفحه به صورت زيو غاي  صفحههاي  مود يبرا
  :شوند مي

)5(  ( , ) ( ) ( ),v s t y t G s=  
)6(  ( , ) ( ) ( ),w s t z t G s=  

ك ي ير خطيت يارتعاشات عرض يشكل مود برا تابع G(s)كه 
  :ر استيبه شرح ز وباشد،  مي رردايسر گ

)7(  ( ) cosh( ) cos( )
cosh( ) cos( ) [sinh( ) sin( )],
sinh( ) sin( )

G s rs rs
r r rs rs
r r

= −
+

− −
+

  

  .كند مي ر را ارضايل زيفرانسيمعادله د G(s)كه تابع 
)8(  '''' 4 0,G r G− =  

  ر يز يط مرزيبا شرا
)9(  (0) (0) (1) (1) 0,G G G G′ ′′ ′′′= = = =  

 ر به دستيل از معادله مشخصه زيفرانسيدر معادله د rكه 
  .ديآ مي
)10(  cosh( ) cos( ) 1 0,r r + =  

trtر يمتغ يبا معرف 2ˆ در  يراحت يرا برا hat، كه =
در ) 6(و ) 5(معادله  يگذاريم، با جايسينو نمي يمحاسبات بعد

ري گي و با انتگرال G(s)ن در يو ضرب طرف) 2(و) 1(معادلات حركت 
شده به گيري  نيانگيمهاي  معادله 1تا  0از sاز معادله نسبت به 

  .نديآ مي ر به دستيصورت ز
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 :م يكن مي ر را فرضيآوردن جواب اختلالات زدست  به يبرا
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  :د يآ مي ر دريت به صورت زجه معادلات حركيدر نت
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باشد كه  ي ميپارامتر يروهايك و نيكه روابط بالا شامل تحر
ر يتاي  ر صفحهيو غاي  نوسانات صفحههاي  ير خطينشان دهنده غ

 دگانه به حلچنهاي  اسيدر ادامه با روش مق. باشد مي رداريك سرگي
  .ميپرداز مي

  ل اختلالات يتحل -4
دا كردن جواب يپ يبرا] 9[چندگانه هاي  اسيبا كمك روش مق

 ميريگ مي ر را در نظريمعادلات فرض ز
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4/12با فرض 
1 ==ωβ y 1:2ين كه رزونانس داخليو ا 

ك يرهارمونينوسانات ز يك پارامتريمعادلات حركت و تحر يبرا
در  يه در حالت رزونانسياول و نوساناتاي  در حالت صفحه) 2/1(

شرح قابل ر يرونانس به صورت ز يبرا. گردد مي خارج از صفحه فرض
  : است
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2σو  1σكه  ل ين تحليا يبرا. باشد مي detuningپارامتر  
11 =Ω ميريگ مي را در نظر.  

معادلات  يچندگانه بر روهاي  اسيبا اعمال روش مق
  :ميدار εب هم مرتبهيم با جدا كردن ضرايل داريفرانسيد
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  .ديآ مي رر ديحل معادلات فوق به صورت فرم مختلط ز
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و ) 26(و ) 25(در معادلات ) 24(و ) 23(، ) 20( يگذاريبا جا

)از آنجا كه  ) ( )00

2
1cos 0

iTiT eeT جدا كردن دا و يپبا  =+−

  .نديآ مي ر دريب ترم سكولار معادلات به شكل زيضر
)27(  2

1 1 1 1

2
1 1 2 3

1
2

3 4 5

1 1{
4 2

1 3( )
2 2

( 3 9 ) }

,

i T

D y y iD A i cA A

F A A A

ABB e

cc NST

ο

ο σ

α α α

α α α

+ = − − −

+ + −

− + −
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)28(  2

1 1 1 2

2
2 3

3 4 5

2

{ 2

(2 3 )
3 92( )
4 4

1 }
2

,
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D z z iD B icB B
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f e

cc NST

ο

ο σ

α α

α α α

+ = − − −

+ −

− − −

+

+ +

  

ب نشان دهنده مزدوج مختلط و يبه ترت NST و ccكه 
  .باشند مي سكولار ندارند،هاي  كه ترم يتجملا

ب آن يو برابر صفر قرار دادن ضر با مشخص شدن ترم سكولار
  :ميدار
)29(  

1 1 1 1

2
2 3

3 4 5

1
2
1 3( )
2 2
1 ( 3 9 ) ,
2

D A cA i A i F A

i A A

i ABB
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)30(  

1 2

2
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3 4 5 2

1 1
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3( )
2
3 9 1( ) .
4 4 4

D B cB i B

i B B

i BAA i f

σ

α α

α α α

= − +

− −
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  .ميريگ مي ن را در نظريفرم كارتز Bو  A يبرا

)31(  [ ]1 1 1 2 1
1( ) ( ) ( ) ,
2

A T x T ix T= +  

)32(  [ ]1 3 1 4 1
1( ) ( ) ( ) ,
2

B T x T ix T= +  

,  4,3,2,1كه  =nxn 1و وابسته  يقيحق يتوابعT 
و ) 30(و ) 29(هاي  در معادله) 32(و ) 31( يگذاريباشند و با جا مي

و  يو موهوم يقيحقهاي  با جدا كردن قسمت
1dT

dxn دست  به را

 شدهگيري  نيانگيمن، يفرم كارتز يم، كه معادلات برايآور مي
  :باشند مي
)33(  .

1 1 1 1 1 2
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x f x cx

x x x

x x x

σ

α α

β

= − + −
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  كه در آن 

)37(  
1 3 4 5

2 3 4 5

1 ( 3 9 ),
8
1 (4 3 9 ).

16

β α α α

β α α α

= + −

= − −
  

  
 يروين است كه نيشود ا مي دهيل مذبور ديآنچه كه از تحل

وجود دارد كه )  4.30(نيانگيدر معادله مقدار م f2 ثابت ياغتشاش
ر يز 2/1ه يك اولي، رزونانس پارامتر2:1يرزونانس داخل تيوضع يبرا

 يمود داخل صفحه و رزونانس پارامتر يك برايرزونانس هارمون
در . باشد مي مود خارج از صفحه يه براي، رزونانس اولياصل
 f2ثابت  ياغتشاش يروين نينشان داده خواهد شد كه اگيري  جهينت
باشد كه حركات آشوبناك را  مي ثابت يرويكنترل حلقه باز با ن يبرا
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ر يغ ير خطينوسانات غ يستا برايا حالت ايحركت  nك دوره يدر 
 يرويرا در حضور نيز.كند مي ر دار را كنترليك سر گير يتاي  صفحه
 در معادله مقدار ير خطيده مهم غين پديچند f2ثابت  ياغتشاش

  .افتد مي شده اتفاقگيري  نيانگيم

  ، حركات آشوبناك وكنترليعدد يه سازيشب - 5
ه يم تا شبيرا انتخاب كرد )33-36(معادله مقدار متوسط 

حركات آشوبناك  يز عدديآنال يبرا. ميرا انجام ده يعدد يساز
ر دار مورد يك سر گير يت ير سطحيغ ير خطيوكنترل نوسانات غ

آزاد  يدر انتها يك عرضيك وتحرينهارمو يك محوريبحث با تحر
. مياستفاده كرده ا Mathematicaك نرم افزار ين بخش از يدر ا

گر پارامترها يد .ك حركت متناوب استيپاسخ مود خارج از صفحه 
   :ر انتخاب شده انديه به صورت زيط اوليوشرا

)38(  
1 2

1 2 3

1 2 10

20 30 40

0.11, 2.0, 6.5,

1, 4.2, 2.01,

5.1 0.23, 0.185,

0.655, 0.35, 0.18,

c

x

x x x

σ σ

α α α

β β

= = =

= = − =

= = − =

= = =

  

 
),(ات صفح يب صفحه فاز رويبه ترت (d)-(a) 1شكل 21 xx 

،),( 43 xxصفحات  يرو يوبه صورت موج),( 1xt ،),( 3xt  را
  .دهد مي شينما

  ج و بحثينتا -6
ر يغ ير خطينوسانات غ ينظم وكنترل آن برا يحركت ب

 يك محورير دار مورد بحث در اثرتحريك سر گير يت يسطح
ن ياول ين پژوهش برايآزاد در ا يدر انتها يك عرضيك وتحريهارمون

ق ين تحقيا. شده است يبررس يعدد يه سازيبار با استفاده از شب
،  2/1رزونانس  ي، پارامتر اصليرزونانس داخل 2:1وجود توام يبرو

 يمود داخل صفحه ورزونانس اصل يبرا يك فرعيرزونانس هارمون
مود خارج از صفحه متمركز شده  يه برايرزونانس اول -  يپارامتر
  .است

م كه يافتيكه در بالا به دست آمد در يج عدديبر اساس نتا
معادله  يحل تعادل يحركت برا يبرا يآنجا تعداد حالت مختلف

 .وجود دارد f2=318.8تا  f2=66.8ن، از يانگيمقدار م
 فاز و پاسخ راهاي  نمودار f2=66.8مقدار  يبه ازا) 1(در شكل 

دن به يو رس f2با بالا رفتن ) 2(در شكل . ملاحظه كرد توان مي
f2=76.8  نوعlimit cycle در حالت . شود مي و حالت پاسخ عوض

ر در نمودار فاز ييبا تغ f2=82.8 يكنترل يروين يبرا) 3(شكل  يبعد
(x1,x2) ز همان ين) 4(در شكل  .دهد مي ي را نمايشديپاسخ جد

) 5(در شكل . توان كرد مي مشاهده f2 =158.8 ينمودار ها را به ازا
جاد شده پرداخته يا limit cycleر ييبه تغ f2 =162.8 يرويبا ن

 f2 =318.8 limitي رويبا ن) 7(ز در شكل يدر انتها ن. شده است
cycle دهد ميدست  به ي راديجد و پاسخ.  

مشخص شده است كه شكل حركات  يعدد يه سازياز شب
املا متفاوت از حالت مود خارج از مود داخل صفحه ك يآشوبناك برا

دهد كه مود داخل  مي ز مذكور نشانيبعلاوه آنال. باشد مي صفحه
ر دار يك سر گير يت ير خطيصفحه و مود خارج از صفحه نوسانات غ

كه داخل وخارج  يد به صورت همزمان درنظر گرفته شوند تا زمانيبا
ن يه ابه صورت متفاوت وجود دارد، بي خمش يسختي صفحات اصل

1Y ل كهيدل

D
D

ς

η

β = ≠.  

 يرويك نيو zيدر راستا يك عرضيق تحرين تحقيدر ا
ك ير يت ير سطحيغ ير خطيتواند پاسخ نوسانات غ مي كه يكنترل
. ر دار در حالت سكون را كنترل كند، در نظر گرفته شده استيسر گ

) 11(شده گيري  نيانگيمغشوش ثابت در معادله مقدار م يروين نيا
كه در  يجينتا. باشد مي ثابت حلقه باز يكنترل يرويك ني) 12(و 
ر يثابت تاثي آشفتگ يروين نيدهد كه ا مي نجا به دست آمد، نشانيا

  .دارد ير خطيستم خودكار غيبر پاسخ س يمهم
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(d) 

ريمقادياردار به ازيك سر گيريدر سر آزاد ت يك عرضيك هارمونيتحر:)1(شكل
  . F1 = 61.7, f2 = 66.8 يعدد

 (a  نمودار فاز(x1,x2)   
(b  پاسخ در صفحه(t,x1)  

(c  نمودار فاز(x3,x4)  
(d نمودار فاز(t,x3). 
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(d)  

مقدار  يردار به ازايك سر گير يدر سر آزاد ت يك عرضيك هارمونيتحر:)2(شكل
  1ط مانند نمودار يرار شيسا ,f2 =76.8 يعدد

(a  نمودار فاز(x1,x2)  
(b  پاسخ در صفحه(t,x1)  

(c  نمودار فاز(x3,x4)  
(d  نمودار فاز(t,x3).  
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(d) 

مقداريردار به ازايك سر گيريدر سر آزاد ت يك عرضيك هارمونيتحر:)3(شكل
  1ط مانند نمودار ير شرايسا ,f2 =82.8 يعدد

(a  نمودار فاز(x1,x2)  
(b  پاسخ در صفحه(t,x1)   

(c  نمودار فاز(x3,x4)   
(d نمودار فاز(t,x3). 
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(d) 

مقدار  يردار به ازايك سر گير يدر سر آزاد ت يك عرضيك هارمونيتحر:)4(شكل
  1ط مانند نمودار ير شرايسا ,f2 =158.8 يعدد

(a  نمودار فاز(x1,x2)   
(b  پاسخ در صفحه(t,x1)   

(c  نمودار فاز(x3,x4)   
(d  نمودار فاز(t,x3).  
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(d) 

مقداريردار به ازايك سر گيريدر سر آزاد ت يك عرضيك هارمونيتحر:)5(شكل
 1ط مانند نمودار ير شرايسا ,f2 =162.8 يعدد

(a  نمودار فاز(x1,x2)  
(b پاسخ در صفحه (t,x1)  

(c  نمودار فاز(x3,x4)  
(d نمودار فاز(t,x3). 
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(d)  

مقدار  يردار به ازايك سر گير يدر سر آزاد ت يك عرضيك هارمونيتحر:)6(شكل
 1ط مانند نمودار ير شرايسا ,f2 =318.8 يعدد

(a  نمودار فاز(x1,x2)  
(b  پاسخ در صفحه(t,x1)  

(c  فاز نمودار(x3,x4)  
(d  نمودار فاز(t,x3)  
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w(s,t)
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b  
  .يپارامترك يا تحرم بيك بار مستقيتحت  رداريسرگ كيريت يكل ينما): 7(شكل
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