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تحليل عددي اثر افزايش مرتبه خطا در روش تفاضل محدود در بررسي رفتار 
 اي مستطيل شكل ايزوتروپيكهارتعاشي ورق

 
   3 و حسن حسن زاده2، كسري كرباسچي1محمدحسين كارگر نوين

K.karbaschi@gmail.com 
  

  چكيده
در اين ميان بررسي . اندهاي نوين به خود اختصاص دادهدر فناورياي ها، اهميت ويژهاي نظير ورقهاي با ساختار صفحه امروزه سازه

هاي طبيعي سازه در نظر هاي ديناميكي و ارتعاشي، اگر فركانسها از اهميت بالايي برخوردار است، چرا كه در تحليلرفتار ارتعاشي ورق
در اين مقاله به منظور . به همراه خواهد داشترا اپذيري گرفته نشوند، امكان وقوع پديده تشديد وجود دارد كه اين امر صدمات جبران ن

)2هاي خطايها، از روش تفاضل محدود با مرتبهبررسي رفتار ارتعاشي ورق )O h  4و( )O hبراي اين منظور ابتدا . است  استفاده شده
هاي خطاي ياد شده استخراج ابط متناظر براي تحليل عددي با مرتبهروش حل تحليلي كلاسيك مورد بررسي قرار گرفته، سپس رو

  .اندصورت بدون بعد مورد مقايسه قرار گرفتهه هاي طبيعي در هر دو حالت  بدر نهايت نتايج بدست آمده براي فركانس. شده است
)4از آنجا كه استفاده از روش تفاضل محدود با مرتبه خطاي  )O h براي نخستين بار در اين مقاله انجام شده، از نتايج موجود در مراجع 

  .  جهت تاييد صحت و اعتبار نتايج بدست آمده، استفاده شده استANSYSمختلف و نيز شبيه سازي صورت گرفته توسط نرم افزار 
  

 :واژهكليد
  گره -ول محاسباتي  مولك- تفاضل محدود - ورق ايزوتروپيك - مرتبه خطا- تشديد- فركانس طبيعي
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   مقدمه-1
جايگاه ، ويژه رفتار ارتعاشي آنهاهها و ب آگاهي از رفتار ديناميكي ورق
بررسي روابط پيشنهادي براي . استمهمي به خود اختصاص داده

دهد جملگي آنها بر هاي طبيعي ورق نشان ميمحاسبه فركانس
از . ]1-7 [اندمبناي بسط معادلات تغيير مكان حاكم بر ورق بنا شده

هاي تحليلي در تمامي حالات ممكن ميسر كه استفاده از روشآنجا 
نبوده و اغلب فرضيات ساده كننده بسياري نيز در استفاده از آنها در 

شوند با توجه به افزايش قدرت محاسباتي كامپيوترها، نظر گرفته مي
هاي عددي در حل معادلات و گرايش خاصي به استفاده از روش

هاي برداشته ترين گام از عمده. استهمسايل مهندسي بوجود آمد
هاي مستطيل شكل  ارتعاشات ورق]8[يانگشده در تحليل عددي، 

 ]9[ اودمن. است با استفاده ار روش ريتز را مورد بررسي قرار داده
. است هاي عددي حل مسائل مقادير ويژه را تحليل نمودهنيز روش

هاي مستقيم هاي سختي در روشروش استخراج ماتريسهمچنين 
 مورد بررسي قرار گرفته و ]10[ملوشمسائل مقادير ويژه توسط 

هاي مستطيل شكل ساخته شده از  نيز ارتعاشات ورق]11[خدير
    .مواد مركب را تحليل نموده است

هاي ها به وسيله روشدر اين مقاله به بررسي رفتار ارتعاشي ورق
 تفاضل محدود روش، روش مورد استفاده. عددي پرداخته شده است

)2هاي خطاي  با مرتبه1مركزي )O h 4 و( )O hدر ابتدا . باشد مي
حل تحليلي رفتار ارتعاشي ورق مستطيل شكل با شرايط مرزي 
مختلف مورد بررسي قرار گرفته و در ادامه حل عددي معادلات 

ي خطاي مورد حاكم بر رفتار ارتعاشي ورق بر اساس مرتبه ها
معادلات حاصل از تحليل عددي . استفاده، تجزيه و تحليل شده است

 حل شده و از روي MATLABبا كد طراحي شده توسط نرم افزار 
در . اندبعد بدست آمدههاي طبيعي ورق به صورت بيآنها فركانس

هاي تحت بررسي، با استفاده از نرم افزار انتها نيز رفتار ارتعاشي ورق
ANSYSهاي طبيعي  مورد تحليل مودال قرار گرفته و فركانس

بدست آمده در هر مرحله با نتايج حل تحليلي و حل عددي مورد 
  .مقايسه قرار گرفته است

  
   رفتار عمومي ورقها-2

اي است مسطح كه ضخامت آن در قياس با ساير ابعادش ورق سازه
رق اين ويژگي باعث خميده شدن آسان و. باشدبسيار كوچك مي

توان با بكارگيري تحت تاثير نيروهاي جانبي شده و از اين رو مي
بعدي به بررسي رفتار تنش و كرنش در  معادلات الاستيسيته دو

  .ها پرداختورق

                                                 
1- Central Finite Difference Method (CFDM) 

هاي با فرض ايزوتروپيك بودن رفتار ورق، كوچك بودن تغيير مكان
هاي غيرخطي، معادله كلي نسبي و قابليت صرف نظر كردن از ترم

گاه با احتساب اثر تكيه) معادله ورق فون كارمن(رق حركت و
)الاستيك )kبار خارجي اعمالي ،( )qو اثر بار حرارتي ( )T بصورت 

  .]2[آيدزير بدست مي
4 4 4 2 2

0 0 0
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2 2
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12
1

T Tw w w M MD kw q
x x y y x y

w wI w I
x y

υ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
+ +⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠

�� ����

  

)1(  
 اثر بار TM و  سختي خمشي ورقD ضخامت ورق، hدر رابطه فوق 

  :باشند و داريم حرارتي مي
)2     (                                                    

3

212(1 )
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υ
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−
  

)3                                      (                             0I hρ=  

)4              (                                    
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باشد كه با توجه  اينرسي چرخشي ورق مي2I، عبارت )1(در رابطه 
هاي پايين از آن هاي بالا، معمولا در فركانسبه تاثير آن در فركانس

      را ) 1 (با استفاده از اپراتور لاپلاس، رابطه. شودصرف نظر مي
  : ]2[نويسي نمود  صورت زير بازه توان بمي

)5            (                   
4 2
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براي بدست آوردن معادله ارتعاشي حاكم بر ورق، تابع تغيير مكان 
  :شود به صورت زير فرض مي

)6            (                               0 ( , , ) ( , ) i tw x y t w x y e ω=  
1iدر رابطه فوق  = در غياب . باشدفركانس طبيعي مي ω و −

در رابطه ) 6(نيروي گسترده خارجي و بار حرارتي، جايگذاري رابطه 
  :نتيجه زير را به همراه خواهد داشت ) 5(

)7    (           

4 4 4

4 2 2 4

2 2
2

0 2 2 2

( 2 )

0i t

w w wD
x x y y

e
w wI w I
x y

ω

ω
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توان  برقرار است، ميtهاي ه اين معادله براي تمامي زماناز آنجا ك
  :نوشت 

)8   (               
4 4 4 2 2

2
0 24 2 2 4 2 2( 2 ) 0w w w w wD I w I

x x y y x y
ω
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + − − + =⎢ ⎥⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

    

صورت زير در نظر ه توان برا مي) 8(پاسخ حالت گذراي معادله 
  :گرفت 
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)9                  (                       0 ( , , ) ( , ) ( )w x y t w x y T t=  
  

 قرار داشته و 2در حالتي كه هر چهار لبه ورق برروي تكيه گاه ساده
a و b2[توان نوشت  به ترتيب طول و عرض ورق باشند، مي[:   
  
)10              (               ( , ) sin sinmn

m x n yw x y W
a b
π π

=              
  :است از شرايط مرزي عبارت 

)11          (                                
2 2

2 20 , 0w ww
x y
∂ ∂

= = =
∂ ∂

   

mnWخواهيم ) 8(  دامنه ارتعاش بوده و با جايگذاري روابط در
  :داشت

)12  (                              
( )

4 2 2 4

2 2 2
0 2

( 2 )

0
m m n n

m n

D

I I

α α β β

ω α β

+ + −

⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦
  

  
)13                             (                            ( )m m aα π=  

  
)14                                                  (        ( )n n bβ π=  
  

فركانس طبيعي ورق ايزوتروپيك مربع شكل با لبه هاي خطي و با 
  :ر بدست مي آيد  بصورت زي2Iصرف نظر كردن از ممان چرخشي 

  

)15           (                              ( )
2

2 2
2mn

D m n
a h
πω

ρ
= +  

  
)(در نهايت فركانس طبيعي بي بعد شده ورق  mnω برابر است با 

]2[:  
  

)16         (                                        
2

2mn mn
b h

D
ρω ω

π
=  

  
  معادله ارتعاشي ورقهاي با لبه خطي حل عددي -3

هاي تحليلي به سادگي ميسر در بسياري از موارد بكارگيري روش
نبوده و تنها براي برخي حالات خاص و اعمال فرضيات ساده كننده، 

هاي با پيشرفت روش. باشددستيابي به حل تحليلي نهايي ميسر مي
رتبط، ـزارهاي معددي و افزايش توان محاسباتي كامپيوترها و نرم اف

ه ـوجـايل پيچيده تـررسي مسـراي بـددي بـهاي عاده از روشـاستف
در اين مقاله نيز از روش . عمده اي به خود معطوف داشته است

ها استفاده تفاضل محدود مركزي براي تحليل رفتار ارتعاشي ورق
                                                 

2- SSSS 

هاي منظم تقسيم بندي شده در روش فوق ورق به شبكه. استشده
با اين تكنيك . دهدن شبكه، يك گره را تشكيل ميو هر راس اي

معادلات ديفرانسيل حاكم بر رفتار ورق و شرايط مرزي با يك سري 
از اين رو حل مسئله اصلي و . شودمعادلات تفاضل جايگزين مي

هاي هاي طبيعي سيستم، به حل همزمان دستگاهمحاسبه فركانس
     فحه كاهش معادلات جبري نوشته شده براي هر گره داخل ص

  .يابدمي
  2 مرتبه خطاي -فرمولاسيون تفاضل مركزي ) الف

صورت زير ه معادله تفاضل مركزي با استفاده از تعريف مشتق تابع ب
   :]12و13[آيد بدست مي

)17(                                          1 1
1 ( )

2n n ny y y
x

δ + −= −
Δ

  
)2 مرتبه شايان ذكر است مرتبه خطاي رابطه فوق از )O hباشد مي   .

 است، y و x، يك معادله دو متغيره برحسب )5(از آنجا كه معادله 
لذا روابط تفاضل مركزي با مرتبه خطاي ياد شده براي مشتقات 

شوند هاي محاسباتي زير تعريف ميصورت مولكوله  ب4 مرتبه
   :]12و13[

  
  4  مولكول محاسباتي تفاضل مركزي براي مشتقات مرتبه ):1(شكل

  
را براي ) 1معادله (با توجه به مطالب بالا، معادله ورق فون كارمن 

هاي خطي و صرف نظر از ممان  ضلعي ايزوتروپيك با لبه4يك ورق 
ي و بار خارجي، ، تكيه گاه الاستيك، بار حرارت2Iاينرسي چرخشي 

   :]14[صورت زير بازنويسي نمود ه توان با اپراتور لاپلاس  بمي
)18    (                                                    4 0w Bw∇ − =  

  :در رابطه فوق داريم 
)19  (                                     

2 2 2
0

2

12 (1 )IB
D Eh

ω ρ υ ω−
= =  

) 18(را براي رابطه ) 1(كه مولكول محاسباتي شكلدر صورتي 
صورت معادله ه استفاده كنيم، معادله حاكم بر رفتار ارتعاشي ورق ب

شايان ذكر است در اين معادله كه به . آيدبدست مي) 2(تفاضل شكل
طول  (h به جايdصورت مولكول محاسباتي آورده شده، از عبارت

  .است استفاده شده)  بازوهاي مولكول محاسباتي
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  2 مرتبه خطاي –مولكول محاسباتي حاكم بر رفتار ارتعاشي ورق): 2(شكل

  
بررسي شرايط مرزي در فرمولاسيون تفاضل مركزي )  ب

  2مرتبه خطاي 
    تكيه گاه ساده-1

ت و اعمال معادلات تفاضل برروي معادلا) 3(با در نظر گرفتن شكل
  :صورت زير قابل استخراج است ه ها بشرايط مرزي، روابط بين گره

  

  
   لبه تكيه گاهي ساده):3(شكل

  
)20     (                          1 2 3 4 5 6 0w w w w w w= = = = = =  

)21          (                             
2 2

2 2
1,6 1,2,3,4,5

0, 0d w d w
dx dy

= =  

)22(    2

2 7 2 2 2 72 2
2

10, 0 ( 2 ) 0d ww w w w w w
dy d − −= = ⇒ − + = ⇒ = −  

)23(    2

6 7 6 7 7 72 2
6

10, 0 ( 2 ) 0d ww w w w w w
dx d − −= = ⇒ − + = ⇒ = −  

  :به همين ترتيب خواهيم داشت 
)24(                                    3 8 4 9, ,w w w w− −= − = − …  
 

  تكيه گاه گيردار -2
با اعمال معادلات تفاضل برروي . گيريمرا در نظر مي) 4(   شكل

راج صورت زير قابل استخه ها بمعادلات شرايط مرزي، روابط بين گره
  :است 

)25         (                                                
1,2,3,4,5

0dw
dy

=  

)26(             2 7 2 7
2

10 ( ) 0
2

dw w w w w
dy d − −= ⇒ − + = ⇒ =  

  :و به همين ترتيب خواهيم داشت 
)27(                                        1 6 3 8, ,w w w w− −= = …  
  

  
  هي گير دار لبه تكيه گا):4(شكل

  
  4 مرتبه خطاي -فرمولاسيون تفاضل مركزي ) ج
 2توان از بسط تيلور توابع  را مي4معادلات تفاضل مركزي مرتبه    

براي نمونه، .  جمله اول اين بسط بدست آورد5متغييره و انتخاب 
 متغييره به 1معادله تفاضل مركزي براي مشتق مرتبه اول يك تابع 

  :]12و14[د آيصورت زير به دست مي

)28   (              2 1 1 2
1 ( 8 8 )

12n n n n ny y y y y
x

δ + + − −= − + − +
Δ

  
 است، y و x، يك معادله دو متغيره برحسب )5(از آنجا كه معادله

لذا روابط تفاضل مركزي با مرتبه خطاي ياد شده براي مشتقات 
شوند عريف ميهاي محاسباتي زير تصورت مولكوله  ب4مرتبه

  :]12و14[
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   بخش اول- 4 مولكول محاسباتي روابط تفاضل مركزي مشتقات مرتبه ):5(شكل

  

  
   بخش دوم– 4مولكول محاسباتي روابط تفاضل مركزي مشتقات مرتبه ): 6(شكل

  
)4در انتها معادله حاكم بر رفتار ارتعاشي ورق با مرتبه خطاي )O h 

   :]14[آيد بدست مي) 7(ل محاسباتي شكلصورت مولكوه ب

  
  4 مرتبه خطاي – مولكول محاسباتي حاكم بر رفتار ارتعاشي ورق):7(شكل

  
بررسي شرايط مرزي در فرمولاسيون تفاضل مركزي )  د

  4مرتبه 
، 4   بررسي شرايط مرزي در فرمولاسيون تفاضل مركزي مرتبه 

الات مختلف مورد  در ح2همانند فرمولاسيون تفاضل مركزي مرتبه 
بررسي قرار گرفته مي شود، بدين صورت كه با نوشتن شرايط مرزي 

    ويژه ه ها و بو قراردادن معادلات تفاضل مرتبط، ارتباط بين گره

آيند كه نتايج آنها در مراحل هاي با انديس منفي بدست ميگره
  .بعدي مورد استفاده قرار گرفته است

  
  ستخراج معادلات حاكم شبكه بندي ناحيه حل و ا-4

  2استفاده از روش تفاضل مركزي با مرتبه خطاي )  الف
 را كه هر چهار طرف a   در ابتدا، ورق مربع شكل با اضلاع خطي

در نظر گرفته ) 8(آن برروي تكيه گاه ساده قرار دارد، مطابق شكل
  :شود مي
  

  
  2 تفاضل مرتبه – aول بندي ورق مربع شكل به ط شبكه):8(شكل

  
 قسمت مساوي تقسيم شده، 64لازم به ذكر است ورق فوق به 

ad/8بطوريكه  هايي كه با علامت منفي همچنين گره. باشد مي=
هاي مجازي بوده كه براي تبديل شرايط مرزي مشخص شده اند، گره

 لازم به معادلات تفاضل جهت حل دستگاه معادلات جبري نهايي،
و فرض ) 3(با توجه به شرايط مرزي بررسي شده در شكل. باشندمي

4BdL ه ب) 11مثلا براي گره شماره (اي از معادلات فوق ، نمونه=
  :آيد صورت زير بدست مي

  

)29 (
0]2828)20(

8282[1

29212019131211

103532124

=++−++−−+

−++−+ −−

wwwwwwwL

wwwwww
d    

  
)30                               (01910321 ===== wwwww  
  
)31                                               (11352 www −== −−  
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، معادله حاكم بر گره )29(با جايگذاري شرايط مرزي بالا در رابطه 
  :صورت زير بدست خواهد آمد ه  ب11
  
)32  (0288)18( 292120131211 =++−+−− wwwwwwL  
  

هاي ديگر انجام شده تا دستگاه به طريق مشابه اين عمل براي گره
  ها نشان در اين مثال خاص، بررسي. معادلات مربوطه بدست آيد

صورت ه هاي طبيعي بدهد معادله حاكم براي محاسبه فركانسمي
باشد كه با طراحي  با ضرايب ثابت مي49اي از درجه يك چند جمله

هاي Lاسبه ـ، و محMATLABرم افزار ـكد مناسب توسط ن
اي ـهانسـركـف. آيدمختلف، فركانس ارتعاشات هر مود بدست مي

بعد متناظـر، از روابـط زيـر حـاصـل                    ـياي بـهانسـركـي و فـطبيع
  : ]15،14،12[شوندمي

)33      (                                      ( )2
0

64
mn i

D L
a I

ω
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)34     (                               ( )2

64 6.4845mn iL Lω
π

= =  
  4استفاده از روش تفاضل مركزي با مرتبه خطاي ) ب

 را كه هر چهار طرف آن aدر ادامه، ورق مربع شكل با اضلاع خطي 
  در نظر گرفته ) 9(برروي تكيه گاه ساده قرار دارد، مطابق شكل

  : شود مي
  

  
  4 تفاضل مرتبه – a شبكه بندي ورق مربع شكل به طول ):9(لشك

  

472BdLبا در نظر گرفتن فرضيات قسمت قبلي و  اي از ، نمونه=
    صورت زير بدست ه ب) 12مثلا براي گره شماره (معادلات فوق 

  :آيد مي
  

0])2244()(948
)(256)(174

)(16

)()(12[
72

1

122113113

2220423014103

312923195124

322815391535394

=−++++

−+++++++
++++++++

−+++++++

−

−−

−−−

wLwwww
wwwwwwww

wwwwwwww

wwwwwwww
d  

)35(  
  

ه ، معادله ساده شده ب)35(هبا اعمال شرايط مرزي برروي معادل
  :آيد صورت زير بدست مي

 

01216
1741616256936256
12173932)2070(920

393231

302923222120

1514131211

=−+
−+−−+−

+−+−−+−

www
wwwwww

wwwwLw
  

)36  ( 

  
هاي ديگر انجام شده تا دستگاه  به طريق مشابه اين عمل براي گره

با طراحي كد مناسب توسط نرم افزار . معادلات مربوطه بدست آيد
MATLAB با محاسبه ،Lمود  كانس ارتعاشات هر هاي مختلف، فر
هاي بي بعد متناظر از هاي طبيعي و فركانسآيد فركانسبدست مي

 : ]15،14،2[ شوندروابط زير حاصل مي
  

)37          (                            ( )2
0

64
72mn i

D L
Ia

ω
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                          

 
)38       (                      ( )2

64 0.7642
72mn i iL Lω

π
= =  

  
ــراي     ــده بـ ــان شـ ــاوت بيـ ــف متفـ ــت تعريـ ــه جهـ ــين بـ همچنـ

بــي بعــد ســاير حــالات شــرايط مــرزي در مراجــع   هــاي  فركــانس
 آينــدهــا از رابطــه زيــر بدســت مــيكــانسفرمــورد اســتفاده، ايــن 

]15،2،14[ :  
  
)39     (                            ( )64 7.5423

72mn i iL Lω = =  
  

  ANSYS شبيه سازي با نرم افزار -5
، يك نرم افزار قوي در تحليل به روش اجزاي ANSYSنرم افزار 

محدود براي حل مسائل مختلف مكانيك از جمله تحليل مودال براي 
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براي . باشدهاي مهندسي ميهاي طبيعي سيستممحاسبه فركانس
سازي به هاي قبلي، شبيهبررسي صحت نتايج بدست آمده در بخش

براي ورق مستطيل شكل با شرايط مرزي مختلف ) 1(رح جدولش
 طرف 2، (CCCC) ، چهار طرف درگي)SSSS(نظير چهار طرف ساده

  طرف درگير 1 طرف ساده، 3  و (SSCC) طرف درگير 2ساده، 
(SSSC)  انجام شده است :  

  
 ANSYS مشخصات ورق تحت شبيه سازي با نرم افزار ):1(جدول

 Steel جنس

 SSSS – CCCC – SSCC - SSSC زيشرايط مر

 1m×21 ابعاد

0.002 ضخامت m 

3ρ=7810 چگالي kg m 

 E=207 GPa مدول الاستيسيته

 ν =0.292 ضريب پواسون

 Modal (Reduced) نوع تحليل

 Shell63 نوع المان

 5 تعداد مود تحليل شده

هاي با ، وضعيت مود ارتعاشي پنجم ورق)13( الي )10(هاي در شكل
  :شرايط مرزي ياد شده در بالا، براي مقايسه آورده شده است 

  

  
  SSSS  ورق مستطيل شكل - مود پنجم):10(شكل

  

  
  CCCC ورق مستطيل شكل -مود پنجم ):  11(شكل

  
  SSCC   ورق مستطيل شكل-پنجم   مود):12(شكل

  

  
  SSSC رق مستطيل شكلو  -پنجم  مود ):13(شكل

  
مقايسه جامعي بين نتايج حل ) 5(تا ) 2(از سوي ديگر در جداول 

تحليلي، حل عددي و شبيه سازي انجام شده با نرم افزار آورده شده 
  : است 

  
    شرايط مرزي چهار طرف تكيه گاه ساده-  مقايسه فركانسهاي بي بعد ):2(جدول

ANSYS 
تفاضل مرتبه 

4 
تفاضل مرتبه 

2 
حليلي حل ت
]2[ 

 شماره مود

9911/1 9994/1 9744/1 9 1 
9626/4 9803/4 7857/4 5 2 
9626/4 9803/4 7857/4 5 3 
8759/7 9637/7 5971/7 8 4 
9166/9 7949/9 9932/8 10 5 

  
    شرايط مرزي چهار طرف تكيه گاه درگير-  مقايسه فركانسهاي بي بعد ):3(جدول

ANSYS 
تفاضل مرتبه 

4 
 تفاضل مرتبه

2 
 حل تحليلي

]2[ 
شماره 
 مود

6063/35 6023/35 6226/33 36 1 
3263/72 4008/71 9595/64 296/74 2 
3263/72 4008/71 9595/64 296/74 3 
3335/105 8855/104 5050/94 592/108 4 
5258/129 0983/123 0227/7/10 0126/130 5 
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     شرايط مرزي دو طرف-  مقايسه فركانسهاي بي بعد ):4(جدول
  تكيه گاه ساده و دو طرف تكيه گاه درگير

ANSYS 
تفاضل مرتبه 

4 
تفاضل مرتبه 

2 
 حل تحليلي

]2[ 
 شماره مود

7411/28 7252/28 4601/27 9510/28 1 
2033/54 3201/54 5448/51 7430/54 2 
5820/68 4566/67 5773/61 3274/69 3 
8633/92 5925/92 2953/85 5856/94 4 
2374/101 0103/100 3666/91 2166/102 5 

  
    شرايط مرزي سه طرف -  مقايسه فركانسهاي بي بعد ):5(جدول

  تكيه گاه ساده و يك طرف تكيه گاه درگير

ANSYS 
تفاضل مرتبه 

4 
تفاضل مرتبه 

2 
 حل تحليلي

]2[ 
  شماره مود

5211/23 5764/23 9748/22 6464/23 1 
2636/51 4007/51 1565/49 6748/51 2 
1497/58 2598/58 2192/54 6469/58 3 
8288/84 1554/85 9349/79 1346/86 4 
3976/99 1253/102 9624/89 2769/100 5 

  
  گيري بحث و نتيجه-6

هاي تحليلي و عددي مختلفي براي بررسي رفتار تا كنون روش
ها پيشنهاد شده است كه هريك با توجه به فرضيات و ارتعاشي ورق
هايي از پيچيدگي ه شده، به گوشههاي در نظر گرفتساده سازي

 معادلات حاكم بررفتار ديناميكي و ارتعاشي اين سازه خاص 
بسط معادلات تفاضل مركزي مرتبه در اين مقاله نيز با . اندپرداخته

     براي نخستين بار بدست 4، معادلات تفاضل مركزي مرتبه 2
ارتعاشي اند و از روابط بدست آمده براي تحليل عددي رفتار آمده
استفاده ) و تركيبي(هاي مستطيل شكل با شرايط مرزي مختلف ورق

  .شده است
  :دهند نشان مي) 5(تا ) 2(بررسي نتايج ليست شده در جداول 

به دليل تقارن كامل هندسه و شرايط مرزي در حالات هر  •
گير    گاه چهار طرف تكيه گاه ساده و هر چهار طرف تكيه

باشند مي دهاي ارتعاشي باهم برابر دار، فركانس برخي از مو
 تاييد  ]2[ و مرجع ANSYSكه صحت اين امر در نرم افزار 

  .گرديده است
دهد در مقايسه با نشان مي) 2(نتايج بدست آمده در جدول •

حل تحليلي، روش تفاضل مركزي مرتبه چهار در رتبه اول، 
 در رتبه دوم و روش تفاضل مركزي ANSYSنرم افزار 
در رتبه سوم قرار داشته و درصد خطاي نسبي مرتبه دو 

 .باشد مي٪5چشمگير و زير 

هاي بدست آمده، ، از نظر دقت پاسخ)5(و ) 4(در جداول  •
 رتبه ANSYSنرم افزار صورت  ه هاي حل ببندي روشرتبه

اول، روش تفاضل مركزي مرتبه چهارم در رتبه دوم و 
م قرار همچنان روش تفاضل مركزي مرتبه دو در رتبه سو

-توان در وضعيت شرايط تكيهعلت اين امر را مي. گيرندمي
گاهي جستجو نمود، بدين صورت كه با توجه به صفر بودن 

هاي گيردار، براي تبديل شرايط تغيير مكان و شيب در لبه
بايست از تعريف تقريبي مشتق مرزي به معادلات تفاضل مي

طاي گرد استفاده نمود كه اين امر خود باعث افزايش خ
شود ، چنانچه در لبه هاي كردن در محاسبات مربوطه مي

نكيه گاهي ساده به دليل عدم وجود شرط مرزي صفر بودن 
 .باشندشيب، پاسخها از دقت چشمگيري برخوردار مي

، اختلاف قابل توجه نتيجه حاصل از روش )5(در جدول •
 براي مود پنجم ارتعاشي بدين خاطر است 4تفاضل مرتبه 

، معادله ل نامتقارن بودن وضعيت تكيه گاهي دليكه به
ها متفاوت بوده و  هاي مختلف با ساير ورقLمتناظر با 

دارد كه ) بصورت مختلط(حل آن تعدادي پاسخ غير حقيقي 
 .باشدها ، همين مود پنجم ارتعاشي مييكي از اين پاسخ

 2تفاضل محدود مرتبه هاي عددي كه از روش از آنجا كه در روش
، 4شود، نتايج بدست آمده از فرمولاسيون تفاضل مرتبه استفاده مي

نشان از دقت بالاي روابط و سهولت بكارگيري آنها دارد كه از اين رو 
  هاي ديگر رفتارتوان از روابط فوق نيز براي بررسي جنبهمي

نها با  بدون الزام بكارگيري نرم افزار تحليلي خاص و ت–ارتعاشي 
 . استفاده نمود،يك برنامه نويسي ساده

  
   فهرست علائم-7

  Dسختي خمشي ورق                                                       
  Eمدول الاستيسيته                                                         

  h                                                                ضخامت ورق
  kسختي الاستيك تكيه گاه                                                
  qبار گسترده اعمالي به ورق                                                

  ∇2                                                             اپراتورلاپلاس
  ωفركانس طبيعي                                                            

  ρ                               جرم حجمي                                 
    υنسبت پواسون                                                              

  
   مراجع -8

[1] A. C. Ugural, "Stresses in Plates and Shells", 2nd ed., 
McGraw-Hill, New York, 2000. 

 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

  ...تحليل عددي اثر افزايش مرتبه خطا در روش تفاضل محدود
 

17

[2] J. N. Reddy, "Theory and Analysis of Elastic Plates", 3rd ed., 
John Wiley, New York, 1999. 

 
[3] S. P. Timoshenko, Woinowsky, A., "Theory of Plates and 

Shells", 2nd ed., McGraw-Hill, New York, 1959. 
 
[4] H. Marcus, "Die Thorie elastichen gewwbe und ihre 

answedung auf die berechung biegsamer platen", Springer 
Berlin, 1924. 

 
[5] Z. Szilard, , "Theory and Analysis of Plates – Classical and 

Numerical Methods", Prentice Hall, 1974. 
 
[6] N. Ishikawa, "Reduced Order non-linear Equations of 

Plates", Division of Mechanical Science, Graduate School of 
Engineering, Hokkaido University, Sapporo, 060-8628, 
Japan. 

 
[7] H. Dewey, "Foundations of the Theory of Membrane and 

Plate Vibration", School of Aerospace Engineering, Georgia 
Institute of Technology. 

 
[8] D. Young, , "Vibration of Rectangular Plate by Ritz 

Method", Journal of Applied Mechanics, Vol. 17, pp. 448 – 
453, 1950. 

 
[9] S. T. Odman, "Studies of Boundary Value Problems", Part 

II. Characteristic Function of Rectangular Plates, Proc. NR 
24, Swedish Cement and Concrete Research Institute, Royal 
Institute of Technology, Stockholm, Vol. 7, pp. 62, 1955. 

 

[10] R. Melosh, "Basis for Derivation of Matrices for the Direct 
Stiffness Method", Journal AIAA, Vol. 1, pp. 1631 – 1637, 
July 1963. 

 
[11] A. Khedir, "Free Vibration and Buckling of Symmetric 

Cross Ply Laminated Plates by an Exact Method", Journal of 
Sound and Vibration, Vol. 126, pp. 447 – 461, 1988. 

 
[12] S. S. Rao, "Numerical Method in Engineering Problem", 2nd 

ed., McGraw-Hill, New York, 2002. 
 

تئوري ارتعاشات و كاربرد آن در "نيكخواه بهرامي، منصور،   ]13[
 .1381پنجم، انتشارات دانشگاه  تهران، ، چاپ "مهندسي

 
تحليل عددي ارتعاش ورقهاي با لبه هاي غير "حسن زاده، حسن،  ]14[

، پايان نامه كارشناسي "خطي تحت شرايط مختلف مرزي
مهندسي مكانيك گرايش طراحي جامدات، دانشكده فني و 
مهندسي، دانشگاه آزاد اسلامي واحد تهران مركزي، زمستان 

1385. 
 
تحليل عددي رفتار "، كسري و حسن زاده، حسن، كرباسچي ]15[

هاي با لبه هاي غير خطي تحت شرايط مختلف ارتعاشي ورق
، 1386، دومين همايش منطقه اي مهندسي مكانيك، آبان "مرزي

 .تهران، دانشگاه آزاد اسلامي واحد شهر ري

  
 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

www.SID.ir


