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ارتوتروپ مبتني بر تئوري  تحليل عددي ورق هاي نازك مستطيلي ايزوتروپ و
  كلاسيك صفحات به روش درون يابي نقاط به كمك توابع 

  )RPIM(جمله اي     چند -پايه شعاعي
  

  5مهدي عباسيو  4محسن كوگاني ، 3، عليرضا نظام آبادي2سيدمجيد علوي ،1محمد مهدي نجفي زادهسيد 
M-najafizadeh@iau-arak.ac.ir 

  
  )25/02/89: پذيرش مقاله      01/08/88: دريافت مقاله(

  
  

  چكيده
هاي نازك مبتني بر تئوري كلاسيك ورقها  جهت تحليل استاتيكي جابجايي ورق هاي عددي بدون المان در مقاله حاضر يكي از روش

(CPT) به هيچگونه مش  اي از گره ها نمايش داده مي شود ودر اين روش ناحيه حل مسئله، تنها توسط مجموعه . ارائه گرديده است
روش درون يابي نقاط به كمك  هاي بدون المان كه در اينجا از آن استفاده مي شود، يكي از انواع روش. بندي و يا المان نياز نيست

به شكل انتگرالي تضعيف يافته ، جهت دستيابي به معادلات حاكم از اصل هميلتون.  مي باشد)RPIM( چند جمله اي -توابع پايه شعاعي
 همگرائي و دقت ،با استفاده از توابع درون ياب ميدان تغييرات را تقريب زده وبا قرار دادن در معادلات تعادل .استفاده مي شودگالركين 

 جوابهاي روش حاضر با جوابهاي حاصل از حل دقيق روشهاي تحليلي ورقها و نيز روش اجزاءدر ادامه  .روش حاضر بررسي خواهند شد
  .ضريب ظاهري و توزيع گره بررسي مي شوند همچنين تاثيرات نسبت ضخامت به طول،  مقايسه خواهد شد،)FEM(محدود 

  
  

  :واژهكليد
 تحليل عددي -تضعيف يافته معادله گالركين شكل -روش درون يابي نقاط -تئوري كلاسيك ورقها -روشهاي بدون المان

                                                 
  دانشيار، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه آزاداسلامي واحد اراك-1
    استاديار، دانشكده علوم پايه، دانشگاه آزاداسلامي واحد اراك-2
   استاديار، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه آزاداسلامي واحد اراك-3
  مهندسي مكانيك، دانشگاه آزاداسلامي واحد اراك كارشناس ارشد، دانشكده -4
  كارشناس ارشد، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه آزاداسلامي واحد اراك -5
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  مقدمه -1
هـاي   هاي اخير توانايي خـود را در عرصـه         روش المان محدود در دهه    

مختلف محاسباتي نشان داده و به همـين دليـل بـه عنـوان يكـي از                 
هاي حل معادلات ديفرانسيل جزيي مورد اسـتفاده    ترين روش   متداول

ــت    ــه اس ــرار گرفت ــف ق ــصين مختل ــين و متخص ــي. محقق ــم  عل رغ
روش در حل مسائل مختلف خطـي       هاي چشمگيري كه اين       موفقيت

 و غيرخطي از خود نشان داده موارد مختلفي نيز وجود دارد كه ايـن              
 علـت بـروز ايـن       . ]1[ شـود    در آنها بـا مـشكلاتي همـراه مـي          روش

بنـدي    هاي محدود بـا المـان       مشكلات به ارتباط تنگاتنگ روش المان     
  .گردد مسأله بر مي

ته جديــدي از هــاي اخيــر بــراي ايــن مــشكلات، دســ در طــي ســال
هـاي    هاي محاسباتي ارائه شده است كه به خـلاف روش المـان             روش

. بندي ناحيه مسأله احتيـاج ندارنـد    محدود، براي حل مسأله به شبكه     
هـاي بـدون     يـا روش  هاي بدون المـان  ها را روش اين دسته از روش

ها كـه     اي از گره    ها، تنها از مجموعه     در اينگونه از روش   . نامند  مش مي 
سازي   ناحيه مسأله توزيع شده، براي ساخت توابع تقريب، گسسته        در  

هـاي    مزاياي روش . شود  و حل معادلات ديفرانسيل جزئي استفاده مي      
هـاي اخيـر توجـه بـسياري از           بدون المان باعـث شـده كـه در سـال          

ها جلـب     محققين در زمينه مكانيك محاسباتي به اين دسته از روش         
مينه خواص و كاربردهاي اينگونه از      اي در ز    شده و تحقيقات گسترده   

  .ها انجام شود روش
 مـيلادي بـر   1980هاي بـدون المـان بـه دهـه      ي روش پيدايش ايده 

.  معرفي شد  1977هايي در سال      اولين نمونه از چنين روش    . گردد  مي
سازي اثرات متقابل ذرات در مسائل اخيـر          اين روش اساساً براي مدل    

 معـروف شـد كـه     SPH1و به روشفيزيك مورد استفاده قرار گرفت 
نيك سيالات مورد توجـه     البته بيشتر در مورد مسائل ديناميك و مكا       

 دهه تغيير و تحول خاصي 2 از آن به بعد در حدود     . ]2[ واقع گرديد 
 با 1994ولي در سال . هايي از اين دست حاصل نگرديد  در ارائه روش  
مـش بـاز    هاي بـدون       فصل جديدي در ابداع روش     EFG2ابداع روش   

ــد ــه مكانيــك   ]3[ .گردي ــه در زمين ــرادي ك ــسياري از اف  و توجــه ب
كردند به اين بخش از مكانيك جلب شد و همـين             محاسباتي كار مي  

به طـوري   . هاي متعدد بدون المان شد      امر باعث ابداع روزافزون روش    
 ,PIM4  روش 1999، در سال ]MLPG3]4  روش 1999كه در سال 

ــال ] 5[ ــال  ]RPIM5 ]6  روش2001در ســ  روش 2007و در ســ
LCPIM6، ]7[  د ن ـ خواه هارسد اين روش    اند و به نظر مي       ابداع گرديده

                                                 
1 - Smoothed Particle Hydrodynamic 
2- Element Free Galerkin 
3- Meshless Local Petrov-Galerkin 
4- Point Interpolation Method 
5- Radial Point Interpolation Method 
6- Linearly conforming Point Interpolation Method 

توانست باتوجه به عمر كم خويش به رقابت بـا روش المـان محـدود               
پرداخته و جايگاه خاصي را براي خود در مكانيك محاسـباتي فـراهم             

  .دنساز
 بـوده  يكي ازمسائلي كه درمهندسـي مكانيـك هميـشه مـورد توجـه           

براي تحليل صفحات تئوري هاي مختلفي موجود        تحليل ورق هاست  
باتوجه به اينكه .كلاسيك مي باشدتئوري ,ست كه ابتدايي ترين آنها      ا

براي تحليل ورق بايد معادلات ديفرانـسيل بامـشتقات جزئـي راحـل           
اسـتفاده  ,نمودوحل اين معادلات دربسياري ازموارد غيـرممكن اسـت        

ســالهاي اخيــر در, اســت توجــه قرارگرفتــهازروشــهاي عــددي مــورد
فحات پرداختـه شـده     بااستفاده از روشهاي بدون المان به تحليل ص ـ       

جملـه تحليـل ورق     از اين زمينه ارايه گرديده اسـت     است ومقالاتي در  
تحليل استاتيكي وارتعاشـات آزاد ورق   ،]EFG ]8 نازك توسط روش

ااسـتفاده   ب FGMتحليـل حرارتـي ورق       ،]9[ نازك با اشكال پيچيـده    
 تحـت بارهـاي     FGM بررسي پايداري ورق پيزو      ، ]EFG ]10ازروش  

  .مي باشد  ]11[در مرجع ولتاژ حرارتي و،مكانيكي 
 و  EFGبعلت سـخت بـودن اعمـال شـرايط مـرزي اساسـي درروش               

 حاضـر بـه تحليـل    درمقاله ]12[ ويژگي هاي روش درون يابي نقاط
ونتـايج   ته شده اس ـ   پرداخت RPIMاستاتيكي ورق با استفاده ازروش      

قياس با   در  و  گرديده اجزا محدود مقايسه   حاصل با جوابهاي دقيق و    
   .برابردقت بيشتر مي باشد10 داراي حداقل EFGروش 

  
- روش درون يابي نقاط به كمك توابع پايه شعاعي-2

  چند جمله اي
هاي داخل  ياب كه از مقادير تابع در گره اين روش توسط تابع درون

. دهد را ارائه مي كند، تقريبي از تابع ور ميناحيه حل عب
)تابع )h xu را در دامنه Ωاين .  تعريف شده را در نظر بگيريد

)روش تابع )h xu هاي  اي در گره ستفاده از مقادير گرها را با
، درون  ) است نقطه گاوسكه (Qxداخل ناحيه اثر نقطه دلخواه

)تابع. كند يابي مي )h xuتوان بصورت سري محدود زير   را مي
  : ]13[نمايش داد

1 1
( ) ( ) ( )

( ) ( )

n m
h

i i j j
i j

T T

u x R x a p x b

R x a p x b
= =

= +

= +

∑ ∑                        )1(  

  
 ضرايب توابع پايه bj و Ri(x)  شعاعي ضرايب توابعaiدر رابطه فوق 

  .ندباش  ميPj(x)اي  چند جمله
  
)2(                                         { }1 2, , ,T

na a a a= …    

{ }1 2, , ,T
mb b b b= …  
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)پايه توابع )jp x مرتبـه  حداقل با هايي  اي  جمله تك بصورت  معمولا 
). شوند  مي انتخاب )Tp x         هـا   جملـه اي     نيز بردار شامل ايـن تـك

  :  در حالت دوبعدي.ست
  

)3(               { }2 2

( ) ( , )

1

T T

m m

p x p x y

x y xy x y x y

=

= …
 

  
 نيز تعداد گره واقع شده در       n .ها مي باشد    تعداد اين جمله اي    mكه  

) .ناحيه اثر نقطه گاوس مي باشد )iR x    بعنوان توابـع پايـه شـعاعي 
  .معرفي مي شوند

يكـي از   ]14[اي تعريـف توابـع پايـه وجـود دارد       روشهاي مختلفي بر  
باشـد كـه اولـين بـار جهـت            هاي متداول روش مرتبه چهار مي       روش

 در اين   .تقريب زدن جواب معادلات ديفرانسيل جزئي بكار گرفته شد        
  :شوند  بصورت زير تعريف مي شعاعيروش توابع پايه

  

)4(                        ( )
( ) ( )

2 2

2 2 2

( , )
q

i i

q

i i

R x y r c

x x y y c

= +

⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦

 

  
 آنهـا    شـوند و توسـط        پارامترهاي شكل ناميده مـي      q و   cكه در آن    

مقـادير انتخـابي ايـن دو پارامترجهـت          .گـردد   شكل توابع كنترل مي   
براي دسـتيابي   در اين روش     ]15[اشدبمي  مسائل گوناگون، متفاوت    

اي توابـع پايـه بـه مراتـب           بايست تعداد چند جملـه       مي به تابع شكل  
بـصورت  ) 1(رابطه  (m < n) اخل ناحيه اثر باشد از تعداد گره دركمت

  :ام قابل بيان است kزير براي نقطه 

)5(                                    
1

1

( , )

( , )

n

k i i k k
i

m

j j k k
j

u a R x y

b p x y

=

=

=

+

∑

∑

   

  :شود رابطه بالا بصورت ماتريسي زير بازنويسي مي
  
)6(                                                 

s Q mU R a P b= +  
  

  :باشد  ماتريس متقارن و معكوس پذير زير ميRQكه در آن ماتريس 
  

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n
Q

n n n n n n

R r R r R r
R r R r R r

R

R r R r R r
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

# # % #
"

)7        (  

  

  : ماتريس ممان نام دارد و عبارتست از ،Pmماتريس ) 6(در رابطه 
  

)8    (           
1 1 1 2 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

m

m
m

n n n n m n n n m

p x y p x y p x y
p x y p x y p x y

P

p x y p x y p x y
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"

# # % #
"

  

   
هاي داخل يك   جهت گرهPj(x) جمله ايتوابع پايه شامل چند 

  :]3[ ناحيه اثر خاصيت زير را خواهند داشت
)9  (                                 

1
( , ) 0

n

j i i i
i

p x y a
=

=∑
  

  :و يا به شكل ماتريسي
)10(  
  

و ) 6( و با استفاده از روابط RQبه علت معكوس پذير بودن ماتريس 
  :ر بدست مي آيند  ترتيب زي بهb و aبردارهاي ضرايب ) 10(
  
)11(  
  

b s b sb S U S U= =                                              )12(  
  

   :كه در آن
  

)13(           11 1T T
b m Q m m QS P R P P R

−− −⎡ ⎤= ⎣ ⎦
  

  
1Tدر رابطه فوق عبارت   

m Q mP R P−       ماتريس ممان انتقـالي ناميـده ،
  :خواهيم داشت) 11(در رابطه ) 12(با جاگذاري رابطه . شود مي
  
)14  (                                        a s a sa S U S U= =  

  كه در آن
  

[ ]1 1 1
a Q m b Q Q m bS R I P S R R P S− − −= − = − )15(       

  
  : بصورت زير بيان خواهد شد5بنابراين رابطه 

  
)16          (( ) ( ) ( )

( )

T T
a b s

s

u x R x S p x S U

x U

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
= Φ

 

  
  :باشد  تابع شكل زير ميn توابع شكل با  ماتريسΦ(x)كه در آن 

  

0T
mP a =

1 1
Q s Q ma R U R P b− −= −
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)17(                         
[ ]1 2

( ) ( ) ( )

( ) , ( ) , , ( )

T T
a b

n

x R x S P x S

x x xϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤Φ = +⎣ ⎦
= …

  

  
φi(x) تابع شكل گره  iام واقع شده در ناحيه اثر نقطهQx بوده و 

  :شود بصورت زير تعريف مي
  
)18(                

1 1
( ) ( ) ( )

n m
a b

k i ik j jk
i j

x R x S P x Sϕ
= =

= +∑ ∑
   

  
Saدر رابطه بالا 

ik بيانگر مؤلفه سطر  i ام و ستونk  ام ماتريسSa 
Sb. باشد مي

jk نيز به مؤلفه سطر j  ام و ستون k ام ماتريسSa اشاره 
 .كند مي

  :اند مشتقات توابع شكل نيز به راحتي قابل محاسبه
  

)19(
            

1 1

n m
ja bk i

i k j k
i j

pR S S
x x x
ϕ

= =

∂∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂∑ ∑
  

1 1

n m
ja bk i

i k j k
i j

pR S S
y y y
ϕ

= =

∂∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂∑ ∑
 

  
 نيز بصورت زير Ri، مشتقات MQ شعاعيبا در نظر گرفتن توابع پايه 

  :محاسبه خواهند شد

)20(
                  ( ) ( )12 22

qi
i i

R q r c x x
x

−∂
= + −

∂
   

( ) ( )12 22
qi

i i
R q r c y y
y

−∂
= + −

∂
 

  
  تئوري كلاسيك ورقها -3

 جابجـايي . يددر نظر بگير  ) 1( را مطابق با شكل      Ωيك ورق با دامنه   
  .   مفروضندz وx،y در جهات w وu،vهاي 

 

 
  نماي يك ورق و سيستم مختصات آن: )1 (شكل

 

در تئوري كلاسيك ورقها براي حالت بدون كـشش صـفحه           جابجايي  
  :]16[مياني بصورت زير بيان مي شود

  

1
T

u

u
u v z z w L w

x y
w

⎧ ⎫
⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= = − − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭⎪ ⎪

⎩ ⎭

)21(       

  
بدون در نظر گرفتن    (جابجايي در حالت جابجايي كم       -روابط كرنش 

  :عبارتند از) 7ترمهاي غير خطي ون كارمن
  

2 2 2

2 2 2

xx

yy

xy

T

z w zL w
x y x y

ε
ε ε

ε

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

⎧ ⎫∂ ∂ ∂
= − − − =⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

)22       (  

  
  :كرنش نيز بصورت زير بيان شد-روابط تنش

   

)23  (                                            
xx

yy c zLw
xy

σ
σ σ ε

σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪= = =⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

   

  
 ماتريس سـختي اسـت و بـا فـرض ورق از مـاده ايزوتروپيـك            cكه  

  :ساخته شده باشد، بصورت زير بيان مي شود
  

)24(                  
2

1 0
1 0

1
10 0

2

Ec
ν

ν
ν

ν

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥− ⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   

  
براي مواد ارتوتروپيك ايـن مـاتريس بـراي حالـت تـنش صـفحه اي                

  ]17[بصورت زير تعريف مي گردد
  

1 1 1 2 1 6

1 2 2 2 2 6

1 6 2 6 6 6

4 4 4 5

4 5 5 5

0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

Q Q Q
Q Q Q

Q Q Q Q
Q Q
Q Q

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

)25(
    

  
  :شود بااستفاده از ماتريس انتقال زير محاسبه مي ijQكه
  

                                                 
7- von-kar'man   
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−

=

θθ
θθ

θθθθθθ

θθθ

θθθ

cossin000
sincos000

00sincoscossincossin

002sincossin

002sinsincos

22

22

22

T

    

  
 نيـز مولفـه هـاي مـاتريس         ijQ. زاويه پيچش الياف مي باشـد      θكه

اين ماتريس برحـسب خـواص      . سختي در مختصات اصلي مي باشند     
  :مادي ورق در جهات اصلي بصورت زير بيان مي شود

  

 )26(
       1 1 1 2 1 6

1 2 2 2 2 6

1 6 2 6 6 6

4 4 4 5

4 5 5 5

0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 0 0

Q Q Q
Q Q Q

Q Q Q Q
Q Q
Q Q

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                                                   

  
  كه در آن 

)27(                     
1 12 2

11 12
12 21 12 21

2
22 66 12

12 21

44 13 55 23 21 1 12 2

, ,
1 1

, ,
1

, ,

E EQ Q

EQ Q G

Q G Q G E E

ν
ν ν ν ν

ν ν
ν ν

= =
− −

= =
−

= = =

   

  
,(در عبارات فوق     ,i ij ijE G ν (          مدول يانـگ، مـدول برشـي و ضـريب
  . نيز بيانگر جهت الياف مي باشد1انديس . پواسون هستند

  
  8ت مجزادستگاه معادلا -4

شكل تضعيف يافته گالركين معادله تعادل استاتيكي كه مـستقيما از           
  :اصل هميلتون استخراج مي شود بصورت زير بيان مي شود

  
)28(                 

0
t

T T

T

d u b d

u t d

δ ε σ δ

δ
Ω Ω

Γ

Ω − Ω

− Γ =

∫ ∫
∫

 

  
 وارد بـر    ش سـطحي  كش بردار   t نيروي جسمي وارد بر ورق و      bكه

در ) 22(تـا   ) 20(بـا جاگـذاري روابـط       . مرزهاي طبيعي ورق هستند   
  : خواهيم داشتمعادله تعادل فوق

 
)29(                 ( ) ( ) ( )

( ) 0
t

TT
u

T
u

s

zL w c zL w d L w bd

L w tds

δ δ

δ
Ω Ω

Ω Ω−

− =

∫ ∫

∫

   

                                                 
8- Weak form 

   گرفتـه در نظـر   بـه صـورت زيـر     PIMروش تقريب خيز ورق مطابق
  :مي شود 

)30(     
               

1

( ) ( )Q Q

n
h

i i
i

x x ww ϕ
=

= ∑
  

  
  :در نتيجه

  
)31(

                
1 1

n n

i i i i
i i

L w L w B wϕ
= =

= =∑ ∑
                          

  
  كه در آن

  

2 2 2

2 2 2

i i

T

i i i

B L

x y x y

ϕ

ϕ ϕ ϕ

=

⎧ ⎫∂ ∂ ∂
= − − −⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

)32(
    

  
 فـرم  ،و سـاده سـازي  ) 29(با قرار دادن تقريب فوق در معادله تعادل     

  :مي آيد دستبه اتريسي معادله تعادل استاتيكي م
  
)33 (                                                       K U F=  
 

 نيز ماتريس   K. مي باشد ) tnبا مرتبه ( بردار متغيرهاي ميداني     uكه  
زيـر  ) اسكالر ( گره اي سمبل نمودن سختيهاياسختي كل حاصل از    

  :مي باشد
  
)34(                                     

T
i j i j

A

k B D B d A= ∫
  

)35(                                                2

2

2
h

h

D c z d z
−

= ∫
   

  
ماتريس سختي كل در اين قسمت بصورت يـك مـاتريس بـا مرتبـه               

t tn n×         هـاي گـره اي       حاصل مي شود كه مولفه هاي آنرا سـختي
. تشكيل مي دهند  

tn             تعداد كل گره هـاي موجـود در ناحيـه حـل 
بايد توجه داشت كه سختي گـره اي     . مسئله مي باشد  

ijk  جهـت دو 
اين سـختي   . قاط گاوس تعريف مي شود     داخل ناحيه اثر ن    j و iگره

فقط در گره هاي داخل ناحيه اثر داراي مقدار بوده و اگر يك يـا هـر         
 ijk قـرار نگيرنـد مقـدار      Qx در ناحيه اثر نقطه گاوس     j يا iدو گره 

بدليل صـفر شـدن تـابع شـكل در          ( اين دو گره صفر خواهد شد        بين
  ).گره اي كه خارج ناحيه اثر واقع مي شود

 مونتـاژ حاصـل از    ) tnبا مرتبـه  ( بردار نيروي كل     F،  )33(در معادله   
هـر گـاه نيـروي      . بيـان مـي شـود     ) اسـكالر (نمودن نيروهاي گره اي     

 و يـا هـر نيـروي     (zbر اثـر نيـروي وزن     جسمي وارد بـر ورق تنهـا د       
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باشـد، نيـروي گـره اي را مـي تـوان            )  در راسـتاي ضـخامت     عمودي
  .]15[بصورت زير تعريف نمود

  
)36(  
  
  اعمال شرايط مرزي اجباري -5

 باعث مي گرددكه شرايط مرزي مشابه روش        RPIMبكارگيري روش   
ــردد  ــال گ ــزاء محــدود اعم ــرايط  .]18و19[اج ــادل درش ــه تع  معادل

شـرايط مـرزي    . را دارد ) 33(استاتيكي فرم عمومي ماتريسي رابطـه       
u(اجباري روي مرزهاي اجباري      w θΓ = Γ +Γ (  را مي توان به شكل

  :زير نمايش داد
  
)37(                                                              u u=�                                                                                                      
  

بـا  ( برداريست كه شامل خيز وچرخش از قبـل تعريـف شـده              uكه  
اين بردار بـصورت    . روي مرز اجباري ورق مي باشد     ) توجه به نوع مرز   

  :ن مي شودزير بيا
  
)38   (                                                         

bu L w=�    
  
     بـردار اپراتورهـاي ديفرانـسيلي بـوده و بـصورت زيـر تعريـف            bLكه

  :مي شود
  

   براي مرز گير دار
  

 1
bL

n

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ∂⎨ ⎬
⎪ ⎪∂⎩ ⎭

)39  (                                                    

  براي مرز مفصلي
  
)40                                                        (1

0bL ⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

  
iuشرط مرزي  u=�    كه بر روي گره i         اعمال مي گـردد را در نظـر 

بـراي اعمـال ايـن شـرط مـرزي، تمـامي سـطرها و               . گرفته مي شود  
غير از ه  ، ب گرفته را صفر در نظر      iستونهاي مربوط به گره   

i iK   كـه 
آنگـاه مـاتريس نيـرو بـصورت زيـر          . برابر يك در نظر گرفته مي شود      

  .اصلاح مي شود
  

)41(                                               j j ij

i i

F F K u
F u

= −⎧
⎨ =⎩

  

  
)42(                                                  0

1
j i i j

i i

K K
K

= =⎧
⎨ =⎩

  

  
  RPIMتعيين پارامترهاي روش  -6

  :  عوامل زير موثر هستندRPIMدر تعيين پارامتر هاي روش 
   شبكه بندي زمينه-1
  گاوس تعدادنقاط -2
  4 مرتبه توابع چند جمله اي-3
  5  شعاع ناحيه اثر-4
    q پارامتر -5
  .كه در ادامه به شرح زير بيان مي شوند، cپارامتر -6
عـددي وتوزيـع نقـاط      براي انتگرال گيـري     : شبكه بندي زمينه   -1

رودومعمولا تعداد تقسيمات آن در هر بعد يكي كمتـر        بكارمي گاوس
  .ه براي ايجاد گره ها استازتقسيمات درنظر گرفته شد

دقـت  ,هرچه تعداد نقاط گاوس بيشتر باشـد        : تعدادنقاط گاوس  -2
انتگرال گيري بهتر مي شود ولي افزايش اين نقاط باعث خواهد شـد             

حاضر تعداد اين نقاط براي هـر       مقاله  لذا در   .محاسبات سنگين گردد  
  .]20[ عدد درنظر گرفته شده است16سلول انتگرال گيري 

سزايي در  ه  ب  مرتبه اين توابع تاثير    :به توابع چند جمله اي     مرت -3
همگرايي جوابها وجلوگيري ازمعكـوس ناپذيرشـدن مـاتريس ممـان           

 درنظر گرفته شود اين امكان وجـود        3اگر درجه چند جمله اي      .دارد
داردكه ماتريس ممان معكوس ناپذيرگرددولي باتوجه به بررسي هاي         

  .]15[مناسب وقابل قبولي استگزينه =m 6صورت گرفته انتخاب 
ــر  -4 ــه اث ــعاع ناحي ــشنهادات : ش ــه   پي ــاره ناحي ــادي درب  زي

≥sd 4اثروجودداردبراي تحليل ورق ها      ارايه گرديده است و    5/3 ≥
  . چهار ضلعي در نظر گرفته شده است دراين مقالهشكل اين ناحيه

 در نظر گرفته    03/1رابر  اين پارامتر در اكثر مقالات ب      q: پارامتر   -5
 كلاسـيك دراين قسمت با حل ورق بر اسـاس تئـوري           ]6[شده است   

. پرداخته مي شود   به بررسي مقدار اين ضريب       qبراي مقادير مختلف    
 q  كه با انتخاب پارامتر شود مشاهده مي1ونمودار1 باتوجه به جدول

 ـدرايـن   .  مي توان به نتايج خوبي دست يافت       5/1 تا   -5/1بين   ه مقال
03/1 q   . در نظر گرفته مي شود=
 تعيين اين ضريب نيـز دوبـاره ورقـي را بـا تئـوري               راي :پارامتر -6
  بـا يكـديگر    حـل كـرده و خطاهـا       c براي مقـادير مختلـف       لاسيكك

q 03/1لازم به ذكـر اسـت كـه درايـن حالـت           .شودمقايسه مي    = 

i i z
A

f h b d Aϕ= ∫

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

  1389بهار  / سومشماره  / سال سوم/ ژوهشي مهندسي مكانيك مجلسي  پ-مجله علمي 
 

13

    مـشاهده   )2(شكل   و) 2 (با توجه به جدول   . ه شده است  درنظر گرفت 
2cمي شود اگر   . فرض شود درصد خطا پايين مي آيد=

  
   برروي خطاqاثرضريب  :)1 (جدول

خطا براي بار   Q مقدار
  گسترده

خطا براي بار 
  متمركز

5/10-  226/2  324/1  
5/5-  3755/0  0437/1  
5/3-  1751/0  846/0  
5/1-  1202/0  1389/0  
5/-  1053/0  1284/0  
05/-  0799/0  1185/0  
05/  0469/0  1183/0  
5/0  0377/0  1199/0  
03/1  0133/0  1367/0  
5/1  1904/0  2423/0  
5/3  774/0  7218/0  
5/5  419/1  3121/1  
5/10  245/2  1894/2  

  

0

0.5

1

1.5

2

2.5

-15 -10 -5 0 5 10 15

 q

طѧѧا 
 خ
صѧد

در بارگسترده

بارمتمرکز   

  
   برروي خطاqاثرضريب : )2 (شكل

  
  برروي خطا cاثرضريب  :)2 (جدول

  خطا براي بار متمركز  خطا براي بار گسترده  Cمقدار

02/0  2101/0  2726/0  
2/0  2451/0  3686/0  

1  0583/0  189/0  
2  1053/0  1284/0  
3  147/0  1177/0  
4/3  1479/0  1681/0  
8/3  2516/0  2965/0  

  
 
 
 

  
  

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0 1 2 3 4c 

طѧѧا
 خ
صد
در بار گسترده

بار متمرکز

   
  برروي خطاc  اثرضريب: )3(شكل 

  
  نتايج عددي -7

جهـت   لازم مشخص كـردن پارامترهـاي     و معادلات استخراج پس از 
 حال نوبت به آن مي رسد تـا بـا حـل چنـد               ،RPIM روش بكارگيري

 ايـن  ازان  بتـو  بررسي كـرده و    مثال دقت نتايج وكارآيي اين روش را      
. بـرد بهـره   روش جهت حل مسائلي كه تاكنون به آنها پرداخته نشده     

 Matlabراي اجرايي كردن روش فوق برنامه اي در محيط نرم افزار ب

 مشخـصات ورقـي كـه بـه آنـاليز آن            .]21[  نوشته شده است      7.6.0
  . درجدول زير آمده استپرداخته خواهد شد

  
  مشخصات وخواص ورق ايزوتروپيك: )3 (جدول
 1×1  )متر(ابعاد ورق
  MPa( 1000(مدول يانگ

 3/0 ضريب پواسون

  

  
   ورق مورد تحليل):4( شكل
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          خيزهـا بـدون بعــد  ، عموميـت بخـشيد   بـراي اينكـه بتـوان نتـايج را    
همچنـين  , قسمت رابطه مربوطه بيان مـي شـود        هر مي گردندكه در  

  :كليه محاسبات فرمول خطا به صورت زير است در
)43  (                                   100exa t p

exat

E rror
ε ε

ε
−

= ×
  

  
  : نازك مربعي با تكيه گاه ساده تحت بارگستردهورق

kNبار  
m

 متـر درنظـر     1/0 وضـخامت ورق     كرده را به ورق وارد      100

فرمول خيز بدون بعد شده دراين حالـت بـه صـورت            .گرفته مي شود  
  ]15[ :زيراست

  
)44 (                                           m a x

4

w Dw
q b

=   

   ابعاد ورق b،  نيروqرابطه فوق  كه در
)45(

                                           3

21 2 (1 )
E hD

ν
=

−

  

  
 حل دقيق اين مثال . آمده است)4 (نتايج حاصل در جدول   . مي باشد 

بدسـت   00406/0توسط تيموشنكو مقدار خيـز بـدون بعـد را برابـر             
همچنين توسـط تحليـل بـه روش اجـزاء محـدود            ]. 22[آورده است 

)FEM( ــر ]. 23[ حاصــل گرديــده اســت00405/0، ايــن مقــدار براب
 نتـايج   30×30=900همانگونه كه مشاهده مي شـود در توزيـع گـره            

حاصل از تحليل به روش حاضر نسبت به روش اجزاء محدود از دقت             
  .بالاتري برخوردار است

  

  
  ك با تكيه گاه ساده تحت بار يكنواختخيز بدون بعد ورق ناز :)4 (جدول

  30×30  20×20  16×16  10×10  8×8  گره

  0040599/0  004058/0  00405/0  00403/0  004027/0  خيز بدون بعد

  0051/0  0517/0  2858/0  7112/0  4246/0  (%)خطا

  
  ريكنواخت مقادير خيز ماكزيمم بدون بعد تك لايه ارتوتروپيك مربعي با تكيه گاه ساده تحت با):5(جدول 

  30×30  20×20  16×16  10×10  8×8  گره

  011596/0  011586/0  01155/0  01146/0  01143/0  خيز بدون بعد

  034/0  1183/0  4212/0  1849/1  4272/1  (%)خطا

  
  خيز بدون بعد ورق نازك با تكيه گاه ساده تحت بارهيدرو استاتيك): 6(جدول 

  30×30  20×20  16×16  10×10  8×8  گره

  0020299/0  0020289/0  002024/0  002016/0  0020213/0  خيز بدون بعد

  0051/0  0517/0  2858/0  7112/0  4246/0  (%)خطا

  
  خيز بدون بعد ورق نازك با تكيه گاه ساده تحت بار سينوسي): 7(جدول 

  30×30  20×20  16×16  10×10  8×8  گره

  002568/0  0025684/0  002570/0  002572/0  002641/0  خيز بدون بعد

  05/0  06/0  15/0  23/0  9/2  )(%خطا
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   مقادير خيز ماكزيمم بدون بعد تك لايه ارتوتروپيك مربعي با تكيه گاه ساده تحت بار سينوسي):8(جدول 
b
a

  
2/1  4/1  6/1  8/1  2  

  01651/0  01620/0  01570/0  01484/0  01353/0 ]22[ تيموشنكو

G.R.Liu]24[ 01344/0  01476/0  01556/0  01603/0  01632/0  

  01649/0  01619/0  01576/0  01484/0  01354/0  روش حاضر

  
 نتايج حاصل از تحليل ورق ارتوتروپيك را تحت         )5(همچنين جدول   

 Reddy اين مثـال توسـط       حل دقيق . همان شرايط را نشان مي دهد     
 را براي خيـز بـدون بعـد بدسـت آورده            543/0ارائه گرديده و مقدار     

ــت  ــ]. 16[اس ــدك    م ــره اي ان ــع گ ــه در توزي ــود ك ــي ش شاهده م
  ، روش حاضر به جوابي عينا برابر بـا حـل دقيـق نائـل               20×20=400

  . مي گردد
  

  :ورق مربعي با تكيه گاه ساده با بارهيدرواستاتيك
  تحت بار هيـدرو اسـتاتيكي زيـر تحليـل           مي شود اين حالت ورق     در

  : مي شود
  
)46(                                                                0q xq

b
=  

  
نتـايج  .  اسـت  )44(معادله بي بعدخيز درايـن حالـت همـان معادلـه            

، ]22[ حل دقيق اين مثال توسط تيموشـنكو         . آمده است  6درجدول  
مشاهده مـي شـود     .  را نتيجه داده است    00203/0مقدار خيز برابر با     

بـه مقـدار     30×30=900ر توزيـع گـره       د ،در تحليل به روش حاضـر     
 براي خيز بدون بعد دست مي يابيم كه داراي خطـاي            0020299/0

  .بسيار پاييني مي باشد
  

  :سينوسيورق نازك مربعي با تكيه گاه ساده تحت بار
  .قراردارددر اين حالت ورق تحت بار سينوسي زير

  
)47             (              

0 s in s in ( )
2

x bq q y
a b
π π

= +  

  
0درمعادله فوق    100q  نيوتن است ورابطه خيز بدون بعـد همـان          =

  .آمده است) 7( نتايج درجدول . مي باشد2رابطه 
كه نتيجـه   ] 16[ صورت پذيرفته    Reddyحل دقيق اين روش توسط      

همچنـين  .  براي خيـز بـدون بعـد بـوده اسـت           002566/0آن مقدار   

يل ورق ارتوتروپيـك را تحـت همـان          نتايج حاصل از تحل    )8(جدول  
ارائـه   Reddyحل دقيق اين مثـال توسـط        . شرايط را نشان مي دهد    

 خيز بـدون بعـد بدسـت آورده اسـت      را براي  306/0گرديده و مقدار    
، روش  20×20=400يـع گـره اي        مشاهده مي شود كه در توز     ]. 16[

  . برابر با حل دقيق را نتيجه مي دهدجوابي عيناًحاضر 
  
  نتيجه گيري  وبحث -7

در اين مقاله بـه بررسـي تحليـل ورق هـاي نـازك ايزوتـرو پيـك و                   
ارتوتروپيك تحت اثر بار گذاري هاي مختلف بـر اسـاس روش درون              

 چند جمله اي پرداخته شـده       -يابي نقاط به كمك توابع پايه شعاعي      
از مزاياي اين روش مي توان به عدم المان بنـدي ناحيـه حـل               . است

 معوملاً اين روش پروسـه پيچيـده        FEMدر ورق هاي    اشاره نمود كه    
اي تا به دست آوردن جوابهـاي دقيـق دارد همانگونـه كـه مـشاهده                

 در نتايج سريعا همگرا مي شـوند و RPIM گرديد در تحليل به روش 
بـه   )  در ناحيـه حـل      گـره  900 تـا    400توزيع(توزيع گره اي پايين     
   .منجر مي شود) يقو حتي عينا برابر حل دق(جوابهاي بسياردقيق 
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