
Arc
hi

ve
 o

f S
ID

������ � 	
��� 
��� ������� ��   JMRA  

 ���� ����� ���� ��� ������ ���!�     

      

  3PRS-RRPتحليل ديناميكي ربات هيبريد 

      

  3سيد علي اكبر موسويان  ، 2حسن ظهور ،1عليرضا رمضاني فر

  )25/9/87 :تاريخ پذيرش -6/3/87 :تاريخ دريافت (

 هارتنبرگ و جبر ماتريسها روش جديد و دقيقي براي -در اين مقاله با استفاده از ماتريس انتقال دناويت :چكيده

در ابتدا، . ارائه شده است3PRS-RRP ) سري- موازي( و هيبريد 3PRS ديناميك ربات موازي نماتيك وتحليل سي

 هارتنبرگ و جدولهاي مربوط به -در ادامه، پس از معرفي پارامترهاي دناويت. اند خواص انواع رباتها مقايسه شده

قيم و معكوس و نقاط تكين توضيح داده پارامترها، با استفاده از جبر برداري و ماتريسي روش حل سينماتيك مست

هاي مشخص و با فرض  در پايان براي اندازه. اند شده و با استفاده از روش لاگرانژ معادلات ديناميك بدست آمده

يك حركت دوراني براي نقطه وسط سكوي متحرك ربات موازي و دو ورودي سينماتيكي براي ربات سري، چند 

به طور كلي حل سينماتيك مستقيم رباتهاي . اند راي بررسي نقاط تكين رسم شدهمنحني سينماتيكي و ديناميكي ب

 راحتي كار با اين گونه رباتهاي  هيبريد بهتر براي. موازي و حل سينماتيك معكوس رباتهاي سري مشكل مي باشند

و در جهت است در حالت سينماتيك مستقيم از ربات موازيي استفاده شود كه سكوي متحرك حركت خطي داشته 

  .استحكام بخشي بكار رود و يا اينكه كاركرد سري و موازي از نظر زماني استقلال داشته باشند فضا دهي و

  

  ربات هيبريد، ربات صنعتي، حل سينماتيك: هاي كليدي واژه

  

Dynamic Analysis of Hybrid Robot 3PRS-RRP 
 

Alireza Ramezanifar, Hassan Zohoor, Aliakbar Moosavian 
 

Abstract: In this article a new and an accurate method for kinematic and dynamic 
analysis of a parallel robot 3PRS and a hybrid robot (parallel and serial) 3PRS-
RRP are presented, which is based on the Denavit-Hartenberg transformation 
matrix algebra. First, basic properties of various kinds of robots are compared, and 
then the Denavit-Hartenberg parameters and their table are introduced. Next, the 
methods of forward and inverse kinematic are explained and system dynamic 
equations are obtained by Lagrange method. Finally for defined sizes and with 
imagination of a rotational movement for the center point of the moving plate of 
parallel robot and two input kinematic for serial robot, a few kinematic and 
dynamic results for parallel and serial robot by Newton and Lagrange methods are 
presented for singularity consideration. Generally, the forward kinematic solution 
of parallel robots and inverse kinematic solution of serial robots are difficult. For 
these hybrid robots, it would be better to use parallel robots, which have linear 
movement on the moving plate in the forward mode to increase the space and 
strength, or the two robots be time independent.   
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 �    ، عليرضا رمضاني فر و همكاران...تحليل ديناميكي ربات 

  مقدمه .1

  : اند يافتهرباتهاي صنعتي به دو صورت عمده رواج 

   موازي-2 زنجيره اي يا سري -1

ربات سري، رابطها به دنبال هم با اتصالات از زمين تا نقطه انتهايي  در

كه در ربات موازي     ، در حالي  PUMAبه هم وصل مي شوند مانند رباتهاي        

رابط انتهايي با  دو يا چند زنجيره سينماتيكي مستقل به زمين متصل اسـت     

 ـ      سته سـينماتيكي تـشكيل مـي دهنـد ماننـد رباتهـاي       و يك يا چند حلقه ب

Stewart] 1[ .          ،رباتهاي موازي نسبت به رباتهاي سري داراي سفتي، دقـت

سرعت كاري، تكرار پذيري و نسبت بار به وزن بيـشتر و مناسـبتري بـوده،                

  . ]1[  كمتري هستند١ولي در عوض داراي فضاي كاري وچابكي

 آن مـشكل تـر از ربـات         ٢ينگـي البته طراحي ربات موازي و تحليل تك      

ســري و تحليــل ســينماتيك مــستقيم ربــات مــوازي بــه مــشكلي تحليــل 

اند كـه بـا      پژوهشگران در تلاش بوده   . سينماتيك معكوس ربات سري است    

ايـن سـاختارهاي    . تركيب اين دو نوع ربات مزيتهاي هر دو را بدست آورند          

  :]2[ دندر چهار نوع كلي وجود دار) هيبريد(تركيبي 

  

  
  دانواع ربات هيبري. 1شكل

  

  كـه سـفتي و وزن كـم را بهبـود داده و    (a-1)شـكل   :  مـوازي  - موازي -1

  .]3 [سرعت كاري را بالا مي برد

 كه براي سيستمهاي كوچك، پهناي باند و        (b-1)شكل  :  موازي - سري -2

 .]4[ دقت عملكرد را بهتر مي كند
سري افـزايش    پايداري و استحكام قسمت      (c-1)شكل  :  سري - موازي -3

  .مي يابد

.  كه همان ربات سـري محـسوب مـي شـود        (d-1)شكل  :  سري - سري -4

البته مي توان رباتهاي هيبريد با ساختار متغير بـا زمـان ماننـد رباتهـاي راه                 

  .رونده را به آنها اضافه كرد

 S. Lee  و S. Kim    سينماتيك معكوس سرعت بـراي انـواع رباتهـاي

ربات موازي  . ]2[ دـان ردهـير بردار سرعت ارائه ك    هيبريد را با استفاده از تصو     

3PRSباتي شناخته شده است كـه در دسـتگاههاي   ر٣CNC ٤ ،CMMو ٥ 

                                                                                                   
1. dexterity  
2. singularity 
3. Prismatic, Revolute, Spherical  
4. Computer Numerical Control  

CPRكاربرد دارد٦ . Y. Li  و Q. Xu   3 تحليل سـينماتيكي ربـاتPRS در 

حالت پايه هرمي با روش پيچشي را ارائه و با حـل سـينماتيك مـستقيم بـا          

   ، فــضاي كــاري و چــابكي را محاســبه رافــسون-اســتفاده از روش نيــوتن

، حـل بـرداري بـراي    ]6[ ماتريس سفتي در 3PRS ربات براي .]5[ اند كرده

، حـساسيت  سـكوي   ]7[بدون نياز به بررسي و حذف جوابها در پايه ستوني  

متحرك نسبت به تمام پارامترهاي ساختاري بـراي حالـت پايـه سـتوني در               

افـزار   به وسيله نرم  ، كنترل   ]9[ري در    براي سه حالت ساختا    سازي ، بهينه ]8[

JAVA 3D در مقايسة  . بررسي شده است]11[و فضاي كاري در ] 10[ در

-RRP-RPRساختارهاي سري، از نظـر طراحـي هندسـي بـين روباتهـاي              

PRR نوع ، RRP در حالتي كه مفصلهاي  R بر هم عمود ومتقاطع باشند با

 صورتي كـه بـراي بقيـه بـه          سه نقطه دلخواه انتهايي قابل ساخت است، در       

 گفتـه مـي شـود و در         U-jointيـا   T-jointچهار نقطه نياز است كه به آن        

در اكثر مقـالات از روش بـرداري پيچـشي و    . ]12 [شانه ربات بكار مي رود    

 براي تحليل سينماتيكي  استفاده شده است ولـي          6*6ماتريسهاي ژاكوپين   

 بـراي تحليـل     4*4 هـارتنبرگ    -در اينجا از پارامترها و ماتريسهاي دناويت      

سينماتيكي و دينـاميكي  بـدون اسـتفاده از ماتريـسهاي ژاكـوپي اسـتفاده                

  .قابل تعميم به همه رباتها مي باشد شود و مي

 درجـه آزادي    6در اين پژوهش ربات هيبريدي مـورد نظـر اسـت كـه              

   در حالـت   RRP  بـه عنـوان ربـات مـوازي و از          3PRSداشته باشد، لـذا از      

T-joint در ادامـه، پـس از معرفـي    . راي ربات سري اسـتفاده شـده اسـت         ب

 هارتنبرگ و جدولهاي پارامترهاي مربوطه، با اسـتفاده         -پارامترهاي دناويت 

از جبر برداري و ماتريسي روش حل سينماتيك مستقيم و معكوس و نقـاط              

براي بررسـي ديناميـك سيـستم، بـا اسـتفاده از روش             . تكين ارائه شده اند   

هـاي   در پايـان بـراي انـدازه      . انـد  ادلات ديناميـك بدسـت آمـده      لاگرانژ مع 

مشخص با فرض يك ورودي دوراني براي نقطـه وسـط سـكوي متحـرك            

ربات مـوازي و دو ورودي سـينماتيكي بـراي ربـات سـري، منحنـي هـاي                 

در ايـن مقالـه بـراي       .انـد  ديناميكي رسم و نيز دو نقطه تكين مشخص شده        

و براي رسم شكل ربـات از نـرم          MATLAB7ها از از نرم افزار        شكلرسم  

  . استفاده شده استSOLIDWORKSافزار 

  

  معرفي ربات و روش كار. 2

 3PRSاز يك ربات موازي هرمي متصل به زمين 3PRS-RRP ربات 

، )2شكل ( يابد  تشكيل مي RRPسري  و در نقطه مركزي سكو يك ربات

. شود  داده مي نشانS و كروي با  R، لولايي با Pكه اتصال كشويي با 

  :طبق معيار گروبلر درجة آزادي روبات برابر است با

)1         (                      ∑
=

+−−=
g

i
ifinDOF

1

)1(η 

DOF:       درجه آزادي ربات: n تعداد لينكها   

i :            6تعداد اتصالات=η:  درجه فضا  

if: موازي درجه آزادي هر مفصل براي ربات 
 DOF1=6 (8-9-1) +15=3  

بنابراين درجه آزادي كل روبات هيبريد برابر   DOF2=3 براي ربات سري  

  DOF=DOF1+DOF2=6                                              :است با

                                                                                                   
5. Coordinate Measuring Machines  
6. Cardio Pulmonary Resuscitation  
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  3PRS-RRP ربات هيبريد .2 شكل

 

 الماتريس انتق. 3
براي توصيف حركت هر نقطه ازميله ها يك دستگاه مختصات بـه آن             

 ناميـده  iZ كـه    i{} از چهـار چـوب       Zمتصل مي شود  بطوريكه محـور        

در  i{}از چهـارچوب    iX و محـور   iشـود، منطبـق برمحـور مفـصلي          مي

 به  i قرار مي گيرد و جهت آن از رابط          iZ+1 و iZستاي عمود مشترك    را

.  باشد i+1 سوي رابط 
1−i

iT         ماتريس تبديلي است كه مختصات مفـصلi 

  :توان نوشت  تبديل مي كند و ميi-1 را به

)2       (                                            ][].[ 1
1

−
− = ii

i
i XXT  

)3                 (                          
11

2
0

1
0 ........ −= N

NN TTTT  

  ]:13[توان بدست آورد  كه مي

)4   (        

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

=
−−−−

−−−−

−

−

1000

0

1111

1111

1

1

iiiiiii

iiiiiii

iii

i
i CdCSCSS

SdSCCCS

aSC

T
αααθαθ
αααθαθ

θθ
  

C:Cos  
S:Sin 

  iX :iaدر راستاي iZ+1 وiZفاصله بين 

  iX:iαحول iZ+1 وiZزاويه بين 

  iZ :idدر راستاي iX وiX−1فاصله بين 

  iZ :iθحولiX وiX−1زاويه بين 

براي بررسي بهتر ربات را بصورت  وارونه در نظر گرفته و مفصل 

- پارامترهاي دناويت)1(جدول  .شود كروي سه مفصل كشويي فرض مي

همانگونه كه در . دهد  براي روبات مورد نظر نشان ميهارتنبرگ را

شود، براي آنكه بتوانيم ماتريس انتقال  ديده مي) 3(و شكل ) 1( جدول

سكوي متحرك را با ماتريس زاويه هاي اويلر منطبق كنيم ماتريس انتقال 

  .را تا موازي شدن نظير به نظير دستگاه با مبدا پيش مي بريم

  

  هارتنبرگ ربات موازي-ناويت پارامترهاي د.1 جدول

iθ  id  1−ia  1−iα  I 

120(k-1) 0 0  0  1 

0 0  1r  0 2 

-90  0  0 0 3 
0 0  0 ψ−90 4 

90  5kd  5a  0 5 

906 −kθ  0  6a  -90  6 

7kθ  0  0 0  7 

908 +kθ  0  0 -90 8 

9kθ  0  0 90 9 

0  0  2r  0  10 

0 0  0 -90  11 

-120(k-1)+90  0  0 0 12 

  

   هندسيقيدهاي. 4

 و زاويه هاي اويلر را 0Oنسبت به q اگر ماتريس دوران سكو و نقطه 

  :با محورهاي ثابت در نظر بگيريم

)5   (   

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−
−

−+

=

1000

),,(

z

y

x

ZXY
O
q

qCCSSCSCSSCCS

qSCCSC

qSCSCCSSSSSCC

T

αβγαγβαγβαβα
βαβγβ
αβγαγβαγβαγα

αβγ
  

مـوازي بـا    ) 4(   متـصل بـه سـكو و مطـابق شـكل            uvwاگر دستگاه   

000 ZYX گرفته شود، داريممتصل به زمين در نظر:  

)6       (          

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1000

),,(
zzzz

yyyy

xxxx

ZXY qwvu

qwvu

qwvu

T αβγ  

  

  
  هارتنبرگ-نمايش مختصات پارامترهاي دناويت.  3 شكل

  در ربات موازي
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 �    ، عليرضا رمضاني فر و همكاران...تحليل ديناميكي ربات 

  
    متصل به سكوuvwدستگاه . 4 شكل

  

000در دستگاه ثابت  ) 4( مطابق شكل  ZYX     روابط برداري زير قابل 

  :برداري است بهره

)7 (                                              qOrcO Okk 0/20 += r

  

)8       (                                            qkZXY
O
qOk rTr /2/2 .

rr =  

)9                                           ([ ]T
q rr  

2/21 100=r

  

)10                   ([ ]T

q rrr
 

22/22 102/32/−=r

  

)11     (          [ ]Tq rrr 102/32/ 22/23 −−=r

   
  

  . بدست مي آيندP  بردارهاي 16 و15با توجه به رابطه 

)12       (                                      

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+
+

=

zz

yy

xx

urq

urq

urq

cO

2

2

2

10  

  

)13     (                 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

+−

+−

=

zzz

yyy

xxx

vru
r

q

vru
r

q

vru
r

q

cO

2
2

2
2

2
2

20

2

3

2

2

3

2

2

3

2

  

  

)14    (                    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

=

zzz

yyy

xxx

vru
r

q

vru
r

q

vru
r

q

cO

2
2

2
2

2
2

30

2

3

2

2

3

2

2

3

2

  

  

اتـصال كـروي تنهـا در صـفحه پايـه هـرم        قيد اينگونه اعمال مي شود كه       

   :حركت كند

)15                   (                 00 21 =+⇒= yyy urqc 

 ⇒−= xy cc 22 3  

)16    (                           

)
2

3

2
(3

2

3

2

2
2

2
2

xxx

xxx

vru
r

q

vru
r

q

+−−

=+−
 

⇒= xy cc 33 3 

)17            (                      

)
2

3

2
(3

2

3

2

2
2

2
2

xxx

xxx

vru
r

q

vru
r

q

−−

=−−
 

  :شود  نتيجه مي17 و 16، 15روابط  از q با حذف 

)18        (                                                            yx uv =  

  :در نتيجه 

)19      (                     γβγαβγα SCCSSSC =+−  

  ): 16+17(از 

)20          (                                           )(
2
2

yxx vu
r

q −=  

  :در نتيجه

)21    (               )(
2
2 γβαγβγα CCSSSCC

r
qx −+=  

  :بدست مي آيد )15( از 

)22         (                                            yy urq 2−=  

)23                       (                               γβSCrq y 2−=  

  

   مستقيمسينماتيك. 5

  مكان. 1-5

 از طول هر مثلـث معادلـه زيـر          .دهند يك مثلث تشكيل مي   kcنقاط  

  :تشكيل مي شود

)24(    
(

) 2
26,14,6,3,

6,12,6,1,1

3)cos(),cos(

...),sin(),sin(

r

fcc

kkkk

kkkkkkk

=

=

+

++

θρθρ

θρθρ
  

ik ,ρي باشند تابعي از پارامترهاي طراحي م.            k=1,2,3       

  :با قرار دادن روابط تانژانت نصف قوس

21

2
)sin(

i

i
i

t

t

+
=θ  

2

2

1

1
)cos(

i

i
i

t

t

+
−

=θ  

)
2

tan( i
it

θ
=  

  :بدست مي آيد

)25    (               

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

0)()()(

0)()()(

0)()()(

121
2
21

131
2

31

232
2

32

tIttHttG

tFttEttD

tCttBttA
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 و 1c، 2c مختـصات نقـاط  ) 3(استفاده از  با) 26( بعد از حل دستگاه

3cشوند حاسبه مي م.  

)26(                                                         
3

321 ccc
q

++
=  

)27        (                                                       
2

1

r

qc
u

−
=r  

)28           (                                                   

2

32

3r

cc
v

−
=r 

)29    (                                            ),(2tan zx wwA=α  

)30           (                                                      vuw
rrr ×=  

)31     (                            ),(2tan 22
yxy uuwA +−=β  

)32          (                                      ),(2tan yy vuA=γ  

بــدين صــورت عمــل  9kθو 7kθ ،8kθهــاي  راي محاســبه زاويــهبــ

 يـك دسـتگاه معادلـه    ،)21 و 19هـاي   رابطـه ( شود كه از قيدهاي هندسـي  مي

  :آيد بدست مي

)33               (                                        

⎩
⎨
⎧

=
=

yk

xk

qT

qT

)4,2(

)4,1(
0

12

0
12  

قيـد هندسـي    . آينـد  بدسـت مـي    8kθو 7kθ ،با حل عددي دسـتگاه    

  : بدست مي دهد) 18رابطه (

)34                     (                            )1,2()2,1( 0
12

0
12 kk TT =  

پـس از مـشخص شـدن       .  آيـد   بدست مـي   9kθكه با حل عددي آن،    

),,(هاي اويلر،    زاويه αβγZXY
O
qT            و با ضـرب آن در مـاتريس انتقـال  

Tq،ربات زنجيري 
e،      بردار مكان نقطـه    ،)5( شكل و )2(با استفاده از جدول 

  : بدست مي آيندeانتهايي 

)35   (                             TTTTTT O
q

O
e

q
e

O
q

O
e

12
16=⇒=  

  
 RRP  هارتنبرگ ربات-مختصات دناويت. 5 شكل

  

  هارتنبرگ ربات سري -پارامترهاي دناويت. 2جدول 

iθ  id
  1−ia

 1−iα i  

13θ
 13d

  
0 0 13 

14θ 14d  
-90 0 14 

0 1515 sd = 90 0 15 

0 3r  
0 0  16 

   سرعت.2-5

  :نسبت به زمان مشتق گرفته شود ) 36( اگر از دو طرف رابطه

)36(                                            TTTTT O
q

O
q

O
e

&&&

12
16

12
16 +=  

  :&35d و &15d& ،25dهاي  با داشتن ورودي

)37            (                                             )( kC c
dt

d
V

k
=

r

  

  ):8(گيري نسبت به زمان طرفين رابطه  از مشتق

)38            (                                 )( /2 qk
O
qC rT

dt

d
V

K

r

r

=  

  : نتيجه مي شود38 و 37 هاي رابطه از

)39(                                        )()( /2 qk
O
qk rT

dt

d
c

dt

d r=  

معادله خطي بـا     9،  39رابطه  هاي بردارهاي    مساوي قرار دادن مولفه   از  

داريم  &36θ و   &xq&  ،yq&  ،zq&  ، α&  ، β&  ،γ&  ،16θ&  ،26θ مجهولات

 و  &7kθبـراي محاسـبه     . آيد كه با حل آنها سرعت نقطه انتهايي بدست مي        

8kθ&      نسبت بـه زمـان مـشتق گرفتـه و بـا حـل             )33(از دو طرف دستگاه

نـسبت  ) 34( از دو طرف معادله      &9kθبراي محاسبه . آيند دستگاه بدست مي  

  .كنيم معادله را حل مي گيريم و به زمان مشتق مي

  

  شتاب .3-5

شـود بـا       نسبت به زمان دو بار مشتق گرفتـه        35 اگر از دو طرف رابطه    

5151413هاي  ها و سرعتهاي معلوم و ورودي زاويه ,,, kds &&

&&

&&&& θθ شتاب ،e:  

)40(                      TTTTTTA O
q

O
q

O
q

O
e

12
16

12
16

12
16 2 &&&&&& ++=  

براي بدست آوردن مجهولات شتاب مانند قسمت سـرعت ولـي بـا دو بـار                

  .مشتق گيري عمل مي كنيم

  

  ك معكوس سينماتي.6

TOدر اين بخش با مشخص بودن مـاتريس مكـان         
e     ،نقطـه انتهـايي 

هـستند  14θو  5kd  ،15s  ،13θمقدار وروديهـاي مـوقعيتي كـه شـامل          

  .شوند محاسبه مي

)41       (                                                    RRR O
qe

12
16

0 =  

  :                         در نتيجه

)42            (                                            
112

16
00 −= RRR eq  

 و 20 ،18 هيچ متغيري معلوم نيست ولي قيدهاي     ،  42در طرف چپ معادله     

  :  نيز بايد صدق كنند در نتيجه 42راست معادله  در طرف 22

)43(                                                       Ω=−112
16

0 RRe  

)44            (         

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

Ω−=−

Ω−Ω=−

Ω=Ω

)1,2(

))2,2()1,1((
2

)1,2()2,1(

2/

2
/

rre

r
re

qeyy

qexx 
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 آن و پـس از    16sو   13θ  ،14θ متغيرهـاي مجهـول      ،44 با حل دستگاه  

xq ،yq  وzq شوند مشخص مي:  

/e qq e r= −r r r

                                                               )45(  

 با نوشتن سه معادله     ،مشخص گرديد  42 اكنون كه طرف راست معادله    

Rqقيد براي طرف چپ آن معادله       
0

 و با حـل سـه معادلـه سـه مجهـول             

 محاسـبه   ،هـاي اويلـر هـستند      كه زاويه  γو   α  ،βمتغيرهاي مجهول   

  .شوند مي

 بدسـت   kcO0هـاي بردارهـاي       مولفه 8 و 7 هاي بطهبا استفاده از را   

ــي ــدول    م ــتفاده از ج ــا اس ــي ب ــد، از طرف ــه )1( آين ــاي و رابط ، 3 و 2 ه

  .آيند  بدست ميkBمختصات

22 2 2
0 6

ˆ
k k k kO C B C B a+ = =                           )46(  

بقيـه  . دهـد   را مـي   5kdجهـت    و انـدازه    ،)46رابطه  ( درجه دو    هحل معادل 

  .آيند ها مانند حالت مستقيم بدست مي زاويه

هـا و مـاتريس سـرعت نقطـه          زاويـه  با مشخص بودن همـه مكانهـا و       

ــايي  ــامل  eانته ــرعتي ش ــاي س  &14θو  &5kd& ،15s& ،13θ ، وروديه

 : نسبت به زمان41با مشتق گيري از رابطه  .شوند محاسبه مي
112

16
12
16 )( −−= RRRRR O

q
o
e

o
q

&&& ) 47(                                       

  با توجه به اينكه مشتق قيدها نسبت به زمان در طرف راست معادلـه 

  :در نتيجه ار است و برقرار است براي طرف چپ نيز بر قر47

)48      (      

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=−=

−=−=

=

)1,2(

))2,2()1,1((
2

)1,2()2,1(

2/

2
/

Rrreq

RR
r

req

RR

O
qqeyyy

O
q

O
qqexxx

O
q

O
q

&

&&&

&&

&&&

&&

  

تـشكيل   &14θو  &15s& ،13θ بـا مجهـولات   48 دستگاه سه معادله خطـي 

  .آيند  مي،بدست &zqو  &xq& ،yqشود كه با محاسبه آنها،  مي

معـادلات  ،  47با نوشتن مشتق معادلات قيد براي سمت چـپ معادلـه            

ROقيد
q
 سرعتهاي زاويـه اي اويلـري       &γ و   &α&  ،β ، و حل آن دستگاه    &

  .بدست مي آيند

  :، داريم39به رابطه با توجه 

)49                       (                         )(/2 kqk
O
q c

dt

d
rV =  

به مـا   ) چون استقلال خطي دارند    (48 سوم معادله  هاي اول و   برابري مولفه 

5kd&   6وkθ&  ـ اي ماننـد   بقيه سرعتهاي زاويـه   . دهند را مي  ت مـستقيم  حال

  .بدست مي آيند

سـرعتها و مـاتريس شـتاب     هـا و  با مشخص بودن همه مكانها و زاويه      

ــايي   ــه انته AOنقط
eــتاب ــاي ، ش  &&13θو  &&5kd&& ،15s&& ،14θ  وروديه

 نسبت به زمان دو بار      38ين كار از دو طرف رابطه       براي ا . شوند محاسبه مي 

  :گيريم مشتق مي

)50         (        
-112

16
12
16

O
q

12
16

O
q

O
e

O
q R)RR-RR-2R(R &&&&&&&& =  

مكان دو   ادامه كار همانند حالت سرعت است بطوري كه از معادلات قيد و           

  .گيريم بار مشتق مي

در پايان اين بخش لازم به ذكر است كـه نقـاط تكـين داخلـي ربـات                  

  :]5[ باشد وع مي ن4موازي 

وقتي رابطهاي ميله اي بر پايـه هرمـي عمـود باشـند كـه در حالـت                   -1

906 =kθ،اتفاق مي افتد   

وقتي رابطهاي ميله اي با سكوي متحرك در يك راستا قـرار بگيرنـد            -2

07حالت  كه در =kθافتد،  اتفاق مي  

 .ند با هم اتفاق بيافت2 و 1 وقتي حالتهاي -3

كامل وارونه شود كه به اين حالت نقطـه          وقتي سكوي متحرك بطور    -4

  .گويند تكين قيدي مي

  

    به روش لاگرانژ مدلسازي ديناميك.7

براي بررسـي ديناميـك سيـستم، بـا اسـتفاده از روش لاگرانـژ، ابتـدا                 

  :نويسيم لاگرانژين سيستم را مي

)51(                                                                    U-KL =  

  : انرژي جنشي كلKكه در آن 

)52   (               [ ]∑
=

+=
n

i
gii

T
giigi

T
i VmVIK

1 2

1

2

1 rr

rr ωω  

  : انرژي پتانسيل كلUو 

)53 (                                              ∑
=

−=
n

j
jgj rgmU

1

.
rr

  

)54         (                                      [ ]Tg 8.900=r  

n: تعداد رابط و در نتيجه معادله لاگرانژ:  

)55 (                        

ntojfor
q

Q

q

F

q

L

q

L

dt

d

j

i
R

i
ij

jjj

1

)(

1

=
∂
Γ∂+

=
∂
∂−

∂
∂−

∂
∂

∑
=

λ

&& 

R: 1تعداد قيدهاي غيرهلونوميك، F: تابع استهلاك  

Q: و ٢نيروي تعميم يافته q: باشند  مي٣مختصات تعميم.  

)56(                                                ∑
=

°

∂
∂

=
n

j j

j
ij q

F
FQ

1

.

r

r

  

°
iF
r

ir و iنيروهاي موثر بـر ذره      : 
r

يافتـه بـراي      بـردار مختـصات تعمـيم      :

  ] 16[ سيستم غيرهلونوميك

، بـه   ]15[اگر اصطكاك از نوع ويسكوز باشد، تـابع اسـتهلاك رايلـي،             

  :صورت زير خواهد بود

)57  (                                                   ),...,( 1 nii qqrr
rr =  

D:  ماتريس استهلاك خطي  

H: ماتريس استهلاك دوراني  

                                                                                                   
1. Nonholonomic 
2. Generalized Forces 
3. Generalized Coordinates 

 ] 15و16[
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 6  مختصات تعميم يافتـه و     12در حالت بدون اصطكاك ربات هيبريد       

در اينجـا   . باشـد  معادله قيد نياز مي   ،  =12R-6 درجه آزادي دارد و در نتيجه     

  : صات تعميم يافته عبارتند ازمخت

151214111310

987

654

353252151

 ,,

,,,

,,,

,,,

sqqq

qqqqqq

qqq

dqdqdq

zyx

===

===
===
===

θθ

γβα
  

  :معادلات قيد اندازه

)58     (            kkzyxkk CBqqqd =Γ ),,,,,,( 5 γβα  

 :معادلات قيد مكان

)59  (                  γβγαβγα SCCSSSC −+−=Γ  4  

)60 (     
xqCCSSSCC

r
−−+=Γ )(

2
2

5 γβαγβγα  

)61        (                                      yqSCr +=Γ γβ26  

هـاي كـروي و لـولايي        اگر نيروها و گشتاورهاي اصطكاكي در مفصل      

 معادلـه قيـد   12  مختصات تعميم يافته ديگر و در نتيجه    12،  نيز لازم باشند  

  .ديگر نياز است

)62  (          1565,16,16 ),,,( ++++ =Γ kkkkkkk CCdd θθ  

اگـر از اصـطكاك     . آينـد   بدسـت مـي    34 و 33 معادله ديگـر از معـادلات      9

 بـه صـورت ارائـه       55رابطه  پوشي شود، معادلات ديناميكي حاصل از        چشم

 گـشتاور   :Tنيـروي كـار انـداز و         :Fشده در پيوست خواهد بود، كـه در آن          

grانداز و  راه
r

  .بردار مكان مركز جرم هر رابط است: 

  

 α  حالت تغييردرحركت ربات . 8
  :زير داريمهاي  در اين حالت فرض مي شود كه ربات با اندازه

mmGkgm

mmGkgm

mmGkgm

kgmdmmd

mmammammr

mmrmmr

50 ,464.1

290 ,034.1

34 ,146.1

514.26,0 ,50

550 ,50 ,30

200 ,400 ,
6

44

22

11

31413

653

21

==
==
==

===
===

=== πψ

  

mmGkgm

mmGkgm

53,01.0

13,01.0

66

55

==
==

  

11F ،21 F31 وF :ها نيروي اعمالي به اتصال كشويي پايه   

6F :ربات سري 6وي اعمالي به اتصال كشويي نير   

5,4τ : ربات سري 5 و 4گشتاور اعمالي به اتصالات لولايي  

 90 از صفر تا     v واقع در وسط سكو در يك ارتفاع ثابت حول محور            qنقطه  

اي صـفر در حـال دوران    شـتاب زاويـه   درجه در ثانيه و  1با سرعت    درجه و 

 معـادلات سـينماتيكي بـه       ،)23 و   21،  19(  معادلات قيد  با استفاده از  . است

  . اين صورت خواهد بود

)63     (                                           1)-)(cos(
2
r

=q 2
x α  

 

s

qqqqq zzyyy

deg/1

0

0

=

=====
=======

α

αγβγβγβ

&

&&&&&&

&&&&

&&

&

&

   

)64                 (                                αα && )sin(
2
r

=q 2
x −  

)65(                                                αα &&&& )cos(
2
r

=q 2
x −  

كنيم كه سكوي متحـرك مـانعي بـراي دوران نيـست و      در ادامه فرض مي 

  :همچنين

sdeg/5

0

14

14131313

=

====

θ
θθθθ

&

&&&&&

   

αθ   . درجه دوران مي كند90از صفر تا  14=

2
15

15

/0

/

smms

smms

=

=
&&

& α
  

mmqz 6.525=  

نــشان مــي دهــد كــه بــا اســتفاده از روش نيــوتن       ) 6 (شــكل

rad9.052در ≈≈ oα 11 نيرويF          به سـمت اعـداد بـزرگ ميـل 

كند و در نتيجه يك نقطه تكين مي باشد كه در اثر هم راستايي ميلـه و        مي

اسـت  ) 8 (شـكل سكوي متحرك بـه وجـود آمـده اسـت و دليـل آن هـم                 

ψθα:همچنين در اين نقطـه    . به صفر ميل مي كند    17θكه += 16 .

امـا در   .  در حال تغيير جهت است     15d شكلدر نقطه مذكور    ) 9 (شكلدر  

كـــه بـــا اســـتفاده از روش لاگرانـــژ بدســـت آمـــده نقطـــه ) 7( شـــكل

rad1.11.63تكين ≈≈ oαاست .  
  

  
  با استفاده از روش نيوتنα تغيير نيروهاي پايه نسبت به.6 كلش
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   با استفاده از روش لاگرانژα تغيير نيروهاي پايه نسبت به.7 شكل

 نشان دهنده اختلاف در مكان نقطه تكين و )10(و ) 7(، )6 (هاي شكل

هر دو ) 11(شكل ند، در حالي كه در در مقدار نيروها در دو روش هست

روش بر هم منطبقند كه علت آن خطاي محاسباتي ناشي از توابع مثلثاتي 

  .در روش لاگرانژ، بويژه در ناحيه تكينگي است

  
  α نسبت به qنقطه  تغيير زاويه پايه و.  8شكل 

  

  

  α نسبت به qنقطه  تغيير مكانهاي پايه و.  9شكل 

  

  14θتغيير گشتاورها در ربات سري نسبت به .  10 شكل

  β حالت تغيير حركت ربات در. 9

در اين حالت فرض مي شود كه ربات با اندازه هاي قبلي است و نقطه               

q            واقع در وسط سكو در يك ارتفاع ثابت حول محور u  درجه  90فر تا    از ص 

. شتاب زاويه اي صـفر در حـال دوران اسـت     درجه در ثانيه و 1با سرعت    و

 معـادلات سـينماتيكي بـه ايـن         ،)24و 22 ،20(با استفاده از معادلات قيـد       

  . صورت خواهد بود

)66(                                               ))cos(-(1
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  15s نسبت به6Fنيروي نيوتني و لاگرانژي. 11شكل 
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  با روش نيوتن βتغيير نيروهاي پايه  نسبت به . 12 كلش

مانند قبل فرض مي كنيم كـه سـكوي متحـرك مـانعي بـراي دوران                

  :نيست و همچنين

sdeg/5

0
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14131313
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====

θ
θθθθ
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βθ   .  درجه دوران مي كند90 از صفر تا 14=

smms

s

/

0

15

15

β=
=

&

&&

  

rad157max ≈≈ oβ وmmqz 6.525=.  

 درجـه بـا     90 تا حدود    β نيروهاي وارد بر عملگرها را برحسب        شكل

  .لاگرانژ رسم مي كنيم روش نيوتن ودو 

  
  با روش لاگرانژ βتغيير نيروهاي پايه  نسبت به . 13شكل 

 پرش ناگهاني نيرو و نقطه تكين را بـا          )13( و   )12( هاي شكلدر اين حالت    

 يـك نقطـه را      8دهند كه هر دو روش بـرخلاف حالـت           دو روش نشان مي   

ند ولي به علت خطاي محاسـباتي روش        كن  مي مشخصبراي مجانب شدن    

  .اي خطا بويژه در ناحيه تكين استلاگرانژ دار

 و  35d شكل ،دهند كه در اين نقطه     نشان مي ) 15(و  ) 14 (هاي  شكل

26θ ،نقطه اكسترمم( دهند تغيير جهت مي.(  

  
  β  نسبت به qنقطه  تغيير مكانهاي پايه و. 14 شكل

لاگرانژ  بيانگر ميزان نزديكي نقاط روش نيوتن و      ) 17(و  ) 16(هاي   شكل

نگي اثر قابـل تـوجهي بـر اخـتلاف           مقادير تكي  8 باشند كه برخلاف حالت    مي

 8در هر دو حالت     . اين به علت وضعيت هندسي حركت مي باشد        آنها ندارد و  

اي به مركز اتصال كروي كه نصف ضـخامت ميلـه            ها به اندازه زاويه     ميله 9و  

  .شوند گيرد قبل از رسيدن به نقطه تكين متوقف مي را در بر مي

  
  β  نسبت به 6kθتغيير زاويه هاي. 15شكل 

  
  14θتغيير گشتاورها در ربات سري نسبت به . 16 شكل

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 ��    ، عليرضا رمضاني فر و همكاران...تحليل ديناميكي ربات 

  

  15s نسبت به6Fتغيير نيروي. 17 شكل

  

  گيري نتيجه. 10

درك و تحليل   هارتنبرگ مي تواند ابزاري خوب براي       ماتريس دناويت    .1

بـالا و   حركت هر نوع ربات باشد و دركنار رايانه با حافظـه و سـرعت      

روشهاي محاسبات عددي مناسب كه بتوان جوابهاي اضافي را حذف          

 .آورد كرد، سينماتيك و ديناميك هر جزء را بدست مي

و معكـوس   به علت مشكل بودن حل سينماتيك مستقيم ربات موازي           .2

 با اين گونه ربات هيبريد بهتـر اسـت از           براي راحتي كار  ،  ربات سري 

ربات موازيي استفاده شود كه سكوي متحرك حركت خطي داشـته و          

در جهت فضادهي واستحكام بخـشي بكـار رود و يـا اينكـه كـاركرد                

 .سري و موازي از نظر زماني استقلال داشته باشند

گشتاور نشان مـي دهنـد كـه روش لاگرانـژ در پيـدا               هاي نيرو و  شكل .3

باشـد كـه علـت     قاط تكين و مقدار نيرو داراي خطاي زياد مي  كردن ن 

 .آن خطاي محاسباتي است

در پايان روشي عمومي براي سينماتيك رباتهاي مـوازي و هيبريـد بـا               . 4

 .استفاده از روش لاگرانژ بدون استفاده از ماتريس ژاكوپين بدست آمد
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