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تحلیل کمانش ورق مستطیلی ارتوتروپیک و غیر ایزوتروپیک به روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم 
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محسن فتاحی
1

  

  

فاطمه فرهت نیا
منصور درویزه  *،٢

3
  

  

  Farhatnia@iaukhsh.ac.ir*: نویسنده مسئول 

  

  چکیده

هاي فشاري محـوري مـورد بررسـی     هاي مستطیلی ارتوتروپیک و غیر ایزوتروپیک تحت توزیع مختلفی از بارگذاري قاله، کمانش ورقدر این م

بدین منظور ابتدا معادلات حاکم بر کمانش ورق ایزوتروپیک اعمال و سپس با استفاده از روابط مربوط به رفتار مکانیکی مواد . قرار گرفته است

بـر  ) GDQM(با اعمال روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته . شود میحاکم کمانش بر ورق غیر ایزوتروپیک  به دست آورده مرکب، معادلات 

به منظور بدست آوردن ضـریب نیـروي    ه کهمعادلات کمانش تحت شرایط مرزي مورد نظر، یک مجموعه معادلات مقدار ویژه حاصل گردید

به نحوي که تأثیر پارامترهایی مانند جنس ورق کامپوزیتی، نسبت طول به عرض  ورق،   MATLABافزاردر نرم  کمانشی یک برنامه کامپیوتري

. ه اسـت ها، نوع بارگذاري و شرایط مرزي به صورت تکیه گاه گیردار و ساده در آن لحاظ شده باشد، نوشته شـد  ها، زاویه چیدن لایه تعداد لایه

اعمال عرضی ورق و  طولیت تک محوري و دو محوري، خطی و سهمی شکل متغیر در راستايبارگذاري هاي متفاوت یکنواخدر این تحقیق 

نتـایج حاصـل از روش مربعـات    . ه اسـت همچنین مقایسه رفتارکمانش براي ورق ارتوتروپیک و غیر ایزوتروپیک نیـز صـورت گرفت ـ   .شده است

مقایسـه و   ANSYS 8.0یتز و حل اجزاي محدود بـه کمـک نـرم افـزار     ر -با نتایج گزارش شده  از حل رایلی )GDQM( دیفرانسیلی تعمیم یافته

  .تاس شده تایید

  

روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته  -غیر ایزوتروپیک -ورق ارتوتروپیک -کمانش :واژه هاي کلیدي

                                                
  شهر دانشگاه آزاد اسلامی واحد خمینیمهندسی مکانیک اس ارشد، کارشن - 1

  شهر استادیار، دانشگاه آزاد اسلامی واحد خمینی - 2

  استاد، دانشگاه گیلان - 3
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  مقدمه - 1

به طور کلی از شـکل و ضـخامت ورق بـه عنـوان دو پـارامتر      

و بـر همـین اسـاس نیـز     اساسی در طراحـی آن یـاد مـی شـود     

تئوري هاي مختلف در زمینه تحلیل مسـائل مـرتبط بـا آن بنـا     

در این تحقیق ورق نازك با خیز کـم مـورد   . نهاده شده است

معمولاً ورق هاي نازك بـه ورق هـایی   . تحلیل قرار می گیرد

اطلاق می شود که نسبت ضخامت آن هـا بـه ضـلع کـوچکتر     

ــر از  ــه  1کمت ــ. باشــد 20ب ــان ان ـــاي در می ـــذاري ه ـواع بارگ

مختلفی که بر روي ورق هـاي کامپـوزیتی اعمال می گـردد،  

بارهاي فشاري صفحه اي از اهمیت بسیـار زیادي بـر خـوردار   

. بوده و سـازه را مظنـون بـه وقـوع پدیـده کمانشـی مـی کنـد        

کمانش ورق هاي کامپوزیت لایه اي تحت بارگذاري نـامی،  

ــوري    ــک مح ــراکم ت ــدتاً ت ــور/ عم ــتدو مح و  -ي یکنواخ

وابستگی آن به پارامترهاي لایه اي، زاویه الیاف و مواردي از 

در طول حیات سـازه  . این دست، به خوبی مشخص شده است

هاي ورقی شکل، فرض شرایط بارگـذاري بـراي المـان ورق    

تحت تراکم جزیی، به طوري که نیرو در آن از یک لبه تحت 

دور از ذهـن نبـوده    بار به لبۀ دیگر به طور خطـی تغییـر کنـد،   

به طور کلی تعیین بارهاي کمانشی ورق نقـش وصـف   . است

ناپذیري در طراحی ورق داشته و معمولاً طراحان از این بار به 

امـروزه حـل   . عنوان حد مجـاز بارفشـاري اسـتفاده مـی کننـد     

عددي سیستم معادلات، امکان تحلیـل دقیـق تـر را بـا درنظـر      

بـا فرمولـه   . ها فراهم می سازدگرفتن تمام و یا قسمتی از داده 

براي یک مشتق، مشابه با بسط مربـع  » مربع سازي«شدن قاعدة 

مربـع  «سازي براي انتگرال ها، نخستین جرقه هاي ایجاد روش 

به عنوان یک تکنیک جدید در » دیفرانسیلی) مربعات(سازي 

حل عددي مسائل مقدار اولیه معـادلات بـا مشـتقات جزئـی و     

روزه روش مربعــات دیفرانســیلی تعمــیم امــ. معمــولی زده شــد

یافته، به عنوان یکی از روش هـاي حـل معـادلات دیفرانسـیل     

هـدف در ایـن مقالـه، تحلیـل کمـانش ورق      .شناخته می شود 

رتوتروپیـــک و غیـــر اهـــاي کـــامپوزیتی متقـــارن مســـتطیلی 

ــیم    ــیلی تعمــ ــات دیفرانســ ــه روش مربعــ ــک بــ ایزوتروپیــ

ر، شـرایط تکیـه   تحت بارگـذاري مـورد نظ ـ     (GDQM)یافته

گاهی گیردار و ساده با تعداد لایه هـا و زاویـه هـاي مختلـف     

.الیاف در آن می باشد

اولین مطالعات وسیع در زمینه تحلیل کمانش ورق هـا توسـط   

در مورد ورق هاي بیضوي و حل مسـئله غیـر خطـی    ] 1[پري 

از ]  2[همچنـین نـش و کـولی   .. استاتیکی آن صورت گرفت

تیموشـنکو  . حل مسئله استفاده نمودندروش اغتشاشات جهت 

در کتاب خود اطلاعات زیـادي در مـورد کمـانش    ] 3[و گیر 

در ] 4[بلمـن و کاسـتی   . اشکال گوناگون ورق ها ارائه دادنـد 

، روش مربعات دیفرانسیلی رابه عنوان یک تکنیک 1971سال 

جدیــد بــراي حــل عــددي مســائل مقــدار اولیــه در معــادلات  

هـدف آن هـا   . پاره اي، مطـرح کردنـد   دیفرانسیلی معمولی و

ارائه یک راه حل جدید براي فائق شدن بر مشکلات پایداري 

] 5[در کنار بلمن، مینگل. و حجم محاسبات مسائل عددي بود

در مورد مطالعه مسأله پخش گذاري غیر خطی و تـک بعـدي   

نکته قابـل تأمـل در کـار مینگـل، یکپارچـه      . به کار گرفته شد

در ضرایب وزنی مربـوط بـه مشـتق هـاي      سازي شرایط مرزي

ــد  ــی باش ــن . اول و دوم م ــه روش  ] 6و7[بلم ــرد ک ــق ک تحقی

مربعات دیفرانسیلی بـر اسـاس تقریـب مشـتق توابـع بصـورت       

او معتقد بود که . مجموع وزنی مقادیر تابع بنا نهاده شده است

مشتق جزئی یک تابع نسبت به یک متغیر را می توان بصورت 

دار از مقـادیر تـابع، کـه در تعـدادي     یک ترکیب خطـی وزن  

سـیوان و  . نقاط داخل دامنه آن متغیر قـرار دارنـد، تقریـب زد   

براي اولین بار مسـایل مقـدار مـرزي در حالـت     ] 8[اسلیپسویچ

تک بعدي غیر خطی و دو بعدي خطی را با اسـتفاده از روش  

مربعات دیفرانسـیلی تحلیـل نمودنـد بـه دنبـال مقـالات فـوق،        

یفرانسیـلی براي حـل خمش غیـر خطـی ورق   روش مربعات د

هـاي دایره اي تحت فشار یکنواخت و بار نقطه اي در مرکـز،  

تشــریح دقــت و . بــه کــار گرفتــه شــد] 9و10[توســط اســتریز 

همگرایی روش مربعات دیفرانسیلی در حل طیـف وسـیعی از   

معادلات دیفرانسیلی با ضرایب متغیر وابسته به مسایل پایداري 

ــفح  ــا و ص ــدي تیره ــربورن و پان ــط ش ــورت  ]11[ات، توس ص

کمانش صفحات ایزوتروپ با ضـخامت متغیـر تحـت    . گرفت

بار فشاري تک محوري و کمانش تیر تحت ممان خمشـی در  

آن ها در تحلیل خـود از تعـداد   . این مطالعه بررسی شده است

] 12-17[شـو و همکـاران  . متفاوتی نقاط دقت استفاده نمودند

روش مربعـات دیفرانسـیلی را در   طی تحقیقات خـود کـاربرد   

در ایـن  . حیطه حـل مسـائل سـیالات و جامـدات نشـان دادنـد      
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تحقیـــق کمـــانش ورق ارتوتروپیـــک و غیـــر ایزوتروپیـــک  

مستطیلی تحت شرایط مختلفی از بارگذاري تک محوره و دو 

محوره فشاري بـا توزیـع غیـر یکنواخـت بـا اسـتفاده از روش       

  . رار می گیردقد بررسی مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته مور

  

  ) GDQM( روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته -2

مشتق یک تابع نسبت به یـک متغیـر را مـی تـوان بـه صـورت       

ترکیب خطی وزن دار از مقـادیر تـابع کـه در تعـدادي نقـاط      

  :]15[دامنه محاسبه شده اند، تقریب زد

 )1(    Nixfaxf jij

N

i
ix ...,)()( 2,1

1

 


  

عقـیده استـوار است که مشتـق یـک تـابــع   بـر این ) 1(معادله 

نسبت بـه یـک جــهت مختــصات، مـی توانـد بــه صــورت        

مجمـوع خطـی وزنـی مقــادیر تــابع در تــمام نقــاط داخــل       

بـه عنـوان مثـال    . دامنـه کـه متغیر در آن قرار دارد، بیان گردد

),(مشتق مرتبه اول تابع یک بعدي  txfرا در)i( ین نقطـۀ  ام ـ

مشتقات جزیی مراتـب بـالاتر   . مجزاي شبکه محاسبه می کنیم

!!!!ضرورتاً  به همان صورت خواهند داشت، بنابراین

 )2(                     NitxfCtxf jij

N

j
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),(در رابطه بالا  txf
ix

),(مشتق مرتبه اول   txf  نسبت بهx  

. نقاط مجزاي شبکه می باشدنیز  Nاست و  xi در
 1

ij
C

نیز ضـرایب  

بـه منظـور پیـدا    . وزنی براي تقریب مشتق مرتبه اول می باشـد 

کردن رابطۀ جبري ساده و صریح در تعیین ضرایب وزنی، بـه  

نحوي که هیچ محدودیتی نسبت به انتخاب نقاط شبکه وجود 

ژ  بـه عنـوان   نداشته باشـد، چنـد جملـه اي درون یـابی لاگران ـ    

بـه جـاي چنـد جملـه اي هـاي       g(x)مجموعه توابع آزمـودنی  

  توانی و یا چند جمله اي هاي لژاندر انتخاب می شود 
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!!:تعریف می شود
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مختصـات نقـاط    i= 1 , 2 , … , Nبـراي   xiدر روابـط فـوق   

. ب نمـود دقت می باشند که می توان آن ها را به دلخواه انتخا

  :بدست می آید) 1(در ) 2(با جایگذاري معادلۀ 
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روابط ساده براي محاسبه ) 7(و ) 6(معادلات  1
ijC بدون هیچ

. مـی باشـد   xiه اي محدودیتی نسبت بـه انتخـاب نقـاط شبکـ ـ   

ضرایب وزنی براي مشتقات مرتبه دوم و بالاتر به طـور مشـابه   

این گونه با به کار گیري چند جمله اي درون . بدست می آید

یابی لاگرانژ بعنوان تابع آزمودنی، یک رابطه بازگشـتی بـراي   

و   mضرایب وزنی مرتبه 
 m
ijC آید بدست می.  

)8(     

Nji

Nmji
xx

C
CCmC

ji

m
ij

ij
m

ii
m

ii

,....,2,1,

1,....,3,2
)1(

1


















   

ــه در آن  کــ m
ijC   ــه ــتق مرتبــ ــی مشــ ــرایب وزنــ  mضــ
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 m
iiC     می تواند از رابطۀ مشابه رابطـۀ فـوق بدسـت
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یـک شـکل   ) 9(و ) 8(با معادلات ) 7(و ) 6(بنابراین معادلات 

  ه براي تعیین ضرایب وزنی مرتبۀ اول تا مرتبهعمومی و ساد

 )N-1( اي انتخـاب  ام را می دهدکه در آن هیچ محدودیتی بر

بیان عادلات دیفرانسیلی تعادل ورق م. نقاط دقت وجود ندارد

  :میکند

)10(     

  

  

)11(        

  

yx MM yxگشتاورهاي اعمالی در صفحه و  , NN , 

از جایگذاري روابط . هستند ,yxنیروهاي اعمالی در راستاي

تغییر مکان در معادلات تعادل و با  -کرنش و کرنش -تنش

در نظر گرفتن روابط میان رفتار مکانیکی مواد مرکب و 
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نیروها و ممان هاي اعمالی بر ورق، شکل کلی این معادلات 

  :]18[واهدشدبراي ورق چندلایه بصورت زیر خ
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موقعیت صفحات بالا و پـایین ایـن لایـه را نسـبت بـه صـفحه       

برخی از محققین استفاده از تقریـب  . میانی ورق بیان می کنند

 سختی خمشی کاهش یافتـه  D   در ایـن  . را توصـیه نمودنـد

ــب، اثــر کوپــل هــاي   ــ  ijBتقری ــا ک اهش بصــورت ضــمنی ب

  :ماتریس سختی خمشی به صورت زیر در نظر گرفته می شود

 )16                                        (        BABDD 1  

، معــادلات کمــانش )14(در رابطــه ) 16(بــا قــرار دادن رابطــه 

  :ورق به صورت زیر بدست می آید
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ن دمقاله با توجه به متقارن بو اینه درکر است کذ لازم به

ماتریس ) 16(رابطه  ، بنابراین مطابقاست0ijBورق،

   DD  می باشد.  

  

معـادلات حـاکم بـر کمـانش و شـرایط       رب GDQاعمال  -3

  حاکم بر ورق مرزي

بـر   )GDQM(مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافتـه  با اعمال روش 

له کلی کمانشی حاکم بـر ورق ارتوتروپیـک رابطـه زیـر     معاد

  :]18[ بدست می آید
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نیـز بـه ترتیـب     A , Bمـاتریس هــاي   . مـی باشـد   y , xهـاي  

ماتریس هـاي ضـرایب وزنی مشتق هـاي مختلف در جهــات  

نیز خیز مربـوط بـه گـره اي     Wij .می باشند Y , Xبعد بــدون 

 yامـین در جهـت    j , xامـین در جهـت    iاست که در تقـاطع  

تحقیق حاضر براي دو شرط مرزي ساده و گیـردار  . قرار دارد

  . صورت گرفته است
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حذف و ) 18(با اعمال شرایط مرزي، تعدادي از معادلات 

ترکیب معادلات باقی مانده و شرایط  سپس از. ساده می شوند

مرزي، می توان به یک دستگاه معادلات با مقادیر ویژه به 

]:18[صورت زیر دست یافت
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aPcr زیر نویسd , b   به ترتیب نشان دهندة نقـاط و

بردارهــاي . نـواحی مـرزي و داخلــی مـی باشـند       bd  , ،

ــی      ــرزي و داخل ـــاط م ـــاي نق ــه خیزه ـــوط ب ـــاي مرب برداره

   .نیز بار کمانش غیر ابعادي است . باشند می

و بردارهـاي  ) هـا  i(ویژه، مقادیر ویـژه  با حل مسئله مقدار

، براي بررسـی صـحت نتــایج   . ت می آیدبدس) ها i(ویژه 

 -نتـــایج حاصــل از ســایر مراجــع معتبــر از جملــه حــل رایلــی 

و نیز حل اجزاي محدود مسئله به کمـک نـرم افـزار    ] 19[ریتز

ANSYS 8.0 نتـایج گـزارش شـده بـراي     . گزارش شده است

انواع ورق هاي مرکب و براي بارگذاري هاي یکنواخت تک 

محوري و دو محوري، خطی و سهمی شکل متغیر در راستاي 

x  وy   بارگـذاري هـاي سـهمی شـکل از     . بدست آمـده اسـت

  :]19[روابط زیر پیروي می کنند

  

  ورق ارتوتروپ تحت نیروي جانبی سهمی شکل متغیر  )1(شکل 

  

)24(               

           

  نـیـروي منـتـجه در دو لبـه ورق اسـت  0Nکـه در آن 

  

)25                           (  

0N    ــت ـــرضی ورق اسـ ـــز عـ ـــتجه  در مـرکـ ـــروي مـنـ نـیـ
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  هاشکل بحث بر روي  -4

اپوکسـی در   -مپوزیتی از جـنس گرافیـت  مشخصات ورق کـا 

  .آمده است) 1(جدول 

  

  اپوکسی مورد مطالعه -خصوصیات ورق گرافیت  )1(جدول 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

، ضریب بی بعد نیروي کمانشی ورق ارتوتروپیک )1(نمودار 

)3(عام  NP  اپوکسی و با  -مستطیلی از جنس گرافیت

با تکیه گاه ساده را تحت بارگذاري هاي  2نسبت ابعادي

؛  )  b(  r = 0  ؛)  r = 1   )c(جانبی با توزیع خطی گوناگون 

r = -0.5   )a ((  بر حسب زاویه قرارگیري الیاف به روش

ابق طم( b , aورقی رابه ابعاد  .نشان می دهد GDQعددي 

که تحت نیروي فشاري متغیري قرار دارد و در آن ))1(شکل

نیرو به طور خطی تغییرمی کند، در نظر گرفته، اگر مقدار 
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GDQM(  24(تحلیل کمانش ورق مستطیلی ارتوتروپیک و غیر ایزوتروپیک به روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته 
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(b)

(c)
  

 2کمانش ورق ارتوتروپیک عام مستطیلی بانسبت ابعادي )1( شکل 

  با تکیه گاه ساده تحت بارگذاري هاي جانبی با توزیع خطی 

!!r = 1!!!!c!!!!!!r = 0!!!b!!!!!!r = -0.5!!!!(a :گوناگون 

!!

maxN تراکم  باشد،گرادیانr ،
max

min

N

N
r !! ! !!!!

تحت شرایط یکسان، ضریب نیروي کمانشی نیز rبا افزایش

حداکثر ضریب نیروي  ، r = 1چنانکه براي . افزایش می یابد

به عبارت دیگر با نزدیک شدن . کمانشی گزارش شده است

نیروي کمانشی نیز به شرایط بارگذاري یکنواخت، ضریب 

قابل توجه است که ضریب نیروي کمانشی . افزایش می یابد

به دست آمده براي ورق ارتوتروپیک ویژه به طور محسوس 

  از نتایج حاصل شده براي ورق ارتوتروپیک عام متناظر با آن

(a)

(b)

(c)
  

 بعادياکمانش ورق ارتوتروپیک ویژه مستطیلی بانسبت  )2( شکل 

2  با تکیه گاه ساده تحت بارگذاري هاي جانبی با توزیع خطی

  r = 1!!!!c!!!!!!r = 0!!!b!!!!!!r = -0.5!!!!(a :گوناگون 

  

این تفاوت محسوس به علـت صـفر بـودن مؤلفـه     . بیشتر است

ورق ارتوتروپیک ویژه است،  D26 و D16هاي غیر ایزوتروپ 

پیـک عـام ایـن مؤلفـه هـا غیـر       حال آن که براي ورق ارتوترو

  .صفر خواهند بود

ضریب بی بعد نیروي کمانشی ورق ارتوتروپیـک   )2( شکل  

اپوکـــسی، بــا  -مســتطیلی از جــنس گرافیــت) NP(ویــژه 

را تحت بارگذاري جانبی با توزیع خطی  2نسبت ابعـادي 

= r؛  )  r = 1   )c(گونـاگون   0  )b  (  ؛r = -0.5   )a ((   بـا
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تکیـه گاه ساده بر حسب زاویـه قــرارگیري الیــاف بـه روش    

مشـخص   شـکل  بـا مشـاهده   . نشـان مـی دهـد   GDQعـددي 

خواهد شد که روند تغییرات ضریب نیروي کمانشی بر حسب 

زاویه قرارگیري الیاف براي بارگذاري هاي جـانبی بـا توزیـع    

همان گونه که مشخص مـی  . ه استخطی مختلف تقریباً مشاب

باشد در این جا نیز ماننـد ورق ارتوتروپیـک عـام بـا افـزایش      

گرادیان تراکم تحت شرایط یکسان، ضریب نیروي کمانشـی  

بیشـترین ضـریب   ،   r = 1به نحوي که براي  . افزایش می یابد

همچنـین از مقایسـه سـه    . نیروي کمانشی گزارش شـده اسـت  

می شود که حساسیت ضریب نیروي مشاهده  cو  bو a شکل 

کمانشی نسبت به زاویه قرارگیري الیاف بـا افـزایش گرادیـان    

کمتـرین   r = -0.5به نحوي که براي . تراکم، افزایش می یابد

حساسیت نسبت به زاویه جهت گیري الیاف مشاهده می شود، 

.این حساسیت حداکثر است r = 1در حالی که در 

  

  

  

  

  

  

  

  

تکیه کمانش ورق ارتوتروپیک و غیر ایزوتروپیک مستطیلی با  )3( شکل 

!!GDQگاه گیردار تحت بار تک محوري یکنواخت به روش 

!!

مقـــایسه کـــمانش ورق ارتـوتـــروپیک و غیــر    ) 3( شــکل 

اپوکسی را با  -لایه مستطیلی از جنس گرافیت 3ایزوتروپیک 

تکیــه گــاه گیــردار تحــت بارگــذاري فشــاري تــک محــوري 

بــر حســب شــکل ظــاهري ورق بــه روش عــددي  یکنواخــت 

GDQ این مقایسه به منظور نشان دادن تفـاوت  . نشان می دهد

رفتار کمانشـی ورق ارتوتروپیـک و غیـر ایزوتروپیـک بـراي      

دهـد کـه رفتـار     نشـان مـی   شـکل  . باشـد  تکیه گاه گیردار مـی 

کمانشی هر دو نوع ورق تحت شـرایط یکسـان بارگـذاري و    

به است، با این تفاوت که ضریب نیروي گاهی، کاملاً مشا تکیه

کمانشـی بـراي ورق ارتوتروپیــک بیشـتر از ضـریب نـیـــروي     

ایـن اخــتلاف   (کـمانش براي ورق غـیر ایـزوتـروپیک اسـت  

نکته قابل توجه حساسیت کم ضـریب  ). است% 12در حـدود 

به نحوي که با افزایش . می باشد 3نیروي کمانشی براي 

تـأثیر قابـل    3ضریب نسبت شکل ظـاهري ورق پـس از   

اي در ضــریب نیــروي کمــانش نخواهــد داشــت، بــه  ملاحظــه

ضـریب نیـروي    12طوري که تا ضـریب شـکل ظـاهري    

  .کمانشی تقریباً ثابت است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

با تکیه  تطیلیکمانش ورق ارتوتروپیک و غیر ایزوتروپیک مس )4( شکل 

  GDQگاه ساده تحت بار گذاري تک محوري به روش 

  

مقـــایسه کـــمانش ورق ارتـــوتروپیک و غـــیر    ) 4( شــکل 

اپوکسـی   -لایه مستطـیلی از جنس گـرافیت 3ایـزوتـروپیـک 

را با تکـیه گاه سـاده تحت بارگذاري فـشاري تک محــوري  

یکنواخت بـر حسـب شکــل ظــاهري ورق بـه روش عـددي       

GDQ دهد نشان می .  

رفتار کمانشی هـر دو نـوع ورق تحـت شـرایط      ،شکل مطابق 

گاهی، کاملاً یکسـان اسـت، بـا ایـن      یکسان بارگذاري و تکیه

تفاوت که ضریب نیروي کمانش ورق ارتوتروپیک کمتـر از  

. از ضریب نیروي کمانشی ورق غیرایزوتروپ بیشتر اسـت % 3

 ــ   ــوع ش ــر دو ن ــراي ه ــی ب ــروي کمانش ــریب نی ــد ض رایط رون

گاهی تحـت شـرایط بارگـذاري یکسـان رونـدي مشـابه        تکیه

است، با این تفاوت کـه تحـت شـرایط تکیـه گـاهی گیـردار       

  .ضریب نیروي کمانشی نسبت به تکیه گاه ساده بالاتر است

لایـه   3مقایسه کمانش ورق ارتوتروپیک مستطیلی ) 5( شکل 

هاي مختلف مواد مرکب بـا تکیـه گـاه گیـردار را      براي جنس

حــت بــار دو محــوري فشــاري یکنواخــت بــر حســب زاویــه ت

  .دهد نشان می GDQقرارگیري الیاف به روش عددي 
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GDQM(  24(تحلیل کمانش ورق مستطیلی ارتوتروپیک و غیر ایزوتروپیک به روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته 

  

  

  

  

  

  

  

  

کمانش ورق ارتوتروپیک مستطیلی با تکیه گاه گیردار تحت  )5( شکل 

دو محوري فشاري یکنواخت براي مواد مرکب مختلف به روش بار 

GDQ  

مـواد مرکـب بـر     این مقایسه به منظـور نشـان دادن تـأثیر نـوع    

ــه اســت   ــروي کمانشــی صــورت گرفت ــه . ضــریب نی از مقایس

شود که بـا   هاي رسم شده نتیجه میشکل خواص این مواد  با 

، مقـدار ضـریب نیـروي کمانشـی تحـت شـرایط       E11افـزایش  

  .یابد گاهی یکسان افزایش می بارگذاري و تکیه

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 ه گاه سـاده تحتکمانش ورق ارتوتروپیک مستطیلی با تکـی  )6( شکل 

و تک محوري فشاري یکنواخت yبارهاي سهمی شکل متغیر در راستاي 

)3(مقایسه کمانش ورق ارتوتروپیک عـام  ) 6( شکل  NP 

گاه ساده تحت  اپوکسی را با تکیه -مستطیلی از جنس گرافیت

و تـک محـوري     yبارگذاري سهمی شکل متغیـر در راسـتاي   

هاي ظاهري گوناگون بر حسب  براي شکل فشاري یکنواخت

. دهــد نشــان مــی  GDQگیــري الیــاف بــه روش  زاویــه جهــت

شود که روند تغییرات ضریب نیروي کمانشـی بـر    مشاهده می

حسب زاویه قرارگیري الیاف تحت دو نوع بارگذاري سهمی 

و تـک محـوري فشـاري یکنواخـت      yشکل متغیر در راستاي 

لحـاظ کمـی داراي اخـتلاف    باشـند و فقـط از    مشابه هـم مـی  

گـر   این مطلب بیان. باشد می% 12این اختلاف حداکثر . هستند

توان روند ضریب نیروي کمـانش بـراي ورق    آن است که می

را  yارتوتروپیک با بارگذاري سهمی شکل متغیر در راسـتاي  

با توجه به رفتار همان ورق تحت شرایط بارگذاري یکنواخت 

با افزایش ضریب شکل ظـاهري   ل شکدر این . بینی کرد پیش

ورق براي هر زاویه خاص، ضـریب نیـروي کمـانش افـزایش     

درجـه، ضـریب نیـروي     45به عنوان مثال براي زاویـه  . یابد می

، بزرگتر از ضریب نیروي کمـانش بـراي   1کمانش براي 

2  ــر از ضــریب نیــروي کمــانش ــراي  و آن نیــز بزرگت ب

5 است.  

  

مقایسه ضریب نیروي کمانش ورق ارتوتروپیک مستطیلی با  )2(جدول 

تحت بارگذاري هاي سهمی شکل  2تکیه گاه ساده و نسبت ابعـادي  

  GDQو  R-Rمتغیر در راستاي طولی و عرضی  به دو روش 

  

  
  

است نتایج ضریب نیروي مشخص ) 2(همانطور که از جدول 

کمانش ورق ارتوتروپیک مستطیلی با تکیه گاه ساده و نسبت 

تحت بارگذاري هاي سهمی شـکل متغیـر در    2ابعـادي  

بــا هــم  GDQو  R-Rراســتاي طــولی و عرضــی  بــه دو روش 

هماهنگی بسیار خوبی دارنـد و حـداکثر خطـاي دو روش در    

ن مطلب نیز دقت بالاي الگوریتم روش ای. می باشد% 3حدود 

  . دیفرانسیلی تعمیم یافته را نشان می دهد مربعات

ــکل  ــک  )7( شــ ــانش ورق ارتوتروپیــ ــه اي برکمــ ، مقایســ

)3(عــام NP اپوکســی را بــا  -مســتطیلی از جــنس گرافیــت

گاه ساده تحت بارگذاري سهمی شکل متغیر در راسـتاي   تکیه

هاي  شاري یکنواخت بر حسب شکلعرضی و تک محوري ف

  ریتزاست -و رایلی  GDQهاي  ظاهري گوناگون به روش
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نکته قابل توجه مشابهت روند ضـریب نیـروي کمـانش بـراي     

  .دو

  

  

  

  

  

  

  

  

دو کمانش ورق ارتوتروپیک مستطیلی با تکیه گاه ساده تحت  ) 7( شکل 

نوع بار گذاري سهمی شکل متغیر در راستاي عرضی و تک محوري 

  شاري یکنواختف

  

ــتاي    ــر در راس ــهمی شــکل متغی ــذاري س ــوع بارگ ــک  yن و ت

این مشـابهت فقـط در رونـد    . محوري فشاري یکنواخت است

شود و از لحاظ کمی داراي اختلاف  مشاهده می شکل کیفی 

شـود ضـریب نیـروي کمـانش      که مشاهده می به طوري. است

ورق ارتوتروپیــک عــام مســتطیلی بــا تکیــه گــاه ســاده تحــت 

% 88رگذاري تـک محـوري فشـاري یکنواخـت در حـدود      با

ضریب نیروي کمانشی همان ورق با شرایط یکسان هندسی و 

 yتکیه گاهی تحت بارگذاري سهمی شکل متغیر در راسـتاي  

توان نیروي کمانشی ورق  شود که می بنابراین  نتیجه می. است

ارتوتروپیک عام با تکیه گـاه سـاده تحـت بـار سـهمی شـکل       

در نیروي کمانشی  15/1را با یک ضریب  y راستايمتغیر در 

گــاهی تحــت  همـان ورق بــا شــرایط یکســان هندسـی و تکیــه  

  .بارگذاري تک محوري یکنواخت محاسبه کرد

کمانش ورق لمینیت تک لایه مستطیلی از جنس )  8(  شکل 

را بـا تکیـه گـاه     2اپوکسی بـا نسـبت ابعـادي     -گرافیت

حـت بارگـذاري فشـاري دو محـوري یکنواخـت بـر       گیردار ت

هاي گوناگون  حسب زاویه قرارگیري الیاف براي تقسیم بندي

XN وYN  به روش عدديGDQ نشان می دهد.  

بنـدي هـاي    این مقایسه به منظور نشان دادن تأثیر تعداد تقسـیم 

ضـریب نیـروي کمانشـی    بر روي ) تعداد نقاط دقت(محوري 

ــه اســت ــد   شــکل از . صــورت گرفت مشــخص اســت کــه رون

  تغییرات ضریب نیروي کمانشی براي انواع مختلف 

  

  

  

  

  

  

  

  

کـمانش ورق لمینیت تک لایه مستطـیلی با تکیه گاه   گیردار  ) 8(  شکل 

بندي  در تقسیمGDQ تحت بار دو محوري فشاري یکنواخت به روش

  هاي گوناگون

  

ها، روندي کاملاً نزولی است و همواره با افـزایش   ديبن تقسیم

قرارگیري الیاف، ضریب نیـروي کمانشـی کـاهش مـی     زاویه 

مشخص است که رونـد ضـریب نیـروي کمانشـی بـراي      . یابد

هاي محوري گوناگون، مشابه اسـت و بـه مقـدار     تقسیم بندي

هر چند کـه ایـن   . باشند بسیار کمی از لحاظ کمی متفاوت می

اچیز است، ولی مشاهده می شود که با کاهش تعداد اختلاف ن

تقسیم بندي هاي محـوري، ضـریب نیـروي کمانشـی انـدکی      

  .بالاتر می رود

  

  نهایی نتیجه گیري -5

همان گـونه که ملاحظـه گردیـد روش مربعــات دیفرانسـیلی    

تعمیم یافته، یک روش کارآمد و قابل اطمینـان بـراي تحلیـل    

این روش توانــایی تخمـین بسـیار    . کمانش را ارائـه می دهـد

  . خوب استحکـام کمانشی سـازه را داراست

این مقاله نشان مـی دهـد کـه روش مربعـات دیفرانسـیلی          -

. تعمـیم یافتــه قابلیــت تعیــین تمــامی بارهــاي کـــمانشی رادارد 

همچنین دقت ایـن روش بـا افــزایش تعــداد نقــاط دقـت یـا        

اثر تعـداد نقاط . می شودافـزایش درجـه چنـد جملـه اي زیاد 

دقت در همگـرایی بار کمانش بررسـی گــردید و نشـان داده    

ــا نقــاط دقــت   ـــایج دقیقــی را   1717شــد کــه ب ــوان نت مــی ت
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GDQM(  24(تحلیل کمانش ورق مستطیلی ارتوتروپیک و غیر ایزوتروپیک به روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته 

در کـــاربرد ایــن روش اســتفاده از حـــداقل . استخـــراج نمــود

  .چنین تعـداد نقـاطی توصیـه می گردد

بـراي   همان گونه که نشان داده شد ضریب نیروي کمانش   -

ورق ارتوتروپیــک بــا تکیــه گــاه گیــردار در شــرایط یکســان  

  .بارگذاري، به مراتب بالاتر از تکیه گاه ساده است

ي از حالـت  ودتـا حـد   رفتار ورق هـاي ارتوتروپیـک عـام     -

بـه طـوري کـه    . ارتوتروپیک ویژه نظیرش متفاوت مـی باشـد  

ملاحظــه مــی شــود ضـــریب نیــروي کمــانش بـــراي ورق      

بالاتر از ضریب نیروي کمـانش بـراي ورق    ارتوتروپیک ویژه

اهمیــت مولفــه هـــاي غیــر . ارتوتروپیــک عــام نظیــرش اســت

مولفـه هـاي   (ایزوتروپ
2616 , DD  (    در طــراحی لایـه هــاي

کامپوزیتی جـدارنازك به خـوبی تأیید شـده است، به طـوري 

که حذف آن ها منجربه یک تخمین بدون ملاحظـه اي شـده   

  .تبع آن اختلاف ایـجاد خواهد کرد که به

تفاوت نسبی بین حالت ارتوتروپیک ویژه و عام به گرادیان   -

،  0.5-بـه   1تراکم بستگی دارد و با تغییـر گرادیـان تـراکم از    

  .این تفاوت کاهش می یابد

ضریب نیروي کمانش ورق ارتوتروپیک وغیرایزوتروپیک   -

از لحـاظ  ) ضنسبت طول به عر(بر حسب شکل ظاهري ورق 

کیفی روندي کاملاً مشابهت دارنـد و بـه لحـاظ مقـداري نیـز      

ضریب کمانشی براي ورق ارتوتروپیک کمـی بیشـتر از ورق   

ایـن اخـتلاف در تکیـه گـاه هـاي      . غیر ایزوتروپیک می باشد

  .می باشد% 12و در تکیه گاه گیر دار حدود%  4ساده کمتر از 

پیـک بــراي   ضـریب نیـروي کمانشـی ورق ارتوترو    شکل   -

جــنس هـــاي مختلــف کامپوزیــت تحــت شـــرایط یکســـان ، 

روندي مشـابه با هـم دارند وبه لحـاظ مقـداري نیز با افـزایش 

11E ضریب نیـروي کمـانش افزایش می یابد ،.  

ضریب نیروي کمانش ورق ارتوتروپیک بر حسـب نسـبت     -

می شکل متغیر در طـول به عرض براي دو نوع بارگذاري سه

 "و بار گـذاري یکنـواخت تک محــوري کامــلا    xراستـاي 

متفاوت است ، این درحـالی است که براي دو نوع بارگذاري 

و بارگذاري یکنواخت تـک   yسهمی شکل متغیر در راستاي 

محوري،  ضریب نیروي کمانشی روند کاملاً مشـابهی دارد و 

بیــن آن هــا     %12فقط یـک اخـتلاف مقــداري در حــدود     

ضریب نیروي کمـانشی براي بارگـذاري متغیــر  (وجـود دارد 

بیشــتر از بــار گـــذاري تــک %   12، در حــدود yدر راستـــاي 

ایـن اخـتلاف مقــداري بـا روش     ). محـوري یکـنواخت است

ریتز نیـز کاملاً تایید مـی شود و این بدان معنـی است  _رایلی 

شی ورق ارتـوتـــروپیک کـه مـــی تــوان رفتــار نیــروي کمـــان  

را از طریـق  yتحت بار گذاري سهمی شکل متغیر در راستاي 

ــرب یـــک ضـــریب    در نیـــروي کمــــانشی ورق   15/1ضـ

ارتوتروپیک تحت بـار گــذاري تـک مــحوري یکــنواخت      

  .پیش بینی نمود

ها مشخص است که روند تغییرات ضریب نیـروي  شکل از   -

بـر حسـب   کمانش  هم بر حسب شـکل ظـاهري ورق  و هـم    

 -و رایلـی GDQزاویه جهت گیري الیاف براي هـر دو روش  

توان گفت کـه نتـایج روش    به نحوي که می. ریتز مشابه است

را تأییـد و   GDQریتز تا حد قابل قبـولی نتـایج روش    -رایلی

  .دهد سطح بالاي دقت نتایج را نشان می

تحقیق مقایسه اي بین بار کمانشـی در مـواد مرکـب    این در  -

بـا  فشـاري در صـفحه   و شـامل بارگـذاري   شده انجام  مختلف

کنواخت دو محوره در اعمال نیروي هـاي فشـاري   توزیع غیری

  .می باشد يجدید کاراز این نظر که صفحه است رد
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