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 دو بعدي خطي با استفاده از روش بدون المان مسائل مقدار مرزي تحليل
 كالوكيشن هرميتي

 
 2مهرداد فروتن      *،1محمدامين بهرامي

 
 mabahrami@email.iauksh.ac.ir :نويسنده مسئول *

 
 چكيده

 ضعيف شكل روشهاي بدون المان بااين روش . گيرد خطي مورد استفاده قرار ميمقدار مرزيروش بدون المان كالوكيشن براي حل مسائل 
گيري عددي مانند لذا محدوديتهاي انتگرال. گيري عددي نداردبندي سلولي و انتگرال و احتياجي به شبكهمتفاوت استمانند روش گالركين 

 حاكم بر مسئله تعيين اي  پاره رانسيل معادلات ديف قويشكلتوانند مستقيماً از معادلات جدا شده ميزمانبر بودن حل و دقت حل را ندارد و 
در اين مقاله براي اعمال شرايط  .استخصوص در حالت وجود شرايط مرزي شامل مشتق  ه اما مشكل اساسي اين روش ناپايداري حل ب.شوند

اي بهبود بخشيده ل ملاحظه استفاده از اين توابع شكل دقت حل را به طور قابكه ، چنانمرزي شامل مشتق از توابع شكل هرميتي استفاده شده
اي بر روي دقت حل مورد بررسي قرار همچنين اثر پارامترهاي مختلف مانند نوع توابع وزن، مرتبه بردار پايه، پارامتر اتساع و توزيع گره. است

 .گرفته است
 

. خطييمسائل مقدار مرزروش بدون المان كالوكيشن، كالوكيشن هرميتي، شرط مرزي مشتق،  : كليديهاي واژه

                                                 
 .مركز روانسر دانشگاه آزاد اسلامي ، دانشكده مكانيك،مربي - 1
 .رازي كرمانشاه دانشگاه  استاديار، دانشكده مكانيك،- 2
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   مقدمه-1
ابتدا بايد معادلات  سازي هر پديدة فيزيكي شبيهبراي 

اي حاكم بر آن پديده را يافت و سپس به حل ديفرانسيل پاره
معادلات ديفرانسيل كه حل بسياري از  از آنجايي. آن پرداخت

 سخت و يا غيرممكن است لذا براي حل آنها از اي پاره
 .]1[شودروشهاي عددي استفاده مي

 بعدي خطي  مسائل مقدار مرزي دو به تحليل مقالهدر اين 
 قوي كالوكيشن پرداخته شكلبا استفاده از روش بدون المان 

 ضعيف بدون المان احتياج به شكلروشهاي . شده است
 نيستند مشطور كامل بدون  هگيري عددي دارند و بانتگرال

ليل  براي تح و]2[بندي سلولي دارنديعني احتياج به شبكه
 از اين رو براي تحليل اين نوع .نيستندمسائل خطي به صرفه 

 قوي كالوكيشن استفاده شده شكلمسئله از روش بدون المان 
روش بدون المان كالوكيشن يك روش كاملاً بدون . است

 قوي معادلات براي شكل و از استالمان و بدون انتگرال 
به نقاطي به اين روش مسئله را . كندتحليل مسئله استفاده مي

كند و با تعريف توابع شكل براي هر گره به نام گره تقسيم مي
 . پردازدتقريب تابع در هر گره پرداخته و به حل مسئله مي

براي اعمال شرايط مرزي در روش بدون المان 
هاي كالوكيشن نيازي به وجود شرط دلتاي كرونيكر در گره

وي معادلات  قشكلمرزي نيست و براي اعمال شرط مرزي از 
همچنين در روش بدون المان . شودمرزي مسئله استفاده مي

 علاوه بر ارضاء شرايط مرزي اساسي بايد شرايط ، قويشكل
 .نيز ارضا شود DBC 1) طبيعي(مرزي مشتق 

يكي از مشكلات روش بدون المان كالوكيشن وجود 
  كه حل را به شدت ناپايدار استشرايط مرزي مشتق 

 به اين مشكل پرداخته شده است مقالهاين در ]. 5[كندمي
كردن وتكنيكي براي اعمال اين نوع شرط مرزي براي پايدار 

 2 نوع هرميتي ازي روشكالوكيشن روش.  استشدهحل ارائه 
 كه با استفاده از توابع شكل هرميتي به حل اين مشكل است

                                                 
1- Derivative Boundary Conditions 

2- Hermite Type Meshfree Collocation Method 

 عنوان بههاي روي مرز مشتق، متغير مشتق  و براي گرهپردازد مي
  ].4[كند درجه آزادي اضافي اضافه مييك

ك طرح ميانيابي هرميتي را در روش تفاضل ليسكا ي
براي بهبود دقت روش كالوكيشن پيشنهاد  3محدود تعميم يافته

خطي وابع شكل هرميتي در حل مسائل غيرت. ]5[داده است
 دهدافزايش مي   دقت حل را ،داراي شرط مرزي مشتق

 استفاده شده MLS 4اله از تقريب همچنين در اين مق .]6و2[
 . رجوع شود]3[ كه براي اطلاع بيشتر به مرجع است

در ابتدا براي پي بردن به دقت روش بدون المان 
 مسئله دو بعدي يكبار با شرايط مرزي ،كالوكيشن در حل

. مشتق حل شده استمرزي بدون مشتق و بار ديگر با شرايط 
ميتي حل شده ونتايج سپس همين مسئله با روش كالوكيشن هر

 در اين مقاله مسئله دوبعدي .با نتايج واقعي مقايسه شده است
 . استهلمهولتز برده شده مسئله كار به
  

) MLS(توابع شكل حداقل مربعات متحرك  -2
 نوع هرميتي

 است MLS نوع هرميتي يك بسط از MLSتوابع شكل 
) 1(در شكل . در ادامه به شرح آن پرداخته شده استكه 

 متغيرهايي صورت به DBهاي مشتقات نرمال تابع در گره
اند و مقادير اي مطرح شدهعلاوه بر متغيرهاي مقادير توابع گره

 آنها برابر است با
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3- Generalized Finite Difference Method 

4- Moving Least-Squares Approximation 
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  درجات آزادي اضافيصورت بهدرونيابي هرميتي با مشتقات نرمال ) 1(شكل 

 

 زير نوشته صورت به) 1(معادله  ، DBهاي اي همه گرهبر
 :شودمي
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  زير استصورت به ماتريس شكل هب) 3 (رابطه

)4                      (                                             aPU Ds  
 

sUكه   اي كه همة مشتقات نرمال مقادير گره برداري است
 : و داريمگيرد را در بر ميDBهاي تابع در گره
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 mP  ماتريس وايمتغيرهاي مقادير توابع گره sU كه
 :شود مي زير تعريف صورت به
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)(كه در آن n۱،۲,...,iWi 
  ضريب وزن مربوط به مقدار تابع

)(ام در حوزه اثر است و iبراي گره  DB
DB
j n,,,jW ...21
 

iW تابع وزن. ام استDB ، jضريب وزن مربوط به گره 
  

DB .د بردن هر تابع وزني تعيين شوكار بهتواند با مي
jW
 نيز 

DB همچنين تابع وزن. تواند با هرتابع وزني تعيين شودمي
jW
 

jW تواند با استفاده ازمي
 داريمبراي مثال. تعيين شود : 

)15  (                                        )( DB
j

DB
j xxWW 




1 

 .تواند تعيين شود يك ثابت است كه قبل از تحليل ميكه 
 آيند ميدست به زير صورت به aضرايب مجهول 

)16(                                     D
S

TT UWPPWPa )()(
 1 

 شود زير ميصورت به huمقدار 
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S
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S
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 1 

هايي از  ابع شكل هرميتي در يك گره كه گرهبنابراين بردار تو
 . در حوزه اثر آن باشند به صورت زير خواهد بودDBنوع 

)18   ( }{ H
n

H
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H
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T
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                11 
)(كه ,n,,ii ...21       تابع شكل مرتبط با گرهi     ام در حوزه اثـر
)(و DB

DB
j ,n,,j ...21 كل مرتبط با گره تابع ش j،ام   DB 

 .]4[ است 
 

 روش بدون المان كالوكيشن -3
وسيله معادلات ديفرانسيل عادي مرتبه  همعادلات حاكم ب

 زير صورت به   در حوزه يك بعدي(ODE)دوم عمومي 
 :در نظر گرفته شده است

)19(       )()()()( xquxA
dx

du
xA

dx

ud
xA A12

2
2 

 و 2A و 1A  ضرايب،سكالر مجهول است تابع ميدان اuكه 
A اند و ممكن است وابسته به داده شدهxد ون باش Aq  يك

 xتواند تابعي از  ميهمچنين  منبع داده شده است كه شرط
 :دو نوع از شرايط مرزي وجود دارند. باشد

   :) DBC( مشتقشرايط مرزي 

)20(                         )()()( xquxB
dx

du
xB B1                                                                

xيك نقطه روي مرز مشتق  DBاست . B1  وB 
 اند و داده شده  x توابعي از صورت به

B
q  منبع شرطيك 

 .است  DB داده شده روي
 :لهشرايط مرزي دريك

)21(                                                           uxu )( 
x روي مرز دريكلة يك نقطه u و u مقدار ويژه براي 

 .ميدان تابع است

گره   Nb = NDB + Nu گره داخلي وNdفرض كنيد 
 تعداد گره هاي روي مرز مشتق  NDBمرزي وجود دارد كه 

 .هاي روي مرز دريكله هستند  تعداد گرهNuو 
ظر ن را در )2( در شكل حوزه يك بعدي نشان داده شده

 . روي مرز مشتق استxL روي مرز دريكله و x1 و بگيريد كه
 گره Nدامنه مسئله بوسيله  . Nu 1 =  وNDB =1بنابراين 

 . گره داخلي وجود داردN – 2از اين رو  .جايگذاري شده است
 

 
 

. برده شده در حوزه مسئله يك بعديكار بهاي توزيع گره) 2(شكل  

 
 نوع هرميتي  MLS از توابع شكل بدون المان استفادهبا 
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 بع شكل مربوط به درجه آزادي مشتقتا H واست هرميتي

Nu است. us  اي است و ار مجموعه مقادير توابع گرهبردنيز
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ها را  DB حوزه اثرش گره بنابراين براي يك گره داخلي كه
  بردن معادلهكار به  از KIاي  ماتريس گره.شودشامل مي

  :آيد ميدست بهشود ه دوباره نوشته ميك )19(
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 ارضا xN در DBدو معادله بايد در گره  ،DBبراي گره 
است كه نتايج در ) 19(يكي معادله اين دو معادله،  .شود
و ديگري شود ميين ز جايگKNاي مشابه گره يسماتر

 براي گره KN+1اي است كه ماتريس گره) 20 (معادله
 :شودمي زير نوشته صورت به  xNكالوكيشن در
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 :نظر گرفته شده است
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 شرايط مرزي دريكله 
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  حل دقيق آن برابر است باو
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 بايد به بررسي اين مسئله بدون DBCبراي نشان دادن تاثير 
ه  ها با شرايط دريكلDBCشرايط مرزي طبيعي پرداخت لذا 

 :دشونزير جايگزين مي
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، 4 با تابع وزن اسپيلاين مرتبه 21×21اي مسئله با توزيع گره
به روش  DBC، با 2، بردار پايه مرتبه 4/2 اتساع پارامتر

) 35(با استفاده از رابطه كالوكيشن هرميتي تحليل شده و 
 :آيد ميدست بهدرصد خطا در هر گره 
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ها براي نمودار درصد خطا براي تمام گره) 3(كه شكل 
بيشترين ميزان داراي مسئلة بالا را نشان مي دهد كه مرزها 

براي ) 36(شاخص كلي خطا با استفاده از معادله  .ستخطا
 .مقايسه خطاها تعريف شده است
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پارامتر اتساع يكي از فاكتورهايي است كه بر دقت حل تاثير 
نمودار پارامتر اتساع بر حسب ) 5(و ) 4(شكل . زيادي دارد

درصد خطا را براي روش كالوكيشن مستقيم و كالوكيشن 
 كمترين ميزان خطا =dmax 4/2دهد كه در هرميتي نشان مي

 .را دارند
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 .ها در روش كالوكيشن هرميتيصد خطا براي تمام گرهنمودار در) 3(شكل

 

مرتبه بردار پايه، نوع تابع وزن، پارامتر اتساع و توزيع 
اي بر دقت حل مسئله تاثير زيادي دارد و با انتخاب گره

) 6(شكل .  دست يافت مورد نظرتوان به دقتمناسب مي
مقايسه روشهاي بدون المان كالوكيشن مستقيم و هرميتي با 

  .استمختلف  ايو توزيع گرهتوابع وزن 
 

 
 

  نمودار درصد خطا برحسب پارامتر اتساع در روش ) 4(شكل
  .كالوكيشن مستقيم

  

  
نمودار درصد خطا برحسب پارامتر اتساع در روش كالوكيشن ) 5(شكل

.هرميتي  

 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

ي اي برادرصد خطا برحسب توزيع گرهلگاريتمي نمودار ) 6(شكل
  .روشهاي كالوكيشن مستقيم و هرميتي حالتهاي مختلف

 

  گيري   نتيجه-5
شكل روشهاي بدون المان كالوكيشن نسبت به روشهاي   

بندي آسانتر و كارايي بيشتري  ضعيف بدون المان داراي فرمول
توان به با انتخاب پارامترهاي مناسب براي هر روش مي. است

در صورت نبود ل شده حبراي مسئله . دقت خوبي از حل رسيد
 روش كالوكيشن مستقيم با تابع وزن ،شرط مرزي مشتق

 دقت خوبي را نتيجه 4/2 و پارامتر اتساع 4اسپيلاين مرتبه 
 در روش ، صورت وجود شرط مرزي مشتق در.دهدمي

 دقت 4/2كالوكيشن مستقيم با تابع وزن گوسي و پارامتر اتساع 
ت در صورت وجود اما بيشترين دق. آيد ميدست بهبهتري 

 براي روش كالوكيشن هرميتي  با تابع وزن ،شرط مرزي مشتق
  .است 4/2 و پارامتر اتساع 4اسپيلاين مرتبه 
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