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لايه در محيط حرارتي بـا      هاي كربني چند  تحليل رفتار ارتعاشات غير خطي نانولوله     
  استفاده از مدل غيرموضعي تير تيموشنكو

  3نژاد آزاربني، حبيب رمضان2، رضا انصاري*،1نژاد گياشيابوالحسن نظري

    nazarinezhad@iauroudbar.ac.ir :نويسنده مسئول*

  هاي كليدي واژه  چكيده
موضعي تير تيموشنكو، مدلي غير خطي از رفتار  غيريين مقاله بر اساس تئوردر ا

كربني چند لايه روي بستر الاستيك در محيط حرارتي ارائه هايارتعاشاتي نانولوله
كارگيري تئوري تير تيموشنكو و تئوري الاستيسيته غيرموضعي با به. شودمي

ز اثرات مقياس كوچك در تحليل ارينگن، اثرات اينرسي و تغيير شكل برشي و ني
ها، اثر متقابل كنش بين لايهبه منظور مدل كردن نيروي برهم. شوندحاضر لحاظ مي

از روش هارمونيك . استها بر همديگر در نظر گرفته شدهوندروالسي تمام لايه
خطي حاكم بر رفتار سيستم و استخراج تابع  حل دستگاه معادلات غيريبالانس برا
اين روش نسبت به . شودگاه ساده استفاده ميتحت شرايط مرزي تكيهفركانسي 

است، روش هارمونيك بالانس جزيي كه در مطالعات قبلي مورد استفاده قرار گرفته
هندسي نانولوله مانند  يتأثير پارامترها .باشدو داراي دقت قابل قبولي ميتر ساده

 محيطي مانند اثرات ضريب بستر ها، نسبت طول به قطر خارجي و شرايط تعداد لايه
ها لولهخطي نانوموضعي بر فركانس غيرالاستيك، دما و همچنين تأثير پارامتر غير

 روابط كلي يخطي ارائه شده داراتحليل ارتعاشات غير. گيرندمورد بررسي قرار مي
ه  نانولوله كربني با هر تعداد لاييكه اين روابط قابل استفاده براطوريبوده، به
لايه نشان لايه و سهلايه، دوهاي تك نانو لولهينتايج بدست آمده برا. هستند

ها، مقدار ضريب بستر دهند كه افزايش در پارامترهايي همچون تعداد لايهمي
الاستيك، نسبت طول به قطر خارجي و دما باعث كاهش سطوح پاسخ فركانس 

همچنين . كند ميل ميخطي به سمت فركانس خطيخطي شده و فركانس غيرغير
دهد كه  برنولي نشان مي-  از تئوريهاي تير تيموشنكو و تير اويلرمقايسه نتايج حاصل

تفاوت پاسخ فركانسي اين دو تئوري در طولهاي كوتاه نانولوله بوده و نتايج اين دو 
  .شوندكديگر همگرا مييتئوري در طولهاي بلند به سمت 

  

غيرموضعي  يچندلايه، تئور كربنينانولوله
تيموشنكو، روش هارمونيك بالانس، محيط 

  .حرارتي

                                                 
 .رودبارواحد  دانشگاه آزاداسلامي ، مربي-1

 .دانشگاه گيلان،  استاديار-2

 .دانشگاه گيلان،   دانشجوي دكتري-3
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   مقدمه-1
 به گسترش علم 1990هاي كربني در سال كشف نانولوله

نانوتكنولوژي و ارائه مقالات و افزايش دانش فني و مهندسي اين 
فرد خواص منحصر به. [1]استشاخه از علم منجر شده

طور ها بهگونه نانوسازه ناست تا ايهاي كربني باعث شده نانولوله
كاربرد كامپوزيتها نانو ابزارها والكترونيك، نانواي در نانوگسترده
 يهالولهفرد نانوبههاي منحصر از ويژگي. ]5-2 [باشند داشته
طور به] 8-6[ است، خواص مكانيكي چشمگير آنها يكربن

ه در  صد برابر سفتي فولاد بوديكربنيهالوله نانويمثال سفت
  .استحاليكه وزنشان يك ششم وزن فولاد 

هاي پيوسته، شماري از محققان براي مدل بر اساس مكانيك محيط
 و] 18-9[ از تئوريهاي تير هاكردن رفتارهاي مكانيكي نانوسازه

 كلاسيك تير و يدر تئوريها. اند كردهاستفاده] 20-19[ پوسته
 .شودنظر ميفپوسته از اثرات اندازه در مقياسهاي كوچك صر

، بر ]22-21 [توسط ارينگن ما، در تئوري غيرموضعي ارائه شدها
كلاسيك، تانسور تنش در يك نقطه  خلاف مكانيك پيوسته

مرجع تنها به تانسور كرنش در آن نقطه وابسته نيست، بلكه تابعي 
اين امر سبب در نظر . از تانسور كرنش در تمامي نقاط ماده است

خلي و لحاظ كردن طبيعت غيرپيوسته گرفتن طول مشخصه دا
هاي مختلفي شامل با بيان اين نظريه، تحليل. شودنانوسازه مي

ها در محدوده  نانوسازهي رويهاي ارتعاشاتي و كمانشتحليل
  ].20-19،15،12[است  رفتار خطي انجام شده

 دهد كه اكثراً مروري بر مقالات ارائه شده در دبيره نشان مي
لايه و دولايه مورد كربني تكهاي  نانولولهرفتار مكانيكي

همچنين معادلات ارائه شده كلي . استتوجه محققان بوده 
لايه را هاي چنديل نانولولهل تحينبوده و قابليت كاربرد برا

هاي چندلايه كه اين، در مورد نانولوله بر علاوه. دارا نيستند
 مؤثرند،  در نيروهاي وندروالسي بر روي رفتار مكانيكي آنها

والسي فقط بين شده موجود نيروي وندركار گرفتهمدلهاي به
 ياست و از اثر نيروهاشده مجاور در نظر گرفتهيهالايه
  .شودمجاور صرفنظر مي غيريهاوالسي لايهوندر

 برنولي -اويلر تير) كلاسيك(مدل موضعي  انصاري و همكاران 
هاي كربني در نولولهبراي تحليل رفتار ارتعاشات غيرخطي نا

همچنين، روش حل  ]23[. كار گرفته شده استمحيط حرارتي به

. ارائه شده در مقاله مذكور، روش هارمونيك بالانس جزيي است
مدل تير تيموشنكو با توجه به در نظر گرفتن اثرات اينرسي و 

 برنولي به -تر نسبت به مدل تير اويلرتغييرشكل برشي مدلي كامل
 شد، تئوريهاي همچنين، همانگونه كه پيشتر اشاره. دروشمار مي

از . گرفتن اثرات اندازه كوچك نيستندكلاسيك قادر به درنظر
رو، هدف اصلي از ارائه اين مقاله، بسط سيستماتيك مدل اين

غيرموضعي تير تيموشنكو براي مطالعه ارتعاشات غير خطي 
محيط هاي كربني چندلايه روي بستر الاستيك در نانولوله

كار گرفته شده براي استخراج  روش بهاز طرفي. حرارتي است
فركانس غيرخطي، روش هارمونيك بالانس است كه بسيار 

تر و داراي دقت كافي نسبت به روش هارمونيك بالانس ساده
براي محاسبه فركانس غير خطي جزيي بوده و براي اولين بار 

 يكارگيربا به. ردگيهاي كربني مورد استفاده قرار مينانولوله
 يروش هارمونيك بالانس، دستگاه معادلات مورد نياز برا

 يصورت تابعي از دامنه براخطي بهمحاسبه فركانس غير
صورت كلي استخراج   با هر تعداد لايه بهيكربننانولوله

، ضريب يموضعدر اين مقاله، اثرات پارامتر غير. شود مي
ها ر خارجي و تعداد لايهبستر الاستيك، دما، نسبت طول به قط

همچنين نتايج . گيرد مورد بررسي قرار مييبر پاسخ فركانس
 و تيموشنكو نيز با هم برنولي -حاصل از دو تئوري تير اويلر

لازم به ذكر است كه بر پايه مدل توسعه . شوند مقايسه مي
 يها رو، اثر وندروالسي متقابل تمام لايهتحقيقافته در اين ي

  . شود  مييكديگر لحاظ
  
   معادلات حاكم-2

 ، چگاليE، مدول يانگ Lكربني با طول يك نانولوله) 1(شكل 
 و سطح مقطع Aدهد  را روي بستر الاستيك نشان مي.  

  
  

  .[10]كربني چند لايه روي بستر الاستيك شماتيك يك نانولوله) 1(شكل 
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ل موضعي تير تيموشنكو، معادله ديفرانسيبا توجه به تئوري غير
صورت زير بيان  م بر رفتار غير خطي سيستم بهحاك
  :[11]شودمي

 








 )())(( 
x

w
kGA

x
EI

t
ael 2

2
2

2221































xx

w
kGA

t

w
aeA

 2
2

2
2221 ))(   

)1(               ),( txP
x

w
Ndx

x

w

l

EA
l

t 


































  2

22

2


  

),() 1(در رابطه  txPالعمل تواند اثر فشار ناشي از عكسمي
 لوله و بستر الاستيك العمل بينوالسي و يا عكسنيروهاي وندر

العمل وندروالسي به صورت عكس. با توجه به مدل وينكلر باشد
  شودزير تعريف مي
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),(و هرگاه txpالعمل بين لوله و بستر الاستيك در عكس
  :شودصورت زير تعريف ميراستاي عرضي باشد به

)5(  waektxp ))((),( 221    

ه خاطر فشاري است كه از طرف ب) 5(علامت منفي در رابطه 
 kلوله وارد شده كهجايي نانوالاستيك در خلاف جهت جابهبستر

همچنين نيروي ناشي از دما نيز . ضريب بستر الاستيك است
Taصورتبه

EA
N xt 21 شده كه در آن تعريفxa ضريب 

. باشد ضريب پواسون مي دما و x، Tنفوذ دمايي در راستاي 
 حاكم بر رفتار يخطغير ياپاره دستگاه معادلات ديفرانسيل

  :آيددست مي بهيجايصورت تابعي از زمان و جابه نانولوله به
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  روش حل هارمونيك بالانس -3
 لايه Nكه براي يك نانولوله را ) 7(دستگاه معادلات 

صورت زير صورت فشرده شده بهتوان بهاست ميآمده دستبه
  .بيان كرد
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  :زير بي بعد به صورت يبا بكارگيري پارامترها
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  :شودنويسي ميصورت زير باز به) 8(معادله 
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يري همانطور كه قبلاً اشاره شد يكي از اهداف اين مقاله بكارگ
روش هارمونيك بالانس براي حل دستگاه معادلات غيرخطي 

در اين روش . باشدهاي چندلايه ميحاكم بر رفتار نانولوله
شود كه با توجه به ماهيت هارمونيك بودن رفتار فرض مي
از سري فوريه ) 9(هاي چندلايه، حل دستگاه معادلات نانولوله

  :زير پيروي كند
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در دستگاه ) 10(با قرار دادن حل فرضي بيان شده در رابطه 
و بسط هر يك از جملات سري فوريه و برابر ) 9(معادلات 

  cos  قرار دادن ضرايب جملات مشابه هارمونيك، ضرايب
، كه اساس روش هارمونيك بالانس است، معادلات cos 3 و

  استخراج استجبري زير قابل 
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را ) 12(و) 11(ه شده در روابط يمعادلات غيرخطي ارا
 براي 1ازاي مقداري مشخص از توان به مي
ninii ,...,,,,, 21 و ninii ,...,,,, 32   

  .كردحل 
  
   نانولولهي پاسخ فركانس غير خطي برا-4

، = TPa 1/1Eه كربني مورد مطالعه داراي مدول الاستيسيتنانولوله
31300، چگالي، 6/0ik ضريب برشي mkg /، طول 

nm 45l =قطر خارجي ، nmd 3قطر داخلي ، nmdi 3 ،
nmt ضخامت 340/ ،161061 ضريب نفوذ  Kx / ،

CT دما، /30 ضريب پواسون 50 و ضريب بستر 
2710 الاستيك برابر mNk / است .  

مقايسه بين مدل موضعي و غيرموضعي تير ) 4(تا ) 2(شكلهاي 
لايه، دولايه و تيموشنكو را به ترتيب براي نانوله كربني تك

  .  دهدلايه نشان ميسه
پايه بر حسب طول نانولوله كربني در اين نمودارها فركانس 

هاي مطابق اين نمودارها براي طول. نشان داده شده است
موضعي تير تيموشنكو داراي نسبتاً بلند، دو مدل موضعي و غير

فركانسهاي برابر بوده و تأثير پارامتر غيرموضعي در طولهاي 
 همچنين با افزايش مقدار پارامتر. شودكوتاه مشاهده مي

تري را به خود غيرموضعي، مقدار فركانس پايه سطوح پايين
  .دهداختصاص مي

  
  

  

 .تأثير پارامتر غير موضعي بر فركانس پايه نانولوله تك لايه) 2(شكل 

 
  

  .تأثير پارامتر غير موضعي بر فركانس پايه نانولوله دو لايه ) 3(شكل
 

 
  

 .ركانس پايه نانولوله سه لايه فتأثير پارامتر غير موضعي بر) 4(شكل

لايه، هاي كربني تكرفتار چهار فركانس پايه اول نانولوله
) 5 (هاي شكللايه بر حسب طول نانولوله به ترتيب در دولايه، سه

  .نشان داده شده است) 7(تا 
هاي كوتاه زياد بوده و با  اختلاف بين اين مقادير در طول

كانسهاي پايه اول تا افزايش طول اختلاف بين سطوح فر
nmae در اين نمودارها. ابديچهارم كاهش مي 50/است .  
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 .تأثير افزايش مود بر فركانس پايه نانولوله تك لايه ) 5(شكل

 

  .تأثير افزايش مود بر فركانس پايه نانولوله دو لايه ) 6(شكل

 

 

 .سه لايه تأثير افزايش مود بر فركانس پايه نانولوله ) 7(شكل

را  مقايسه رفتار چهار فركانس پايه ) 10(تا ) 8(نمودارهاي 
هاي  برنولي و تيموشنكو براي نانولوله-بين دو مدل تير اويلر

  . دهدلايه نشان ميلايه، دولايه و سهكربني تك
هاي كربني بلند دو مدل رفتاري يكسان داشته در براي نانولوله

طر عدم در نظر گرفتن اثرات خاحاليكه در طولهاي كوتاه به
 برنولي، اين -تغييرشكل برشي و اينرسي در مدل تير اويلر

مدل نسبت به مدل تير تيموشنكو تخمين بالاتري را براي 
  .كندفركانسهاي پايه ارايه مي

  
برنولي و تيموشنكو در تخمين چهار  -مقايسه بين مدل تير اويلر) 8(شكل

 .لايهي تكفركانس پايه براي نانولوله كربن

  
برنولي و تيموشنكو در تخمين چهار -مقايسه بين مدل تير اويلر) 9(شكل

 .لايهفركانس پايه براي نانولوله كربني دو

 
  

برنولي و تيموشنكو در تخمين چهار  -مقايسه بين مدل تير اويلر) 10(شكل
 .لايهفركانس پايه براي نانولوله كربني سه
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خطي نانولوله بر فركانس غيري بستر الاستيك تأثير ضريب سفت
نشان داده ) 12(و ) 11(هاي دولايه و سه لايه به ترتيب در شكل

با توجه به اين نمودارها با افزايش مقدار ضريب بستر . استشده
خطي با خطي به فركانس الاستيك نرخ نسبت فركانس غير

يك بيشتر يابد و بستر با ضريب الاستافزايش دامنه كاهش مي
  . دهدرفتار غير خطي سيستم را به سمت رفتار خطي ميل مي

  

 
  

تأثير ضريب بستر الاستيك بر پاسخ فركانس غير خطي براي ) 11(شكل 
  .نانولوله كربني دولايه

 
  

تأثير ضريب بستر الاستيك بر پاسخ فركانس غير خطي براي ) 12(شكل 
  .لايهنانولوله كربني سه

  

نيز تأثير نسبت طول به قطر ) 14(و ) 13(هاي همچنين شكل
 يخارجي را بر نسبت فركانس غيرخطي به فركانس خطي برا

در اين نمودارها نيز با . دهدلايه نشان ميسه لايه ولوله دونانو
خطي به افزايش نسبت طول به قطر خارجي، فركانس غير

بدين معنا كه براي نسبت طول . شودفركانس خطي نزديك مي
  .نظر كرد خطي صرفتوان از اثر غير خارجي بزرگ ميبه قطر

 
 تأثير نسبت طول به قطر خارجي بر پاسخ فركانس غير خطي) 13(شكل

 . نانولوله كربني دولايه يبرا
 

 

 تأثير نسبت طول به قطر خارجي بر پاسخ فركانس غير خطي) 14(شكل

  لايه نانولوله كربني سهيبرا

) 15(لايه در شكل ي نانولوله كربني سهاثر دماي پايين و بالا نيز رو
 در حالت دما بالا كه ضريب نفوذ. نشان داده شده است

161011  Kx /  است، نسبت فركانس غيرخطي به
فركانس خطي سطح بالاتري را نسبت به دماي صفر و دماي پايين 

161061با ضريب نفوذ  Kx / دهد مي به خود اختصاص.  

 
161011(تأثير دما بالا ) 15(شكل  Kx /( و دما پايين

)161011  Kx / (نانولوله كربني يبرا روي فركانس غيرخطي 
 لايهسه
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  ي نتيجه گير-5
 تير تيموشنكو، معادلات يموضع غيرياساس تئور در اين مقاله بر
هاي  نانولولهييك حاكم بر رفتار ديناميخط غيريديفرانسيل جزي
 يكارگير هلايه به صورت كلي استخراج شدند و با بكربني چند

 يروش هارمونيك بالانس و تابع شكل متناسب با شرايط مرز
دست  ه تابع زمان بيگاه ساده، معادلات ديفرانسيل معمولتكيه
برخلاف مطالعات گذشته، در اين مقاله به منظور مدل . آمدند

ها، اثر متقابل وندروالسي تمام  بين لايهكنش برهميكردن نيرو
با توجه به در نظر گرفتن . ها بر همديگر در نظر گرفته شدلايه

اثرات تغيير شكل برشي و اينرسي در تئوري تير تيموشنكو، در 
 -نانولوله نسبت به مدل تير اويلرتر از رفتار اين تئوري مدلي كامل

دهد كه در وري نشان ميمقايسه اين دو تئ. شودبرنولي ارائه مي
طولهاي كوتاه اثرات تغيير شكل برشي واينرسي كاملاً محسوس 

ه مدل تير تري را نسبت ببوده و مدل تير تيموشنكو تخمين پايين
ولي با افزايش طول نانولوله، پاسخ . دهد برنولي ارايه مي -اويلر

همچنين اثر . شوندفركانسي اين دو مدل به يكديگر همگرا مي
به قطر  مانند نسبت طول يكربن نانولولهي هندسيامترهاپار

 حاكم مانند ضريب يهچنين اثرات محيطخارجي، تعداد لايه،
 بر پاسخ فركانسي يموضعبستر الاستيك، دما و اثر پارامتر غير

.  قرار گرفتنديلايه مورد بررسلايه و سهلايه، دوهاي تكلولهنانو
ها، نسبت طول به ايش تعداد لايهبا توجه به نتايج حاصل، با افز

قطر خارجي، ضريب بستر الاستيك و دما پاسخ فركانسي سطوح 
به عبارت ديگر، نسبت . دهد را به خود اختصاص مييترپايين

 نزديك شده و رفتار ي به فركانس خطيخطفركانس غير
با افزايش . كند ميل ميي به رفتار خطيكربن نانولولهيخطغير

 كوتاه يها طوليازا  نيز فركانس پايه بهيموضعپارامتر غير
 با افزايش طول ي را به خود اختصاص داده وليترسطوح پايين

  .نظركردن است تأثير اين پارامتر قابل صرف
  

  فهرست علائم
 L (m)  طول

  t (m)  ضخامت
)/(  چگالي 3mkg  

)(  سطح مقطع 2mA  
mR)(  ه امين لايjشعاع  j  

)/(  مدول يانگ 2mNE  

  υ  ضريب پواسون

)/(  ضريب بستر الاستيك 2mNK  
)/(  ضريب وندروالسي 2mNcij  

)(  دما CT   
)(  xضريب نفوذ دمايي در راستاي  1Kx  

 NNt)(  دمانيرو ناشي از 

)/(   فركانس srad 

)/(  مدول برشي 2mNG 
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