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  بـستر الاسـتيك،    ثير حرارت بر كمانش پيچشي نانولوله كربني دو جـداره تحـت             أت

  پاسترناكنوع 

   3 مهر  مهدي محمدي،2  محمدشريف زارعي،*،1 علي قربانپور آراني

   aghorban@kashanu.ac.ir :  نويسنده مسئول*

  هاي كليدي واژه  چكيده
له كربني دوجداره بر بستر الاستيك از        اثر حرارت روي كمانش پيچشي نانولو      مقالهدر اين   

همچنـين بـر اسـاس مـدل مكانيـك پيوسـته غيرموضـعي،              . است  نوع پاسترناك بررسي شده   
دست آمده، سپس اين معادلات به        اي به   معادلات حاكم بر كمانش براي يك پوسته استوانه       

 محـيط   در ايـن تحقيـق عـلاوه بـر حـرارت و           . انـد   يك نانو لوله دوجداره تعمـيم داده شـده        
. انـد  الاستيك، اثر مقياس كوچك طـول و نيروهـاي واندروالـسي نيـز در نظـر گرفتـه شـده                  

و جـداره  ) محـيط الاسـتيك  (سـازي بـرهمكنش بـين مـاتريس پليمـري       همچنين براي شـبيه   
دهنـد    نتايج عددي اين تحليل نشان مي     . است  بيروني نانولوله از مدل پاسترناك استفاده شده      

علاوه بـر ايـن كمـانش بـراي مـدل           . افتد  ر مودهاي مياني اتفاق مي    كه بار بحراني كمانش د    
 مؤيـد آن اسـت     عـلاوه بـر ايـن نتـايج         . افتد  پاسترناك نسبت به مدل وينكلر ديرتر اتفاق مي       

كه محيط الاستيك بسيار صلب اسـت، بـار كمـانش بـراي هـر دو مـدل وينكلـر و                       هنگامي
شود كـه بـار كمـانش بـا           مي مشاهدهين  همچن. پاسترناك مستقل از مقدار اين دو مدل است       

  . يابد افزايش تغييرات دمايي كاهش مي
  

  

نانولوله كربني دوجداره، كمانش حرارتي، 
هاي پيوسته غيرموضعي،  مكانيك محيط

  .محيط الاستيك، مدل پاسترناك

  
  

                                                 
  .كاشان دانشگاه هندسي،م دانشكده دانشيار، -1
  .كاشان دانشگاه مهندسي، دانشكده  دانشجوي دكتري،-2
  .كاشان دانشگاه مهندسي، دانشكده استاديار، -3
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    مقدمه-1
كشف ] 1[ توسط آيجيما1991كربني در سال   هاي  نانولوله
 اين مواد مطالعه بر روي ستثنايي خواص ا به دليلشد،

 مكانيكي، شيميايي و نيز الكتريكي آنها بسيار مورد رفتارهاي
اي در اين زمينه انجام  توجه قرار گرفته و تحقيقات گسترده

هاي كربني زماني كه تحت نيروي   نانولوله]. 4-2[است شده
هاي بزرگ،   با زاويه گيرند دچار خمش فشاري قرار مي

اخيراً مطالعات زيادي . شوند ستيك و كمانش ميتابيدگي الا
جداره و  هاي كربني تك هاي بزرگ نانولوله درباره تغيير شكل

جداره ناشي از كمانش، خمش و نيز پيچش انجام  چند
تحقيق درباره كمانش نانولوله كربني تحت ]. 5[است گرفته

بارهاي محوري و جانبي با استفاده از مدل مكانيك كلاسيك 
اما تعداد مقالات منتشر شده ]. 6[انجام شده استبسيار  تاكنون

هاي كربني بسيار كمتر بوده  در زمينه كمانش پيچشي نانولوله
و از طرفي در بيشتر تحقيقات گذشته مدل مكانيك كلاسيك 

 مدل الاستيك غيرموضعي  اما اخيراً.است پيوسته استفاده شده 
هاي حاصل از مدل  به خاطر تطابق نتايج آن با داده] 7[ارينگن

در مقياس نانو، . گيرد ديناميك مولكولي مورد استفاده قرار مي
كه مقداري برابر   C – Cبه دليل كوچكي اندازه طول باند

 نانومتر دارد، نيروهاي بين اتمي اهميت زيادي پيدا 142/0
كرده كه اين موضوع در تئوري الاستيسيته غيرموضعي 

 .گيرد ارينگن مورد توجه قرارمي

هاي پليمري تقويت شده توسط  امروزه نانوكامپوزيت
ها  هاي كربني، به دليل استحكام بالا و سبكي وزن آن نانولوله

بنابراين در تحليل كمانش . اند بسيارمورد توجه قرار گرفته
هاي كربني لازم است كه اثر ماتريس پليمري نيز در نظر  نانولوله

اي تحليل كمانش، اثر براي اين منظور محققان بر. گرفته شود
نيروي عمودي منتقل شده از نانولوله به محيط الاستيك را با 

اي از  كنند كه به صورت مجموعه سازي مي مدل وينكلر شبيه
اما مدل . شود فنرهاي عمودي و غير وابسته به هم مدل مي

مدل . گيرد وينكلر اثر نيروهاي برشي منتقل شده را در نظر نمي
تر مورد استفاده قرار گرفته و هر دو دومي كه تاكنون كم

گيرد و از مدل قبلي  هاي عمودي و برشي را در نظر مي نيروي
هاي  است كه در آن المان] 8[ تر است، مدل پاسترناك نيز دقيق

 .شوند سازي مي محيط الاستيك به هم پيوسته شبيه

Cتغيير دما سبب افزايش يا كاهش طول باند C  شده و
باعث ايجاد نيروهاي محوري و محيطي در نانولوله كربني 

تواند در ايجاد كمانش نانولوله  گردد كه  اين عامل مي مي
 باشد، بنابراين تحليل حرارتي نانولوله كربني از مؤثركربني 

اثر ] 9[مورمو و پرادهان . اهميت بسزايي برخوردار است
مدل  با استفاده از جداره را حرارت بر پايداري نانولوله تك

كارگيري مدل  هآنها با ب. اند آورده دست بهبرنولي -تير اويلر
وينكلر و نيز تئوري الاستيسيته غيرموضعي ارينگن، كمانش 

 .اند ره را در دماهاي بالا بررسي كردهجدا نانولوله تك
اي و  با استفاده از مدل پوسته استوانه] 10[شنگجي و كايزين

تئوري مكانيك پيوسته كمانش پيچشي كارگيري  هنيز با ب
يك نانولوله كربني دو جداره را مورد بررسي قرار دادند 
آنها در تحليلشان اثر محيط الاستيك را توسط مدل وينكلر 

سازي كردند و نشان دادند كه با سخت تر شدن محيط  شبيه
  . يابد الاستيك باركمانش بحراني نيز افزايش مي

لوله كربني دو جداره در محيط مطالعه رفتار كمانش نانو
الاستيك از نوع وينكلر توسط محققان زيادي انجام گرفته 
است، اما تحليل كمانش پيچشي نانولوله كربني دوجداره در 
محيط الاستيك از نوع پاسترناك تحت بارهاي حرارتي و با 

 در اي  پوسته استوانهاستفاده از تئوري الاستيك غير موضعي
تحليل . شود به ندرت ديده مير شده ميان مقالات منتش

حاضر با مورد توجه قراردادن پارامترهاي ذكر شده، كمانش 
پيچشي نانولوله دوجداره را براي تغيير دماهاي بالا بر بستر 

  . دهدالاستيك مورد بررسي قرار مي
  
  اي الاستيك غيرموضعي  مدل پوسته استوانه-2

 به xر نقطهمعادلات ساختاري تنش غير موضعي ارينگن د
  :]11[شكل زير است

)1( )()()( xvdxHxx ij
v

ij   

)2( klijklijij CTH   

)3(  laelxklx /,)/||()()||(    1222 
 كرنش هوك -، روابط تنش)3( تا )1(با استفاده از معادلات 

  :شود به صورت زير نوشته مي
)4( TCae }{}{][}{][   2221  
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اي جـدار    تغيير مكان در يـك پوسـته اسـتوانه    -رنشروابط ك 
تـوان بـه صـورت زيـر           را مـي   h  و ضخامت  R نازك به شعاع  

  :]12[ نوشت
)5                                                      (zwu xxxx ,,   
)6                                   ()( ,, zw

R
w

R   11   

)7       (                         zw
R

u
R xx   ,,,

11   
هـا در صـفحه ميـاني بـه شـكل زيـر               نيروهاي غشايي و ممـان    

  :شود نوشته مي

)8            ( 
 2

2

2

2

h

h ijij

h

h ijij dzzMdzN  ,  

  :شود معادلات تعادل به شكل زير نوشته مي
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ــب   ــادل و تركي ــادلات تع ــتن مع ــا نوش ــته  ب ــراي پوس ــا ب  آنه
  ]:12[آيد  ميدست بهاي، رابطه زير  استوانه
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با استفاده از تئوري پوسته، تابع تنش بـراي نيروهـاي غـشايي             
  :]10[شود يغيرموضعي به صورت زير تعريف م
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در اين تحقيق تنها نيروهاي پيچشي و حرارتي در نظر گرفتـه            
و ) 12(بــا رابطــه ) 10(انــد، بنــابراين بــا تركيــب معادلــه  شــده
كننـده كمـانش نانولولـه       سازي آن، رابطه زير كـه بيـان        خطي

  :آيد  ميدست بهكربني است؛ 
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صــورت زيــر تعريــف  بــه) 13(نيروهــاي حرارتــي درمعادلــه 
  :شوند مي

)14              (T
Eh

NT
hE

N TxT
x 



 

 



 11 ,  

ــشتاو  ــوع گ ــي مجم ــه دوجــداره  از طرف ــه نانولول ــالي ب ر اعم
  :باشد صورت زير مي به
)15                                                        (21 MMM   

علاوه بر اين گشتاور اعمالي به شعاع داخلـي و خـارجي نيـز              
  :توان نوشت بنابراين مي. بستگي دارند

)16              (22
2

21
121 22 R

M

R

M
NNN xxx


    

بنــي مجــاور، نيروهــاي   در حــد فاصــل بــين دو نانولولــه كر   
واندروالسي وجود دارند كه تـابعي از تغييـر شـكل فـضاي بـين               

ا توسط مدل لنارد جـونز توصـيف مـي          اين نيروه . هستنداي    لايه
 نـانومتر   34/0اي حدود     از آنجا كه فضاي تعادلي بين لايه      . شوند
باشد، بنابراين اگر نيروي خارجي به نانولوله اعمال شود ايـن             مي

فضاي تعادلي تغييـر كـرده و باعـث ايجـاد نيـروي واندروالـسي               
 و همچنين نيروي واندروالسي بين دو لايه مجاور خطي   . شود  مي

يك نانولولـه دوجـداره     ) 1(شكل  . ]13[مخالف همديگر هستند  
  .دهد كه در محيط الاستيك قراردارد را نشان مي

  
 . نانو لوله كربني دو جداره بر بستر الاستيك) 1(شكل 
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صـورت زيـر نوشـته       فشار واندروالسي براي دو لايه مجاور به      
  :شود مي

)17                    (1111   iRpRp i
V

iiri
V

iir ,)()(  
)18(                          111   iwwcp ii

V
iir ,)()( 

از طرفي عبارت فشار حاصل از محيط الاستيك به شكل زير           
  :است

)19                            (22  iwGwKp iiw
em ,  

بــه طــور كلــي فــشار ناشــي از نيــروي واندروالــسي و محــيط 
  :زير بازنويسي كردتوان به صورت  الاستيك را مي

)20                           (
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گاه ساده، جابجايي در راسـتاي        با توجه به شرايط مرزي تكيه     
  :شودشعاعي به صورت زير بيان مي

)21       (21,,,)sin(  i
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m
nxAw mmii

  
به ترتيب تعداد نيم موج سينوسي طولي و تعـداد            n  و  m كه

  .باشند محيطي ميكامل موج
براي نـانو لولـه كربنـي    ) 13(در معادله ) 21(با قراردادن رابطه  
  :شود اي به شكل زير حاصل مي  دو جداره رابطه
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لازم اسـت كـه     ) 22( آوردن حل غير صفر رابطه      دست  بهبراي  
 در نتيجه مقـادير    . دترمينان ماتريس ضرايب برابر با صفر شود      

  .آيند  ميدست بهنيروهاي پيچشي بحراني 
  
  گيري نتيجه -3

مشخصات هندسـي، مكـانيكي و حرارتـي نـانو لولـه كربنـي              
  :]13[ و ]12[دنوشدوجداره به صورت زير تعريف مي
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دهـد كـه باركمـانش        نتايج حاصـل از ايـن تحليـل نـشان مـي           
),(),( بحراني برشـي در مودهـاي      1221nm     اتفـاق افتـاده 

بار كمـانش در    . باشد   مي N/m 631347/0 كه مقدار آن برابر   
مودهــاي طــولي پــايين بــه مراتــب بيــشتر از بــار كمــانش در  

  ).2(مودهاي بالاتر است شكل
، ابتـدا بـا     Gدهد كه باركمانش با افزايش    نشان مي ) 3(شكل  

. يابـد  ب كـاهش مـي  شيب تند زياد شده، اما به تدريج اين شي   
  .  شود ، شيب تقريباً صفر ميmطوري كه با افزايش  به

 

  
  

  . بر حسب مودهاي كمانش طولي و محيطيپيچشي بار كمانش )2(شكل
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  ) G( بار كمانش پيچشي برحسب ثابت برشي نوع پاسترناك)3(شكل 
  .در دماهاي بالا

  

ــكل ــانش پيچــشي برحــسب  ) 4 ( ش ــار كم ــايwK ب   در دم
KT 400  را  براي مقادير مختلف Gنتايج . دهد  نمايش مي
ــه ــشان مــي دســت ب ــده ن ــار كمــانش پيچــشي   آم دهــد كــه ب

فونداسيون پاسترناك بيشتر از فونداسـيون وينكلـر بـوده و بـا             
ــزايش ــرايG اف 35  ب mNKw /  ــزايش ــانش اف ــار كم ، ب

 تاثير ثابت برشـي نـوع پاسـترناك         wKاما با افزايش  . يابد  مي
)G (  نش پيچشي ناچيزگرديده و در    روي بار كما G   هاي بـالا

 .شود منتهي مي 5/26 (N/m) مقدار بار كمانش به مقدار ثابت

  
  . در دماي بالاG نسبت به مدول برشي پيچشي بار كمانش )4 (شكل

  

 برحـسب    m بار كمـانش بـراي مودهـاي مختلـف        ) 5(در شكل 
)( ثابت فنري نوع وينكلر    wK    نتـايج نـشان    . اسـت   ترسيم شـده

 اتفـاق  wK  و  = 4mدهد كه كمترين بار كمـانش در  مي
همچنين پيداست . باشد   ميN/m09/9  افتد و مقدار آن برابر مي

35 كه براي mNKw /     2 مقادير بـار كمـانش بـراي m =  
 مقدار بـار  mكمترين و سپس با افزايش  = m 6 بيشترين، براي

  .شود كمانش زياد مي

  
  . بار كمانش پيچشي بر حسب  مدول وينكلر در دماي بالا)5(شكل 

تحليـل كمـانش حرارتـي نانولولـه كربنـي دو جـداره بـر بـستر         
 .اسـت   نشان داده شده  ) 6(الاستيك از نوع پاسترناك در شكل       

طـوري كـه      بار كمانش كاسته شده، بـه  T با افزايش  مطابق آن 
   ، = K 1000T تـا   = K400T  و از =2m بـار كمـانش بـراي   

تـوان مـشاهده نمـود كـه        همچنـين مـي   . يابـد  كاهش مـي   %2/5
  .شود  كم ميm ، با افزايشT وابستگي بار كمانش به

  

  
  . بار كمانش پيچشي بر حسب تغييرات دما)6(شكل 

  
  فهرست علائم

iA  ثابت حقيقي 

a كربن-طول باند كربن ) m(   
c اي  ضريب برهمكنش لايه)/( 3mN  

ijC   ل الاستيكتانسور مدو 
D سختي خمشي پوستهJ 

E مدول يانگ  
e   ثابت ماده 
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  تأثير حرارت بر كمانش پيچشي نانولوله كربني دو جداره تحت بستر الاستيك، نوع  پاسترناك

 
 

16

F  تابع تنش  
 
G 

   )N/m (مدول برشي
ijH   تانسور تنش موضعي 
k   تابع بسل 
wK )/( مدول وينكلر  3mN  

L  طول نانولوله)m(  
m , n مود كمانش محيطي و طولي  

TT
x NN  ,   نيروي حرارتي محيطي و طولي 

ixN    نيروي برشي 
emp   فشار محيط الاستيك 
V

irp   فشار واندروالسي 
xxQ  ,,   نيروهاي برشي 

iR   ها  نانولوله شعاع 
T تغييرات دما  
u,v,w گانه جابجايي در جهات سه  

|)(| xx    تابع كرنل 
 ,x  

   طوليضرايب انبساط محيطي و
ij   تانسور تنش حرارتي  

ij   تانسور كرنش  
ij   تانسور تنش غيرموضعي 
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