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اي عمودي با كف     سازه در تحليل ارتعاشات آزاد مخازن استوانه       -البرهمكنش سي 

   تابعيمتغيرپذير از جنس مواد  انعطاف
  3، احسان عسكري*،2، مجتبي محزون1علي اكبر شفيعي

  mahzoon@shirazu.ac.ir:  نويسنده مسئول*

  هاي كليدي واژه  چكيده
 ايرسي مسئله ارتعاش آزاد يك مخزن با جداره اسـتوانه         تحليلي براي بر  در اين مقاله يك روش نيمه     

خصوصيات مواد،  .  تابعي حاوي سيال ارائه شده است      متغيرپذير از جنس مواد     صلب و كف انعطاف   
مطابق يك تابع تواني، سيگموئيد يا نمايي بر حسب كسر حجمي مـواد تـشكيل دهنـده، در راسـتاي                 

ناپذير فرض شده و پتانسيل سرعت      لزج و تراكم  يرصورت غ   سيال به . ضخامت ورق توزيع شده است    
در اين مطالعه بـرهمكنش بـين سـيال و سـازه            . صورت بسط توابع ويژه فرمولبندي شده است      سيال به 
اسـتخراج   ريتز - ريلي  و مشخصات ديناميكي سيستم در تماس با سيال با استفاده از روش            شدهلحاظ  

آزمايـشگاهي و    آمده، با نتايج     دست  بهئوري نتايج    ت به منظور بررسي اعتبار و دقت روش      . شده است 
همچنـين بـه منظـور      . عددي موجود در مقالات قبلي انجـام شـده در ايـن زمينـه مقايـسه شـده اسـت                   

در نهايت اثر متغيرهاي    .  از يك تحليل المان محدود نيز استفاده شده است         حاضراعتبارسنجي روش   
 تابعي و ارتفاع متغير، كسر حجمي مواد )شماره مودها (هيمتفاوتي از جمله تعداد قطرها و دواير گر   

  . آمده استدست بهسيال روي رفتار ديناميكي سيستم در تماس با سيال 

  

ســازه، مــواد  -ارتعاشــات آزاد، بــرهمكنش ســيال
  . ريتز، بسط توابع ويژه- تابعي، روش ريليمتغير

                                                 
  . كارشناسي ارشد، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه شيراز، شيراز، ايران-1
  . دانشيار، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه شيراز، شيراز، ايران-2
  .، دانشكده مهندسي پزشكي، دانشگاه مك كووري، سيدني، استراليايدانشجوي دكترا -3
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   مقدمه-1
 1 سازه–لدر بسياري از مسائل مهندسي، مسئله برهمكنش سيا

توان به طراحي و ساخت به عنوان مثال مي. خوردبه چشم مي
  سدهاي آبي، مخازن نگهداري آب و نفت، ساخت 

هاي انتقال دهنده اي و لوله، راكتورهاي هسته2كرافتهاور
 3 از مسائل بيومكانيكاي نهايت طيف گستردهدر سيال و

ت در  حمل سيالاماننددر برخي از اين مسائل . اشاره كرد
مخازن، سازه داراي حركت جسم صلب و حركت ارتعاشي 

 سيال هم كه قسمتي از حركت خود را به نهايتدر و است
 داراي همين نوع حركت ستدليل مجاورت با سازه دارا

به نوبه خود اهميت و پيچيدگي اين امر  كه استپيچيده 
 بررسي و تحليل .سازدسازه را مشخص مي كنش سيالبرهم

در زيرا  استساز  العاده مهم و سرنوشت  مسائل فوقاين گونه
  .با حفظ جان انسانها در ارتباط استفوق بسياري از موارد 

هاي در اندركنش سازههاي حل براي ارتعاشات آزاد روش
، نيمه هاي تحليليروش: شوند گروه تقسيم ميسهبا سيال به 

نيمه بررسي حاضر بر ارائه كردن روشي .  و عدديتحليلي
 .ستاسازه متمركز شده -تحليلي براي مسائل اندركنش سيال

 سالهاي زيادي مورد ، با سيالدر تماسارتعاشات ورق مدور 
ارتعاش آزاد يك ورق مدور قرار  .مطالعه قرار گرفته است

براي [1] گرفته روي سطح آزاد سيال توسط كيم و كواك
 مورد [2]هاي متقارن و در حالت كلي توسط كواكمود
 با ورق در تماسدر اين مطالعه سيال . ي قرار گرفتبررس
  . نهايت در نظر گرفته شده استصورت نيمه بي به

 ارتعاشات در مورد مسئله  تحقيقي آزمايشگاهي و تئوري[3]چيبا
اي حاوي سيال با جداره صلب و هيدروالاستيك مخازن استوانه
اي  نيروهاي درون صفحهتأثيراو . ورق كف الاستيك انجام داد

شود را در نظر در ورق كه به خاطر فشار استاتيكي سيال ايجاد مي
هاي مختلف مسئله  نوع ورق با مواد و ضخامت9گرفت و براي 

  .مذكور را حل و بررسي نمود
 يك ورق مدور كه كاملا سطح آزاد سيال در يك [4]باور

هاي مربوط به مود. دهد، مطالعه كردمخزن صلب را پوشش مي

                                                 
- Fluid-Structure Interaction 
- Hovercraft 
- Biomechanic 

 در يك مخزن با جداره صلب و كف مدور ،ازه ساتارتعاش
اثر عمق . بررسي نمود [5]الاستيك و پر شده از سيال را آمابيلي

صورت تئوري و  يك ورق مدور بهرويسيال قرار گرفته 
آمابيلي و . شدبررسي  [6]هان آزمايشگاهي توسط كواك و

ح آزاد بر روي ارتعاشات آزاد  امواج سطتأثير [7]كواك
اي قرارگرفته بر سطح آزاد سيال را مورد مطالعه يرههاي دا ورق

 و روش تبديل 4اغتشاشآنها با استفاده از تكنيك . قرار دادند
 [8]چنگ و ژو.  مسئله مورد نظر را بررسي كردند5هنكل
دركف يك قرار گرفته الاستيك  يك ورق مدور اتارتعاش

 بررسي 6به روش گالركينرا  صلب اي كاملاًاستوانهمخزن 
 بر پايه فرمول جرم افزوده تجربي [9] ليانگ و همكارانش.ردندك

ها و ، روشي ساده براي تعيين فركانس7ريتز -و روش رايلي
ور شده در سيال  هاي يك سرگيردار غوطه طبيعي ورقهايمود

براي ارتعاشات آزاد خطي ورق ديگر روش تحليلي  .ارائه كردند
. شدبررسي  [10]ممدور فرورفته داخل سيال توسط جونگ و كي

 با سيال را در تماسارتعاشات دو ورق رينگ شكل  [11] جونگ
. ريتز و تبديل هنكل محدود بررسي كرد-به كمك روش رايلي

اي در شعاع خارجي پذير و در ميان دو ورق و ديوارهسيال تراكم
 [12] اخيراً عسكري و دانشمند.ورقها محدود شده است

يك مخزن كف ربوط به ارتعاشات آزاد ورق الاستيك م
 با جداره صلب و همراه با يك جسم داخلي درون اياستوانه

جسم داخلي در اين تحقيق  .كردند و بررسي لمخزن را تحلي
ور شده هيچ تماسي با مخزن نداشته و داخل آن تا قسمتي غوطه

 پاسخ ديناميكي ورق [13]ارگين و همكارانشهمچنين  .است
 8ال و قرار گرفته روي بستر پسترناكنسبتاً ضخيم در تماس با سي

  . را مورد مطالعه قرار دادند9اورتوتروپيك
ع ي پرقدرت صنايوسعه موتورهاتر با ي اخياز طرفي در سالها

 كه مورد كاربردي اين مقاله  راكتورها وها نيهوافضا، تورب
 مقاومتر از لحاظ ، بالاي با مقاومت حرارتياز به موادي ن،است
احساس شده  ن مقاوم در برابر خوردگي و همچنييكيمكان
 پوشش و براي خالص يكي قبل از مواد سراميدر سالها. است

                                                 
- Perturbation 
- Henkel 
- Galerkin 
- Rayleigh-Ritz 
- Pasternak 
- Orthotropic 
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ت ي مواد كامپوز و يا ازروكش قطعات با درجه كاركرد بالا
جاد يا كه هر يك مشكلاتي از قبيل شدي استفاده ماي هيلا

 در كامپوزيتها را به ه شدنيلاهيلا و يا پديده حفره و ترك
را ) مواد معتبر تابعي( FGM1 دانشمندان اين بنابر.شتهمراه دا

  .كردندشنهاد يپ
  در طول يك پروژه هوا1984 اولين بار در سال FGMمفهوم 

 با يتي مواد كامپوز،FGM .[14،15] ،شد پيشنهادفضا در ژاپن 
طور  ه آنها بيكي، كه خواص مكانهستندساختار ناهمگن زير

ر ييگر جسم تغيح دك سطح به سطيوسته از يم و پيملا
فلز  ك وي از سرامياوستهيب پيج آن تركينوع را. كند يم

 دست بهك ين مواد از اختلاط پودر فلز و سراميا. است
ژي پودر رتوسط روشهاي مختلفي از جمله متالو و نديآ يم

ك سطح به سطح يك از يسرام ر فلز ويي تغ.[16]شوند ميتهيه 
ك سطح از جنس ي كه يا گونههب. استوسته يگر كاملا پيد

ن دو سطح يب. فلز خالص استديگر ك خالص و سطح يسرام
 يكيخواص مكان. از هر دو ماده وجود دارد ياوستهيب پيترك
 در جهت ياوستهيرات پيي تغ،بيه به نوع تركجز با توين

ب مواد يترك يوستگين مواد با توجه به پيا. ضخامت دارد
نسبت به مواد  تريمؤثر يكي خواص مكان،ل دهندهيتشك

 با توجه به موارد ذكر شده، اين مواد .دارند ياهيت لايكامپوز
نويد كاربردهاي فراوان در شرايط سخت و پيچيده را 

 اين مواد، در سالهاي اخير مورد توجه كه طوري به.دهند مي
  .اند سي قرار گرفتهدبيشتري از طرف مجامع مهن

 انجام شده است ولي  تحقيقات زياديتابعي متغير مواددر زمينه 
 و تنشهاي حرارتي جايي جابهبيشتر اين مطالعات به بحث 

از حدود يك دهه گذشته محققان بحث  .محدود شده است
 را مورد مطاله تابعي متغير موادارتعاش ورقهاي ساخته شده از 

 يك رابطه تحليلي و همچنين يك مدل ،[17]ردي. اند قرار داده
 با تابعي متغير موادتطيلي از جنس محدود براي ورقهاي مساجزا
. نظرگرفتن تئوري تغيير شكل برشي مرتبه سه ارائه نمود در

 [18] توسط ناي و ژونگFGMبعدي ورقهاي مدور ارتعاش سه
تحليلي براي يك روش نيمه. شدصورت تحليلي بررسي به

  توسطFGM آزاد متقارن و اجباري يك ورق مدور ارتعاشات

                                                 
- Functionally Graded Materials 

 [20]دونگ. ارائه گرديد [19]همكارانشبهرامي و  نيكخواه
 با شرايط مرزي FGMبعدي يك ورق مدور ارتعاش آزاد سه

 چن و .نمودبررسي 2ريتز -فمتفاوت و استفاده از روش چبيش
 ايبعدي ارتعاشات پوسته استوانه تحليل سه،[21]همكارانش

FGMدر اين .  پر شده از سيال را مورد مطالعه قرار دادند
اي تقريبي استفاده شده كه براي  مدل لايهبررسي از يك

 .تغييرات مواد در راستاي شعاعي مناسب است

اي در اين مقاله به بررسي ارتعاشات مخزن با جداره استوانه
 حاوي سيال تابعي متغير موادصلب و كف الاستيك از جنس 

لزج و فرض شده است كه سيال غير. پرداخته شده است
صورت مرزي ورق كف مخزن به شرايط وپذير ناتراكم

 جملاتصورت پتانسيل سرعت براي سيال به. باشدگيردار 
ريتز براي  -از روش ريلي. بسط توابع ويژه نوشته شده است

هاي طبيعي مخزن حاوي سيال استفاده مودمحاسبه فركانس و 
 مربوط هايفركانس در اين مطالعه روي  همچنين.شده است

 در مخازن طور كلي بهزيرا. تبه ارتعاش سازه بحث شده اس
 هايفركانس يكي ،شود توجه ميمسئلهحاوي سيال به دو 

سطح مربوط به ارتعاش سازه و ديگري مربوط به ارتعاش 
در اين بررسي با توجه به اينكه اثر امواج سطح آزاد . سيال

نهايت هايي كه بيسيال در مقابل ارتعاش سازه براي سازه
يار كم است، از اثر امواج سطح آزاد پذير نيستند بسانعطاف

مشخصه جديد و برجسته اين  .[22]شودسيال صرف نظر مي
 يك روش استفاده ازمقاله نسبت به كارهاي قبلي انجام شده 

روي مختلف  تابعي متغير مواد با در نظر گرفتن اثر تحليلينيمه
 توجه قابل . استق مدور در تماس با سيالارتعاشات يك ور

 مزاياي استفاده از اين مواد جديد نسبت ر اين مقاله د كهاست
 نحوه تأثيرشود و همچنين  ميبه مواد همگن قبلي بررسي 

 با در تماسسازه  بر ارتعاش ورقآرايش مواد تشكيل دهنده 
 مخزن در اين  كفجنس.  مورد مطالعه قرار گيرد،سيال

تواني، سيگموئيد يا  ( به ازاي سه تابع مختلفFGMمطالعه، 
 با ،درستي روش ارائه شده. است درنظر گرفته شده )مايين

 با نتايج تحليل المان محدود  حاصل از اين مطالعهمقايسه نتايج
نتايج عددي و دست آمده با  نتايج به  همچنين.است انجام شده

 تأثير.  شده استتأييدمقالات ساير آزمايشگاهي موجود در 

                                                 
- Chebyshev–Ritz method 
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 و سيالارتفاع ، )دهپارامتر ما (تابعي متغير موادكسر حجمي 
مقدار  روي  بر)هامودشماره (اي تعداد قطرها و دواير گره

از جمله  ،هامودو همچنين شكل هاي طبيعي سيستم فركانس
  .بررسي شده استنتايجي است كه در اين مطالعه 

  
   مدل رياضي-2

اي صلب به  از يك پوسته استوانه مخزن) 1(مطابق شكل 
 تشكيل hستيك به ضخامت  و كف الاL ارتفاع و aشعاع 
الاستيسيته   با مدولتابعي متغير مواد كف مخزن از وشده 

)z(E نسبت پواسون ،ν و چگالي جرمي )z(ρ ساخته شده 
ناپذير با لزج و تراكم از سيالي غيرHمخزن تا ارتفاع . است

مختصات شعاعي، محيطي و .  پر شده استLچگالي جرمي 
  . بيان شده استz و r ،ه وسيله محوري ب

  
  .هندسه مسئله) 1(شكل 

  
  )FGM (تابعي متغير مواد -2-1

و  استهمگن  كامپوزيتي غيرFGMهمانطور كه پيشتر اشاره شد 
 از آرامي و پيوسته خواص مكانيكي آنها به)2(با توجه به شكل 

و همين تغيير پيوسته تابع  كنديك سطح به سطح ديگر تغيير مي
كه در اين مقاله استفاده شده است  تابعي متغير موادير خواص تغي

  .شود  كه در ادامه معرفي ميوبه سه دسته اصلي تقسيم 

  
  . مربوط به كف مخزنFGMهندسه و دستگاه مختصات ورق ) 2(شكل 

 از سطح مياني و zبراي ورق كف مخزن محور مختصات 
مدول . ق آغاز شده استاز سطح بالايي ور z محور

 پيوسته در راستاي طور بهالاستيسيته و چگالي جرمي ورق 
كه اثر   ولي از آنجايي.كندتغيير مي) zمحور(ضخامت ورق 

ضريب پواسون بر تغيير شكل، بسيار كمتر از اثر مدول 
 و همچنين در مواد مختلف بازه تغييراتي استالاستيسيته 

شده كه ضريب پواسون در اين فرض بسيار كمي دارد بنابر
 انواع مدلهاي مورد استفاده در .[23]كل ورق يكسان باشد

  : عبارت است ازFGMتوابع مواد 
- P-FGM1 : در اين نوع، خواص ماده از يك تابع تواني 

صورت زير  روابط مربوط به اين حالت به.كندپيروي مي
  .[24]است 

)1   (                                     
p

h

zh
zG 






 


2/
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 نيز G(z) ضخامت ورق و يا پوسته و تابع h پارامتر ماده، pكه 

بدين ترتيب خصوصيات اين مواد . استكسر حجمي محلي 
  : آيد ميدست به زير صورتبه
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- S-FGM2: صورتهب  در اين نوع،از تركيب دو تابع تواني 
  .[24]شودزير استفاده مي
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- E-FGM3 : در اين نوع، از يك تابع نمايي براي توزيع 
  .[24]شودمواد در راستاي ضخامت استفاده مي

                                                 
- Power-law FGM 
- Sigmoid FGM 
- Exponential FGM 
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)5(  
سطح فلز در مدول الاستيسيته و چگالي جرمي  mوmE كه

hz/2(رويي ورق   يا z (است. cE و c  مدول
             سطح زيرين ورقسراميك در الاستيسيته و چگالي جرمي 

)2/hz  (شكل . است)الاستيسيته در  تغييرات مدول) 3
راستاي ضخامت ورق براي سه نوع ماده تابعي متفارت را 

در  P-FGM خصوصيات ماده در مطابق آندر . دهدنشان مي
و در نزديكي سطح  1pنزديكي سطح زيرين ورق به ازاي 

 با نرخ بيشتري نسبت به ساير نقاط 1pرويي ورق به ازاي 
  .شود ميورق دچار تغيير 

  
  .FGMتغييرات مدول الاستيسيته در راستاي ضخامت ورق ) 3(شكل

  
  ورق كف مخزن -2-2

 به منظور استخراج معادله ديناميكي سيستم و به مقالهن يدر ا
هاي مودهاي طبيعي و شكل كردن فركانسدنبال آن پيدا

به اين منظور . شودريتز استفاده مي -از روش ريليسئله م
صورت هارمونيك شده و همچنين تغييرات زماني در مسئله به

از توابع ويژه مربوط به يك ورق مدور گيردار در خلأ به 
در ) W( عرضي ورق جايي جابهبراي  1عنوان توابع مجاز

   .[25]شود با سيال استفاده ميتماس

                                                 
- Admissible function 
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iq اي وترتيب شماره قطرها و دوايرگره  بهi و nكه 

 
پارامترهاي 

 n بسل مرتبه شبهابع بسل و و تnI  وnJ .باشدبسط ريتز مي
توابع مجاز انتخابي از يكديگر مستقل خطي بوده و . دنباشمي

ni .دهندامل را تشكيل مييك مجموعه ك
 

يك پارامتر 
فركانسي مرتبط با فركانس طبيعي ورق مدور گيردار در خلأ 

  .[25]شودبوده و از رابطه زير حاصل مي
)7 (                   )()()()( ninninninnin IJIJ   

nJكه  وnI   مشتق توابعnJ و nI نسبت به متغير ،r هستند .
  :استصورت زير  ها براي ورق مدور گيردار بهمودثابت شكل 
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صورت زير  مختلف به تابعي متغير مواد براي D و Aمقادير 
  :شوند تعيين مي
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 ،انرژي جنبشي مربوط به ورق
PTصورت زير محاسبه  به

  [12].شود مي
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2
1 /
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 )12( 

، انرژي جنبشي )12(با جايگذاري روابط قبلي در رابطه 
ورق

PTشودده ميصورت زير سا به.  
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 انرژي پتانسيل ورق را بيشينه، 1ريلينسبت با استناد به رابطه 
ضرب انرژي جنبشي ورق در حالت صورت حاصلتوان بهمي

  . خلأ در مجذور فركانس طبيعي آن نوشت
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  )15(  

  
                                                 
- Rayleigh quotient 

  سازه-ار ديناميكي بر همكنش سيال رفت-2-3
ناپذير  مخزن از سيال تراكمشدمشاهده ) 1( شكل مطابق
در اين .  از كف مخزن پر شده استHلزج تا ارتفاع  غير

ديناميكي بررسي امواج سطحي سيال و اثرات فشار هيدرو
ناپذير براي يك سيال تراكم. نظر شده استسيال صرف

سيال بايستي معادله لاپلاس را لزج، پتانسيل تغيير مكان غير
  .[27 ,26]ارضا نمايد

 ),,( zr 2 )16(  
 طبق ~ و پتانسيل سرعت سيال پتانسيل تغيير شكل سيال

 .ندا رابطه زير با يكديگر در ارتباط

12  ieitzr ti ,),,,(~  )17(  
له با فرض باشد و مسئ فركانس طبيعي مي در رابطه فوق

در سطح تماس بين . حركت هارمونيك بررسي شده است
ستي ي با آنها در راستاي قائم سرعت،ورق كف مخزن و سيال

اين شرط براي حالتي كه در سطح بين . با يكديگر برابر باشد
  .ورق و سيال كاويتاسيون وجود ندارد، برقرار است

),()/(  rWz z   )18(  
اي صلب مخزن ل و جداره استوانهدر سطح تماس بين سيا

  .استسرعت شعاعي سيال برابر صفر 
   arr/ )19(  

Hz(در سطح آزاد سيال   ( فشار ديناميكي سيال صفر  
  . است

Hz)( )20( 

با اعمال شرايط مرزي ذكر شده، انرژي جنبشي سيال با 
   .[29]شودصورت زير نوشته مي گرين بهاستفاده از تئوري
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)21(  

 جهت عمودي به سمت خارج در هر نقطه روي سطح  كه
 S2 و S1 از دو قسمت Sسطح . است) S(مرزي از دامنه سيال 

اي مخزن سطح در تماس با پوسته استوانه S1تشكيل شده كه 
با استفاده از  .استسطح در تماس با ورق كف مخزن  S2و 

 زير صورتبه  بسط توابع ويژه، پتانسيل تغيير شكل سيال
  .]27-26[ت مفروض اس
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 اده از روش جداسازي متغيرها تابعفبا حل معادله لاپلاس با است

i  هاي متقارن مودبراي)n ( آيد ميدست هببه شكل زير.  











 




)/tanh(

)/sinh(
)/cosh(

)/()(),,(

aH

az
az

arJHzzr

k

k
k

k
kikii














1  

)23(  
  .استبه شكل زير ) n(هاي نا متقارن مودو براي 
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  .شود از حل معادله زير حاصل ميnkكه پارامتر 

 ,,,)(  1kJ nkn  )25( 

و ) 19(شرايط مرزي  i ، تابعهاي نامتقارن مسئلهمودبراي 
با اعمال شرط . نمايدرا ارضا مي) 16(و معادله لاپلاس ) 20(

  .شودصورت زير محاسبه مي بهnik، ثابت )18(مرزي 
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rarJaضرب رابطه  nkn )/()/( 21 در دو طرف رابطه و 

 و همچنين استفاده از خصوصيت a و 0انتگرالگيري در بازه 
  :شود ميتعامد توابع بسل رابطه زير حاصل 
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صورت زير بيان كه متغيرهاي استفاده شده در رابطه بالا به
  .شوندمي
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  :آيد دست مي بهصورت زير به) 26(هاي متقارن رابطه مودبراي 
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 .آيد ميدست به) 27( از رابطه n وk برايikثابت

بنابراين انرژي جنبشي سيال 
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)32(  
  .[28]شود ميصورت زير معرفي در اين قسمت نسبت ريلي به
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TT

U2  )33(  

  
   مسئله مقدار ويژه-2-4

براي محاسبات عددي فركانس طبيعي و ضرايب بسط ريتز، 
 W عرضي ورق جايي جابهط به  از بسط مربوجمله M+1تنها 

   از بسط مربوط به پتانسيل تغيير شكل سيالجملهN و ) 6(
)N+1مقدار . لحاظ شده است) هاي متقارنمود براي  جملهN 

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

 پذير از جنس مواد متغير تابعي اي عمودي با كف انعطاف  سازه در تحليل ارتعاشات آزاد مخازن استوانه-كنش سيال برهم

 

54

د تا جوابهاي مسئله شو به اندازه كافي بزرگ انتخاب ميMو
 هاي جملهبنابراين تمام . از دقت مورد نياز بهره مند باشند

در . آيند ميدست بهي محدودي ها مجموعهصورت  هانرژي ب
ي آن ها  كه درايهqاين مرحله براي سادگي كار، نماد برداري 

  .دشو معرفي مياستضرايب بسط ريتز 
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  د را شمعرفي ) 21( در رابطه انرژي جنبشي سيال كه
  .صورت زير بيان كردتوان بهمي
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)41  (                                              Mhifor ,,...,   

  ريلي نسبتدر رابطه) 39(و ) 37(، )35(با جايگذاري روابط
، رابطه iq كردن آن نسبت به ضرايب كمينهو سپس ) 33(

  .استماتريسي زير حاصل 
 qq LPP )()( MMK 2 )42(  

ي حقيقي  ها  يك مسئله مقدار ويژه خطي با ماتريس      ) 42(معادله  
  .استاي مخزن حاوي سيال كانس زاويه فر كهاست

  
   نتايج و بحث-3

 ،)42(بر پايه تحليل انجام گرفتـه، مـسئله مقـدار ويـژه معادلـه               
هـاي مخـزن    مودبراي پيدا كردن فركانسهاي طبيعـي و شـكل          

 حـل شـده     تـابعي  متغيـر  مـواد اي حاوي سيال از جنس       استوانه
بـراي حـصول اطمينـان از درسـتي و دقـت روش ارائـه               . است

 المـان   تحليل آمده از روش حاضر با نتايج        دست  بهشده، نتايج   
و نتــايج آزمايــشگاهي و عــددي موجــود در ) FEM(محــدود 

  .لات قبلي مقايسه شده استمقا
 المان محدود، يك مدل سه بعدي با المانهـاي پوسـته            تحليلدر  

 براي سازه و المانهاي سه بعـدي  (S R)كامپوزيتي چهار گوش 
.  براي ناحيـه سـيال اسـتفاده شـده اسـت     ( ACD)آكوستيك 

المــان پوســته داراي چهــار گــره و المــان ســيال از هــشت گــره  
 بندي سيال و سازه در محـل تمـاس بـا            المان. تشكيل شده است  

هـاي المانهـاي سـازه و سـيال      كـه گـره  استاي  گونهيكديگر به 
 و در سـطح تمـاس بـين سـيال و            هستندكاملاً بر يكديگر منطبق     

 در راسـتاي    اي  سازه در ديواره خيس مخزن از قيـد تمـاس گـره           
 امـواج   اتتـأثير در مقالـه حاضـر از       . عمود اسـتفاده شـده اسـت      

سطح آزاد چشم پوشي شـده اسـت، در نتيجـه پتانـسيل سـرعت           
),,( مستقل از زمان   xr   هاي سيال روي سـطح آزاد       در گره

 از مـدل    تـابعي  متغيـر  موادسازي  همچنين براي مدل  . صفر است 
 [29].اي با تعداد لايه كافي استفاده شده استلايه

ــسئله، آب   ــددي مــ ــل عــ ــالدر تحليــ ــا چگــ ــي بــ ي جرمــ
31000 mkgL / و اسـت   عنوان سيال در نظر گرفته شـده         به

 استفاده شده در ساخت مخـزن نيـز         تابعي متغير موادخصوصيات  
 ، = m  144/0aورق كف مخـزن   شعاع.است) 1( جدول مطابق

در نظر   = m2/0 Lو ارتفاع مخزن  = m  002/0hضخامت ورق
ــده   ــه ش ــنس  اســت گرفت ــين ج ــولاورق همچن ــدول  دف ــا م  ب
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  و چگالي جرمي25/0، ضريب پواسون GPa206  الاستيسيته

kg/m37850              در نظر گرفتـه شـده اسـت و بـراي اعتبارسـنجي
  .نتيجه مقاله حاضر با مقالات مرجع مقايسه شده است

  
   . FGM خصوصيات مواد استفاده شده در ورق)1(جدول

    سراميك فلز
آلومينيوم   خواص ماده

(Al) 

زيركونيا 
(ZrO2) 

 آلومينا 

(Al2O3) 

مدول الاستيسيته 
(GPa) 

70 200 380  

 2702 5700 3800(kg/m3)چگالي 

  
   تحقيق همگرائي و صحت روش-3-1

براي بررسي همگرائي و درستي روش ارائه شده، مخزني با 
مورد  a = Hابعاد معرفي شده و پر شده از سيال تا ارتفاع 

ي روش همگراي) 3(و ) 2(جداول . رفته استبررسي قرار گ
 استفاده شده در جملاتارائه شده براي اعداد مختلف از 

 براي داشتن دقت شود كهديده مي. دهندها را نشان ميبسط

 جايي جابه از بسط مربوط به جمله پنج خوب در نتايج،
 در بسط مربوط به پتانسيل جملهو پنج ) M=5(عرضي ورق 

  .است كافي ،))5=Nتغيير شكل سيال 
به منظور بررسي صحت و درستي روش ارائه شده در اين 

 براي مخزن حل فولادمسئله را با در نظرگرفتن جنس  مقاله،
آزمايشگاهي و   و نتايج حاصل با نتايج تحليلي،است شده

عسكري و عددي موجود در مطالعات قبلي كه توسط 
  در جداول [30] و ارگين و اوگورلو[3]، چيبا[12]دانشمند

ست كه ااين جداول بيانگر اين.  استشدهمقايسه ) 6(و ) 5(
شده در بالا ترتيب نويسندگان ذكر  بيشترين خطا بين نتايج، به

 المان تحليلهمچنين . است 8/3 % و3/2%، 31/0%كمتر از 
اين مقاله محدود براي بررسي صحت نتايج ارائه شده در 

 ارائه شده تابعي متغير موادازاي حالتي كه جنس مخزن از  به
 ميان اختلاف قابل قبولبيانگر ) 5(و ) 4( كه جداول ،است
اي كه بيشترين گونه به.است  و المان محدودتحليلينيمه نتايج

  .است هشد%  7/4كمتر از ميان نتايج اختلاف 

  

   .M = 5با N جملات  تأثير ، )Hz(هاي طبيعيتحقيق همگرائي فركانس) 2(جدول

 FGMنوع ماده      N مودشماره 

n m 2  3 4 5 

    06/80 01/80 99/79 99/79 

 1 25/550 89/472 24/472 17/472 

1   20/221 04/221 03/221 03/221 

 
P-FGM 

 1 63/952 75/821 97/819 78/819 

    83/76 78/76 76/76 76/76 

 1 41/537 05/457 51/456 46/456 

1   06/213 90/212 89/212 89/212 

 
S-FGM 

 1 77/927 82/796 02/795 83/794 

    35/75 32/75 31/75 31/75 

 1 71/531 14/453 53/452 47/452 

1   11/210 95/209 94/209 94/209 

  
E-FGM 

 1 51/929  30/793  40/791  20/791  
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   .N = 5با  M جملات تأثير، )Hz(هاي طبيعيتحقيق همگرائي فركانس) 3(جدول

نوع ماده     M مودشماره 
FGM  n m 2  3 4 5 

0 0 05/80 00/80 99/79 99/79 

 1  43/474 79/472 26/472 17/472 

1 0 15/221 06/221 04/221 03/221 

  
P-FGM 

 1 93/823 69/820 99/819 78/819 

0 0 84/76 80/76 77/76 76/76 

 1 01/459 03/457 51/456 46/456 

1 0 02/213 92/212 90/212 89/212 

  
S-FGM 

 1 04/799 76/795 04/795 83/794 

0 0 36/75 32/75 31/75 31/75 

 1 53/454 08/453 51/452 47/452 

1 0 07/210 97/209 94/209 94/209 

  
E-FGM 

 1 67/795 19/792 42/791 20/791 

  

   .p = 2 و پارامتر ماده H=aرتفاع  حاوي سيال به اAl/ZrO2فركانس طبيعي مخزن از جنس مخزن ) 4(جدول
 P-FGM S-FGM E-FGM مودشماره 

 اجزا محدود مطالعه فعلي اجزا محدود مطالعه فعلي اجزا محدود مطالعه فعلي 

( 79/79 56/77و a)اول   76/76 59/74  31/75 24/73  
14/212  03/221 )1و (دوم   89/221 11/214  94/209 81/204  
13/410 94/427 )2و (سوم   16/413 10/403  80/409 04/393  
( 17/472 33/457و1(چهارم  46/456 68/444  47/452 77/436  
80/668 06/694 )3و (پنجم   64/672 99/641  13/669 89/651  
49/794 78/819 )1و1(ششم   83/794 64/760  20/791 49/771  

a (n,m).  
  

   .p=2 و پارامتر ماده H=aال به ارتفاع  حاوي سيAl/Al2O3فركانس طبيعي مخزن از جنس ) 5(جدول

 P-FGM S-FGM E-FGM مودشماره 

 اجزا محدود مطالعه فعلي اجزا محدود مطالعه فعلي اجزا محدود مطالعه فعلي 

( 50/106 09/103و a)اول   02/100 88/96  55/95 31/93  
15/285 09/297 )1و (دوم   42/279 47/269  03/270 62/258  
69/564 31/580 )2و (سوم   54/546 34/534  19/534 48/521  
( 79/640 21/625و1(چهارم  58/603 17/575  64/590 40/562  

02/908 11/948 )3و (پنجم   96/893 99/861  31/882 69/842  
29/1081 20/1121 )1و1(ششم   37/1057 57/1024  57/1045 90/1000  
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  )n( اثر تعداد قطرهاي گرهي -3-2
) n( تعداد قطرهاي گرهي انس طبيعي با افزايشييرات فركغت

ست ا اين شكل بيانگر اين. نشان داده شده است) 4(در شكل 
 سيستم  فركانس طبيعي،كه با افزايش تعداد قطرهاي گرهي

) n(اي گره همچنين به ازاي تعداد قطرهاي. يابدافزايش مي
، فركانس طبيعي )m(اي  با افزايش تعداد دواير گره،يكسان

اين در اين مسئله فركانس طبيعي پايه بنابر. يابدافزايش مي
  .افتدمساوي صفر اتفاق مي n وmهمواره در 

  
اي تغييرات فركانس طبيعي سيستم با افزايش تعداد قطرهاي گره) 4(شكل 

  . )Al/ZrO2وجنس مخزن H= aبراي (متفاوت 
  
  اثر پارامتر ماده روي فركانس-3-3

) p(متغير تـابعي    ، اثر تغيير پارامتر ماده      )6(و  ) 5(هاي  در شكل 
و مقادير   m=1 و m=ازاي   ي طبيعي مسئله، به   ها  روي فركانس 

. ، در بازه وسـيعي مـورد مطالعـه قـرار گرفتـه اسـت              nمختلف  
 P-FGM كه ماده تابعي از نـوع        مطابق اين اشكال در وضعيتي    
 ي طبيعي افـزايش ها ، فركانس )p(باشد، با افزايش پارامتر ماده      

ست كه با بزرگ شـدن پـارامتر        اعلت اين افزايش اين   . يابدمي
ق از فلـز بـه سـمت سـراميك     ، ماده غالـب ور   متغير تابعي  ماده

توجـه بـه خـواص مـواد انتخـابي ايـن افـزايش               با   كند و   ميل مي 
ورق   p = ازاي  در واقـع بـه  . بيعي قابل توجيه استفركانس ط

نهايـت   بـه بـي     p كاملاً فلزي و زماني كه       كف مخزن خاصيت  
بيشترين تغيير . كند ورق خاصيت كاملاً سراميكي داردميل مي 

  < pدر فركانس طبيعي به ازاي افزايش پارامتر ماده در بازه 

شود كه اثر افزايش پارامتر همچنين ديده مي. دهدرخ مي 3 >
 m= بيــشتر از m=1ازاي مــاده بــر روي فركــانس طبيعــي، بــه

  .است

  
  

و نماي ) p(ات فركانس  طبيعي سيستم با تغيير پارامتر ماده تغيير) 5(شكل 
نزديك محل برخورد نمودارهاي مربوط به مواد تابعي مختلف با يكديگر 

  .)m =  و Al/ZrO2،H = aازاي جنس مخزن به(

  
  

و نماي ) p(تغييرات فركانس  طبيعي سيستم با تغيير پارامتر ماده ) 6(شكل 
 هاي مربوط به مواد تابعي مختلف با يكديگرنزديك محل برخورد نمودار

   . )m=1 وAl/ZrO2،H=aازاي جنس مخزن به(

 خـواص مـاده تـابعيتي از        مورد، چون در اين     E-FGM حالت در
 pهـاي طبيعـي وابـسته بـه متغيـر            مقدار فركانس  ، ندارد pپارامتر  
شود كه بـا تغييـر   مشاهده ميS-FGM ولي در مورد ورق. نيست
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ــاده فر  ــارامتر م ــت،   پ ــت اس ــي ثاب ــانس طبيع ــهك ــه  ب ــل آنك  دلي
عبـارتي  بـه . ماند ثابت مي  p كه با تغيير پارامتر      D و   Aپارامترهاي  

سختي خمشي ورق و انتگرال چگـالي جرمـي ورق در راسـتاي             
شـود  همچنين مشاهده مي  . ماند، ثابت مي  pضخامت آن با تغيير     

-Pفركـانس طبيعـي      p=1بـه ازاي     ها همـواره  مودكه در تمامي    

FGM ــا -P فركــانس p<1بــه ازاي . باشــد  برابــر مــيS-FGM ب

FGM    كمتر از S-FGM   ازاي   بوده و بهp>1    فركـانس P-FGM 
 اي،هـاي گـره   با افـزايش تعـداد قطـر      . باشدبيشتر مي S-FGMاز  

يابـد   كاهش مي  S-FGM و   E-FGMهاي  اختلاف بين فركانس  
-E و   P-FGM و همچنين نمودارهاي مربوط به تغييـر فركـانس        

FGM، به ازاي پارامتر pكنند بزرگتري يكديگر را قطع مي.  
  
   عمق سيالتأثير -3-4

هاي طبيعي  مقدار سيال روي فركانستأثيربراي تخمين زدن 
  صورتاي به شدهليزهمخزن حاوي سيال، فركانس طبيعي نرما

f2 / f1 تعريف شده است كه f1 و f2هاي  به ترتيب فركانس
هاي متناظر خاص مودل براي طبيعي مخزن خالي و حاوي سيا

هاي طبيعي مخزن فركانس) 8(و ) 7(هاي شماره شكل .هستند
د  براي تعدا(H/L)حاوي سيال را به عنوان تابعي از نسبت پر بودن 

همانطور كه ديده . دهداي مختلف نشان ميگرهقطرها و دواير 
فزايش نسبت پر بودن مخزن كاهش ها با اشود، فركانسمي
اي كاملاً پر از سيال  اولين فركانس طبيعي مخزن استوانه.يابند مي

)m,n=  ( مخزن خالي از  نسبت به فركانس متناظر% 70حدود
ست كه نرخ تغيير انكته قابل توجه اين. يابدسيال كاهش مي

 كه به اي يابد به گونه كاهش مي(H/L)فركانس طبيعي با افزايش 
يال، تغييرات چشمگيري با افزايش ارتفاع س )>H/L 2/0 ( ازاي

شود و با افزايش بيشتر در مقدار فركانس طبيعي مشاهده مي
) <5/0H/L(فركانس كمتر شده و به ازاي  ارتفاع سيال اين تغيير

 سيال بر تأثيرهمچنين  .شود ميتغيير اندازه فركانس بسيار ناچيز 
هاي با تعداد قطرها و مودهاي مخزن حاوي سيال براي  فركانس
اين نتيجه در توافق با نتايج . اي كمتر، بيشتر استرهدواير گ

  . است[31] آمده توسط كروك و كوالدست به

  
  

  اثر ارتفاع سيال بر فركانس طبيعي نرمال شده ) 7(شكل 
  . )m=و Al/ZrO2به ازاي جنس مخزن (

  

  
  اثر ارتفاع سيال بر فركانس طبيعي نرمال شده ) 8(شكل 

  . )m=1وAl/ZrO2به ازاي جنس مخزن (
  
  هامود شكل -3-5

 با در تماس P-FGMپذير  اول ورق انعطافمودچهار شكل 
ازاي مقادير   و به n = و 1 ايسيال براي تعداد قطرهاي گره

ارائه ) 10(و ) 9(هاي مختلف ارتفاع سيال به ترتيب در شكل
 هايمود شكل n=1هاي متقارن و مودشكل   n = .شده است

و درغيرمتقارن   همانطور كه مشاهده .باشند مي 
 ورق كاهش جايي جابهشود با افزايش ارتفاع سيال دامنه مي

هاي متقارن مودشكل . اندجا شده هيافته و نقاط گره كمي جاب
. پذيرند بيشتري از مقدار سيال ميتأثيرنسبت به غير متقارن 
فزايش تعداد دواير اها با مودل بر شكل همچنين اثر ارتفاع سيا

  .يابد افزايش مي(m) ايگره
  

   نتيجه گيري-4
 متغير مواد ارتعاشات يك ورق مدور از جنس مقالهدر اين 
 در تماس با سيال، مربوط به كف يك مخزن  مختلفتابعي
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 يك روش مطالعهدر اين . عمودي مورد بررسي قرار گرفت
  ر نظر گرفتن برهمكنش  قوي و آسان با دتحليلينيمه
صحت و . شد ارائه تابعي متغير موادسازه و خواص  -سيال

 با اطلاعات عددي و آزمايشگاهي مقالات مذكوردقت روش 
 المان محدود انجام شده در اين تحليلو همچنين قبلي 

  . نتايج انطباق بسيار خوبي را نشان دادشد ومقايسه بررسي، 
هاي طبيعي در  يش فركانسافزايش پارامتر ماده موجب افزا

P-FGMشود  و در عين حال كاهش نرخ تغيير فركانس مي .
  .تغييرات اين پارامتر تأثير مهمي به روي شكل مودها ندارد

  

 يابدبا افزايش ارتفاع سيال فركانس طبيعي سيستم كاهش مي
نرخ تغيير فركانس طبيعي با افزايش ارتفاع اي كه به گونه

 ارتفاع سيال بر فركانس طبيعي أثيرت. يابدسيال كاهش مي
اي كه گونهاي وابسته است بهورق به تعداد قطرها و دواير گره

اي كوچكتر، بزرگتر اين اثر در تعداد قطرها و دواير گره
 جايي جابهميزان   دامنه،با افزايش ارتفاع سيالهمچنين . است

ته و نقاط گره كمي جابجا ها كاهش يافمودورق در شكل 
ي متقارن نسبت به غير متقارن ها مود شكل  در ضمن.نداشده
  .پذيرند بيشتري از مقدار سيال ميتأثير

  
  

 
  

به   n=ايچهار مود اول مخزن حاوي سيال با تعداد قطر گره) 9(شكل 
   ):p=2وAl/ZrO2جنس مخزن ( ازاي مقادير مختلف ارتفاع سيال 

. . . H=, ---(   .m = 3) د( ؛m = 2) ج(؛m = 1) ب(؛ m = ) الف(
.H=/1L و - . - H=L( .   

  

  
  

 به n=1ايچهار مود اول مخزن حاوي سيال با تعداد قطر گره) 10(شكل 
   ):p=2 وAl/ZrO2جنس مخزن ( ازاي مقادير مختلف ارتفاع سيال 

 . . . H=, ---(   .m = 3) د( ؛m = 2) ج (؛m = 1) ب(؛ m = ) الف (
.H=/1L   و- . -  H=L(.  

  
  .(Hz)فركانس طبيعي مخزن از جنس فولاد) 6(جدول 

 H/a=0/1 H/a=0/5شماره مود

n m  عسكري و   حاضرمطالعه
[12] دانشمند

  چيبا
[3] 

ارگين و 
 [30]اوگورلو

 حاضرمطالعه 
عسكري و 

[12] دانشمند

  چيبا
[3] 

ارگين و 
 [30] اوگورلو

0 0 88/173 9/173 177 5/173 69/112 7/112 110 8/112 

10 43/364 4/364  7/365 22/262 2/262  6/264 

01 11/689 1/689 694 1/688 70/538 6/538 540 6/540 

11 24/1066 1/1066  3/1072 17/892 9/891  5/902 

02 40/1583 0/1583 1620 2/1585 30/1387 2/1386 1410 9/1393 

12 15/2166 2/2162  0/2183 01/1968 2/1962  3/1991  
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  .(Hz)فركانس طبيعي مخزن از جنس فولاد) 7(جدول
  

 =1H/a=  2H/aمودشماره 

n m 
مطالعه 
  حاضر

 عسكري و دانشمند

]12[  
  چيبا

]3[ 

ارگين و 
 حاضرمطالعه ]30[اوگورلو

 عسكري و دانشمند

]12[  
ارگين و 
  ]30[اوگورلو

0  0 30/90 3/90 92 3/91  12/69 1/69 8/71 

1 0 31/244 3/244  4/247 98/240 0/241 2/244 

0 1 72/511 6/511 520 1/515 80/495 7/495 5/499 

1 1 25/875 9/874  3/886 08/872 1/872 6/883 

0 2 36/1364 0/1363 1390 3/1372 71/1351 2/1350 2/1356 

1 2 53/1953 4/1974  9/1976 52/1944 0/1945  5/1974 
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