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 های کليدی واژه  چکيده

 این شدت که شود می مدلسازی پیچشی فنر یک از استفاده با تیرها در ناپیوستگی مقاله این در

 معادله ترتیب به ضعیف و قوی فرم تحلیل دو با. گردد می تنظیم فنر سفتی میزان توسط ناپیوستگی

 استخراج ناپیوسته تیرهای برای یافته بهبود سازه سفتی ماتریس و شده اصلاح حاکم دیفرانسیل

 دو از استفاده با و تیموشنکو و برنولی-اویلر تیر تئوری نظرگرفتن در با قوی، فرم در. شوند می

 این در. است شده ارائه ناپیوستگی دارای تیرهای در برشی شکل تغییر تاثیر متفاوت، تحلیل روش

 ضعیف، فرم در. شود می اصلاح دیراک دلتای تابع کمک به ناپیوسته تیر خمشی سفتی فرم،

 کمک به نیز معادله این که استخراج کرنشی انرژی معادله درون از یافته کاهش سفتی ماتریس

 به ماده و هندسه بودن خطی فرض. شود می ساخته ساختاری و سینماتیک پیوستگی، معادله سه

 شرایط فرم، این در. است شده گرفته نظر در ساختاری و سینماتیک معادلات تشکیل برای ترتیب

 یک آن در که کند می مربوط یکدیگر به را برنولی-اویلر تیر ی شده گسسته بخش دو پیوستگی

 مثال یک. شود می گرفته بکار جابجایی میدان درونیابی برای یافته بهبود هرمیتی شکل تابع

 استاتیکی رفتار همچنین و ضعیف و قوی فرم دو های جواب سنجی صحت و مقایسه کاربردی،

 .دهد می نشان را ناپیوسته تیر

 ضععیف،  و قوی های فرم تیر، ناپیوستگی،

 تیموشنکو و برنولی -اویلر های تئوری
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In this paper, a discontinuity in beams whose intensity is adjusted 

by the spring stiffness factor is modeled using a torsional spring. 

Adapting two analyses in strong and weak forms for 

discontinuous beams, the improved governing differential 

equations and the modified stiffness matrix are derived 

respectively. In the strong form, two different solution methods 

have been presented to make an analogy between the formulation 

of the Euler-Bernoulli and Timoshenko theories that indicates the 

influence of the shear deformation in discontinuous beams. The 

flexural stiffness of discontinuous beams is corrected by using the 

Dirac’s delta function.  In the weak form, the reduced stiffness 

matrix is derived from the strain energy equation established by 

the continuity, kinematics and constitutive equations. The 

linearity assumption of the geometry and material is considered to 

construct the kinematics and constitutive equations respectively. 

The continuity conditions mathematically connect two divided 

parts of the Euler-Bernoulli beam for which an improved 

Hermitian shape function is employed to interpolate displacement 

field. An application shows the comparison and validation of the 

results of the strong and weak forms, and also the static behavior 

of discontinuous beams. 
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 مقدمه -1

 از استفاده با ناپیوستگی تحلیل اساسی کاربردهای از یکی

 دارای های سازه مکانیکی رفتار مطالعه در پیچشی فنر مدل

 شدت ضرایب از نمودن صرفنظر با مدل این. باشد می ترک

 های سازه رفتار از تقریبی شکست، مکانیک مفاهیم و تنش

 یک کمک به ترک سازی شبیه. کند می ارائه را ترک دارای

 کاهش سنجش برای مناسب معیاری تواند می فنرپیچشی مدل

 ترک تحلیل اهمیت به توجه با. باشد سازه بار تحمل توانایی

 ساده، معیار یک ارائه ها، سازه در آن مخرب آثار بررسی در

 آن در که جایی بود خواهد مفید و ارزش با چابک، و تحلیلی

 های هزینه از یا و شکست مکانیک تحلیل های پیچیدگی از

 د.شو صرفنظر تجربی تست

 برای ناپیوستگی مدلسازی منظور به گسسته فنر از استفاده

 قرار استفاده مورد[ 1] ایروان توسط 1301 سال در بار اولین

 بین رابطه بررسی به محققان از بسیاری آن از پس. گرفت

و  دیماروگوناس. پرداختند گسسته فنر سفتی و ترک عمق

 بین ای رابطه ندتوانست که ندبود کسانی از یکی[ 2] پاپادپلوس

 از استفاده با سپس دنکن ارائه ترک عمق و گسسته فنر سفتی

 ستون یک رفتار[ 3] همکارانش و اوکامورا مدلسازی این

 گسسته فنر از و نموده بررسی را مستطیل مقطع با ترک دارای

 تحقیقات آن از پس. کردند استفاده ترک کردن مدل برای

 بین این در[. 6-4] شد ارائه مدل این تعریف برای مشابهی

 فنر سفتی از استفاده با ترک مدلسازی برای هم روابطی

 تخمین در کاربردهایی که[ 1] گردید معرفی محوری

 و دیماروگوناس. داشتند عرضی یا محوری خسارات

 تاثیر گسسته فنر مدلسازی از استفاده با[ 3-0] همکارانش

 تیر طبیعی فرکانس و مود شکل روی بر را آن عمق و ترک

 در جدیدی سبک[ 11-15] باگارلو. دادند قرار مطالعه مورد

 متفاوتی های کاربرد آن از استفاده با و بررسی را ضرب توزیع

 و بیوندی آن از پس. نمود ارائه آن مشتقات و دلتا توابع از

 به و مشتقاتش و دلتا توابع از استفاده با[ 13-12] کادمی

 به[ 3] همکارانش و اوکامورا توسط شده ارائه مدل کمک

 محققانی سپس. پرداختند ها تیر در ناپیوستگی وجود بررسی

 های روش از استفاده با[ 10-14] سیسیرلو و پالمری چون

 این بهبود و توسعه و قبل در شده ارائه دلتای توابع بر مبتنی

 ترک دارای تیر بررسی برای جامعی تحلیلی های مدل ها روش

 ی بسته فرم های تحلیل[ 16] همکارانش و دونا. نمودند ارائه

 انجام ترک دارای تیر استاتیکی تحلیل و تجزیه برای دقیقی

 دیراک دلتای توابع ریاضی رفتارهای[ 11] افتخاری و دادند

 قرار بررسی مورد را تیرها بر حاکم دیفرانسیل معادلات در

 این در. بودند تحلیلی صورت به تماما تحقیقات این که داد

 محدود المان حل خصوص در متعددی تحقیقات زمینه

 از یکی جمله از. است شده انجام نیز ترک دارای های سازه

[ 10] دیماروگوناس و گوناریس را تحقیقات ترین ابتدایی

 عرضی ترک یک و المان یک با تیری عددی بررسی برای

 برای را خاصی شکل[ 25-13] اسکرینر همچنین. نمودند ارائه

 .کرد ارائه هندسی سفتی ماتریس و سفتی ماتریس

 و قوی فرم دو با و تحلیلی روش کمک به مقاله این در

 استخراج ناپیوستگی دارای تیر شکل تغییر معادلات ضعیف،

 معادله از قوی فرم فرمولبندی تشکیل برای. شوند می

 کمک به طوریکه گردد می استفاده تیرها بر حاکم دیفرانسیلی

 خمشی سفتی روی بر ناپیوستگی این اثر دیراک، دلتای تابع

 فرم در. شود می اصلاح حاکم دیفرانسیلی معادله و لحاظ تیر

 متاثر ی شده اصلاح هرمیتی شکل تابع یک کمک به ضعیف،

 ماتریس های درایه انرژی، معادله از استفاده با و ناپیوستگی از

 شیب معادلات قوی، فرم در. گردند می استخراج سازه سفتی

 با و تیموشنکو و برنولی-اویلر تیر تئوری دو هر برای خیز و

 از الهام با ضعیف فرم در. شوند می معرفی متفاوت روش دو

 نقاط در جابجایی بردار تعیین و محدود المان تحلیل یک

 شیب و خیز مقادیر اصلاحی شکل توابع کمک به و ای گره
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 با کاربردی مثال یک. آیند می بدست تیر مختلف نقاط در

 صحت ناپیوستگی دارای تیرهای برای ها تحلیل پاسخ مقایسه

 روی بر برشی اثرات تاثیر شدت و نماید می ارزیابی را ها آن

 .کند می بررسی را ناپیوسته تیر

 تحليلي فرمولبندی -2

 تحلیل برای ساده مدلی عنوان به تواند می گسسته فنر مدل

 ترک هندسی مشخصات آن در که شود گرفته نظر در ترک

 (1) شکل همانند برشی یا و پیچشی یا محوری فنرهای توسط

 و قوی فرم به فرمولبندی دو اینجا در. شوند می سازی شبیه

 را ترک دارای تیر معادلات پیچشی، فنر مدل یک با ضعیف

 آن تحلیلی حل و ترک دارای تیر مدلسازی. کنند می معرفی

 مفید بسیار تواند می مهندسی مسائل مطالعه در صورت بدین

 المان مانند عددی های روش های پیچیدگی از که چون باشد

 تجربی روش های هزینه یا و مش بدون یا یافته توسعه محدود

 .کاهد می ای ملاحظه قابل بطور

 فرم قوی -2-1

 تیر خمشی سفتی قوی، فرم به تیر معادلات استخراج در

 در. گردد می اصلاح ناپیوستگی نقطه در ایمپالس یک توسط

 شدت ضرایب و تنش تمرکز اثرات از صرفنظر با فرم این

 یا ناپیوستگی شامل تیری در خیز و شیب های پاسخ تنش،

 این در. دنگرد می استخراج (2) و (1) جداول با مطابق ترک

 تئوری برنولی،-اویلر تیر تئوری قسمت سه به روابط جداول

 بندی تقسیم تئوری دو در مشترک روابط و تیموشنکو تیر

تاتیکی (، معادلات اس1در ردیف اول از جدول ). شوند می

باشد: در بخش اول رابطه بین  حاکم شامل سه بخش اصلی می

شود؛ بخش  و انحناء معرفی می شیبهمچنین و یب خیز و ش

ن بار )گشتاور خمشی( و انحناء ی بی دوم مربوط به رابطه

ور ی بین نیروی برشی و گشتا رابطهباشد؛ و در بخش سوم  می

نیروی برشی و بار عرضی ارائه ی بین  رابطه خمشی و همچنین

(، یک مدل به منظور 1از جدول ) دومشود. در ردیف  می

شود. این مدل بیان  ل ناپیوستگی در معادلات معرفی میاعما

تواند توسط اصلاح سفتی خمشی  کند که ناپیوستگی می می

ردیف سوم تیر به معادلات استاتیکی حاکم اضافه شود. در 

لی حاکم توسط ترکیب این جدول، معادلات دیفرانسی

در این شود.  م استخراج میهای اول و دو معادلات ردیف

مشی اصلاحی از ردیف دوم در ترکیب با قرار دادن سفتی خ

جابجایی از ردیف اول این معادله -ی بار عرضی رابطه

( به حل 1دیف چهارم جدول )ر. آید بدست میدیفرانسیلی 

تواند با استفاده از  یفرانسیلی اشاره دارد. این حل میی د دلهمعا

ردیف پنجم یعنی روابط بین دلتای دیراک و هویساید به فرم 

  صریحی از معادلات خیز و شیب تیر بینجامد.

 تغییر معادلات ،(1) جدول از متفاوت روشی با (2) جدول در

. شوند می استخراج تیموشنکو و برنولی-اویلر تیرهای شکل

 سرآغاز که معادله طرفین از انتگراگیری بجای (2) جدول در

 وارد با ؛است (1) جدول حل معادله دیفرانسیلی در فرآیند

 عملیات یندفرآ دیفرانسیلی، معادله گسترش و مشتق نمودن

وارد کردن  توسط( 2ردیف دوم از جدول ). گردد می آغاز

. شده استتوسعه داده مشتق در معادله دیفرانسیلی ردیف اول 

 صورت به معادله پاسخ معرفی بادر ردیف سوم این جدول 

 با قسمت دو به تیر جابجایی معادله ،[12] 1جمعی تجزیه یک

 مختصه به وابسته ضرایب و( همگن معادله) ثابت ضرایب

 ضرایب تعیین با. شود می تقسیم( ناهمگن معادله) محوری

تعیین و مشتقات آن و همچنین  ناهمگن معادلهجابجایی 

شرایط مرزی مساله، توسط ی همگن  ضرایب ثابت معادله

 د. نگرد تیر ناپیوسته حاصل میمعادلات شیب و خیز 

 روش دو که دهد می نشان (2) و (1) جداول پاسخ ی مقایسه

 و صریح معادله یک به تئوری هر برای شده ذکر تحلیل

                                                           
1
 Additive decomposition 
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 تواند می ها پاسخ صحت آن، از که شود می منجر یکسان

 .گردد استنتاج

 فرم ضعيف -2-2

( ارائه شده است. 3فرم ضعیف در جدول ) به تحلیل فرآیند

بیان  مطابق با این جدول، معادلات پیوستگی در ردیف اول 

برشی در طرف  کنند که خیز، گشتاور خمشی و نیروی می

ی ناپیوستگی برابر است در حالیکه  چپ و طرف راست نقطه

باشد.  فنر پیچشی در نقطه ناپیوستگی می متاثر از سفتیشیب 

 ،ای توسط یک چند جملهدر ردیف دوم  شکل توابع

د. ضرایب این نگیر می عهده بر را جابجایی میدان درونیابی

د شرایط ند که بتواننشو ای حاصل می ای به گونه چند جمله

در ردیف پنجم از جدول  د.نمعادلات پیوستگی را ارضا نمای

معادله انرژی کرنشی به صورت مجموع انرژی کرنشی  (،3)

تیر و انرژی کرنشی فنر بیان شده است. توابع شکل، معادلات 

و  3، 2های  ردیفحاصل از سینماتیک و ساختاری به ترتیب 

انرژی کرنشی تیر استفاده استخراج به منظور ( 3جدول ) 4

ای فنرهای  ی پایه معادله توسط و انرژی کرنشی فنرشوند  می

 انرژی، معادله این درون از .گردد میپیچشی حاصل 

سفتی ماتریس های درایه ,K m n بدست ناپیوستگی از متاثر 

ستون ماتریس  n بیانگر سطر و m که در آن دنآی می

( ضمیمه 6های این ماتریس سفتی در جدول ) مولفهباشد.  می

 ارائه شده است.

 
تیر دارای ناپیوستگی (1)شکل 

 

 فرم قوی در روش اول (1)جدول 

  تئوری تیر تیموشنکو روابط مشترک برنولی-تئوری تیر اویلر

 
 du x

x
dx
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یعنی معرفی معادلات استاتیکی حاکم و مدلسازی ناپیوستگی به علت عدم تکرار ذکر نشده  (1)فرم قوی در روش دوم )دو مرحله اول در جدول  (2)جدول 
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 های کاربردی مثال -3

30E تیری با مشخصات مادی Gpa ، 0 . و  3

0.1bمشخصات هندسی  m، 0.18h m ، 5
6

k و 
  54.86 10I  تحت بارگذاری  (2)مطابق با شکل

یک مقایسه بین  (3)توزیعی یکنواخت قرار دارد. شکل 

های بدست آمده از تحلیل در دو فرم مختلف و دو  پاسخ

کند. همچنین در این شکل  تئوری متفاوت تیر را ارائه می

ناپیوسته اختلاف بین مکان ثانویه یک تیر کامل و یک تیر 

10kNqنظر گرفتن  شود. با در مشخص می
m

 ،8L m 

توان  می ]26[و مطابق با رفتار تغییر شکل تیرهای نازک 

های تیر در دو تئوری بر یکدیگر  مشاهده نمود که پاسخ

ک ناپیوستگی بر دهد که ی منطبق هستند. این شکل نشان می

ی میانی آن و با ضریب سفتی )در نقطهروی تیر 

 0.266 .سبب کاهش مقاومت سازه خواهد شد )

بطوریکه با توجه به شرایط مادی و هندسی، تغییر مکان در 

% 25ی تیر کامل حدود  ی تیر ناپیوسته نسبت به میانه میانه

، تاثیر (ب-4)و  (الف-4) های افزایش یافته است. در شکل

ی ضخیم  ات برشی به ترتیب برای دو تیر کامل و ناپیوستهاثر

(0.5L m 410( تحت بارگسترده kNq
m

  مورد بررسی

دهد که تاثیر  گیرد. مقایسه این دو شکل نشان می قرار می

اثرات برشی بر روی تغییر شکل یک تیر کامل بیش از تیر 

ها بین دو  عبارت دیگر اختلاف جوابه ناپیوسته است. ب

برنولی و تیموشنکو برای تیر ناپیوسته در نقطه -تئوری اویلر

0ناپیوستگی  0.25x m و با ضریب سفتی  0.266 

 (الف 4)اساس شکل  باشد در حالیکه بر می% 15حدود 

ین دو تئوری ها ب چنانچه تیر کامل باشد این اختلاف جواب

توان  % خواهد بود. از این نکته می35ی تیر حدود  در میانه

برنولی برای تیرهای ناپیوسته -نتیجه گرفت که تئوری اویلر

های نزدیک به تئوری تیموشنکو و  ی پاسخ به علت ارائه

تر نسبت به آن ممکن است در مسائل  ادههمچنین تحلیل س

به ترتیب  (د 4)و  (ج 4)های  تر باشد. شکل مختلف کاربردی

تاثیر ناپیوستگی را بر روی نمودارهای شیب و انحناء نشان 

دهند. وجود ناپیوستگی منجر به یک پله بر روی نمودار  می

 شود. شیب و یک ناپیوستگی بر روی منحنی انحناء می

تاثیر مکان ناپیوستگی )با ضریب سفتی (0)در شکل 

 0.381ار خمشی تیرها مورد بررسی قرار ( بر روی رفت

شود که چنانچه نقطه  گیرد. در این شکل مشاهده می می

ناپیوستگی از میانه تیر به سمت تکیه گاه پیش رود، مکان 

ی تیر کامل همگرا  ی تیر ناپیوسته به مکان ثانویه ثانویه

 خواهد شد.

 
تیر دارای ناپیوستگی تحت بارگذاری گسترده یکنواخت با  (2)شکل 

 شرایط مرزی ساده
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ها و  جابجایی عرضی تیر با و بدون ناپیوستگی در فرم (3)شکل 

 های مختلف تئوری

 
 مکان ثانویه تیر بدون ناپیوستگی الف(

 
 مکان ثانویه تیر دارای ناپیوستگی ب(

 
 شیب در تیر ناپیوسته ج(

 
 تیر ناپیوسته انحنا در د(

 تاثیر اثرات بررشی بر روی رفتار استاتیکی تیرهای ضخیم (4)شکل 

 
 تاثیر مکان ناپیوستگی بر روی جابجایی عرضی تیر (0)شکل 

 نتيجه گيری -4

 فنر یک کمک به تیر ناپیوستگی مدلسازی با مقاله این در

 ناپیوستگی دارای تیر استاتیکی شکل تغییر معادل، پیچشی

 و قوی فرم دو گرفتن نظر در با. گرفت قرار مطالعه مورد

 تحلیلی و جامع بررسی یک معادلات، استخراج در ضعیف

 قوی فرم در همچنین. گردید ارائه روابط فرمولبندی حیث از

 و برنولی-اویلر تئوری دو روابط ای، مقایسه جدول یک با

 تاثیر و استخراج ناپیوستگی دارای تیرهای برای تیموشنکو

. شدند معرفی شیب و جابجایی های ترم روی بر برشی اثرات

 و کامل تیر دو در ثانویه مکان های پاسخ بین مقایسه یک

 تئوری پاسخ ناپیوسته، تیرهای برای که دادند نشان ناپیوسته

 تر نزدیک تیموشنکو تیر تئوری پاسخ به برنولی-اویلر تیر

 پارامترهای حذف از ناشی خطای که ای گونه به است شده
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 مناسبی تقریب با تواند می ضخیم ناپیوسته تیرهای در برشی

 .شود پوشی چشم

 فهرست علائم

A ثابت ضرب دلتای دیراک
 

kN/m)مدول یانگ )مدول الاستیک( 
2
) E

 
kN/m)مدول برشی 

2
) G

 

) هویسایدتابع  )H x
 

m)گشتاور اینرسی سطح 
4
) I

 
kNm)سفتی 

2
) K

 
L (m)طول تیر 

 
) (kNm)گشتاورخمشی تیر  )M x

 

U انرژی کرنشی
 

) (kN)نیروی برشی تیر  )V x
 

m)مساحت سطح مقطع 
2
) a

 

b (m)عرض تیر 
 

m)جز حجمی 
3
) dv

 
h (m)ارتفاع تیر 

 
k ثابت اصلاح نیروی برشی

 
m سطر ماتریس سفتی

 
n ستون ماتریس سفتی

 
) (kN/m)بار گسترده تیر  )q x

 

) (m)جابجایی عرضی کل تیر  )u x
 

 (m)جابجایی عرضی هر بخش 
iu 

 x (m)محور افقی 

 (m)مکان ترک 
0x 

y (m)محور عمودی 
 

K (kN/m)ماتریس سفتی 
 

f بردار تابع شکل )تابع درونیابی(
 

u بردار جابجایی
 

 علائم یوناني

 ضریب سفتی ناپیوستگی
 

) تابع دلتای دیراک )x
 

 کرنش
 

) شیب تیر )x
 

kN/m)تنش 
2
) 

 

) (m/1)انحنا تیر  )x
 

 شیب گره
 

 هابالانویس

 T برگردان )ترانهادن(

 هازیرنویس

 Beam تیر

 DS )پیچشی( فنر گسسته

 e معادله ناهمگن

 h معادله همگن

 i بخش قبل و بعد از ناپیوستگی

 j درجات آزادی هر گره

 Spring فنر

 

 پيوست:

 استخراج ضرایب جابجایی ناهمگن (4)جدول 

روابط 

حاصل از 

مشتقات 

 جابجایی

 ناهمگن

        2
2 3 42 3eu x d x d x x d x x       

 

     ''
3 42 6 deu x d x x x    

 

   '''
46eu x d x  

   '''' '
46eu x d x 

 

     

 

' ' ' 2
1 2 3

' 3
4 0

d x d x x d x x

d x x

    

  

     ' ' ' 2
2 3 42 3 0d x d x x d x x      

 

   ' '
3 42 6 0d x d x   

 

مشتق  
 '

4

0 0

1
[ ]

6 6

q x
d x

E I
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 ضرایب
 

 '
3

0 0

[ ]
2 2

q x x
d x x

E I
     

  

 
  2

' 2
2

0 0

[ ]
2 2

q x x
d x x

E I
    

  

 
  3

' 3
1

0 0

[ ]
6 6

q x x
d x x

E I
     

  

 استخراج توابع شکل تیر ناپیوسته (0)جدول 

رابطه 

خیز، 

توابع 

شکل و 

های  ثابت

 ها آن

 

1

1

2

2

i ij

u

u x
u





 
 
 

   
 
  

f  

2 3
ij ij ij ij ija b x c x d x      f
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f

 

روابط 

حاصل از 

اعمال 

شرایط 

مرزی در 

 معادلات

1 1j ja 
 

1 2j jb 
 

2 3
2 2 3j j j j ja b L c L d L       

 
2

2 42 3j j j jb c L d L       
 

1

0
ij

i j

i j



 

  

روابط 

حاصل از 

معادلات 

 پیوستگی

1 2j j jd d d 
 

1 2j j jc c c 
 

2 1 02 6j j j jb b c x d     
 

2
2 1 0 02 6j j j ja a x c x d      

 

استخراج 

های  ثابت

توابع 

شکل 

 المان

2 1 1 22 6j j j ja c d        
 

2 2 0 12 6j j j jb c d        
 

0
i

i x 
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0 1

2 3
0 1 1 2

4 2

3 1 2

2 3 2

2 2 6 6

j j j

j j j j

L L
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6 6 3 2
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