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 های کليدی واژه  چکيده

ای استوانه های چندلايهپوستهارتعاشات آزاد و حل دقیق به مطالعه  ،در اين پژوهش

نسبت به هم قرار  ای بوده و با زوايای مختلفها از نوع زاويهپرداخته شده است. لايه

يک لايه پیزوالکتريک  ای،پوسته چندلايه استوانهدر سطح خارجی  .اندگرفته

 ده است.ش قطبیدهراستای شعاعی  قرارگرفته است که به منظور تحريک مناسب در

 گردد.ای بصورت دوبعدی تحلیل میپوسته طويل بوده و با فرض کرنش صفحه

گاههای ساده در شرايط مرزی که شامل تکیه ردنبرآورده ک متغیرها در هر لايه برای

اند. معادلات حاکم به های فوريه بسط داده شدهباشند بر حسب سریها میلبه

کنند سپس از روش معادلات ديفرانسیل معمولی در راستای ضخامت تقلیل پیدا می

 برای حل اين معادلات که منجر به يک پاسخ دقیق و همگرايی سری با تابع توانی

گردد و ضرايب مجهول پاسخ ارتعاشی با روش ماتريس شود استفاده میسريعتر می

ای در هفت پوسته چندلايه استوانهآيند. نتايج برای فرکانس طبیعی انتقال بدست می

شکل و  ی پیزوالکتريک و پوسته پنج لايه در انتهالايهمود اول و در دو حالت تک
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In the present study, vibration of cylindrical laminates with 

different layers and angles were studied. In order to actuate and 

polarize in radial direction, a piezoelectric layer was located at 

outer surface of composite shell. Laminates were assumed long 

enough so that plane strain state analysis in 2D can be used 

properly. In order to satisfy the boundary conditions, variables in 

terms of Fourier series were obtained. The governing equations 

reduced to ordinary differential equations at thickness direction 

and by power series method, the exact solution equations were 

obtained, unknown coefficient were calculated with rapid 

convergence. By using the matrix transfer method, vibration 

response of composite shell was obtained. Finally, results for the 

first seven modes of natural frequency of multi-layer cylindrical 

shells were obtained. In addition, for both state of one single 

piezoelectric layer and five layer shell at the end, some responses 

such as displacement, principal stress and strain were achieved. 
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 مقدمه  -5

ی های ساندويچی و کامپوزيت با لايهاستفاده از ورق

ها سبک در انواع سازه 5محرک و سنسورهای پیزوالکتريک

رای رو به گسترش است. مواد هوشمند جايگزين مناسبی ب

 .بسیاری از نقايص مواد همگن فلزی و غیرفلزی است

که تحت اثر  بودهساختاری هوشمند دارای پیزوالکتريک 

در حالت عکس اين میدان الکتريکی دچار کرنش شده و 

کند. اين میدان کوپله الکتروالاستیک را ايجاد می مطلب

: توان به دو گروه اصلی تقسیم نمودمواد هوشمند را می

ترين و معروف ترينشدهشناختهها. ها و سرامیککريستال

و در  باشددر گروه کريستالها کوارتز می مواد پیزوالکتريک

از جمله انواع پرکاربرد اين مواد  2تیتانات باريمگروه ديگر، 

 .[5]باشدمی

پیزوالکتريک در  محرکهای کامپوزيتی با از سازه          

-ی، خودروسازی و کشتیهای فضايصنايع هوافضا، سازه

سازی از سنسورهای در صنعت پل گردد.سازی استفاده می

-منظور تعیین میزان فرکانس در اثر محرکه پیزوسرامیک ب

همچنین فرآيند تست  د،شوهايی نظیر باد استفاده می

شده در تست عیوب  های تايیديکی از روش 9التراسونیک

از  پس باشد که امواجمی جمله تخلخل جوشکاری از

در عمق جوش به سنسور پیزوسرامیک  برخورد به حفره

نموده که پس از ارتعاش موجب ايجاد آشفتگی در  برخورد

شوند که هدف از مطالعه حاضر نیز نمايشگر دستگاه می

ی پیزوالکتريک در بررسی تخريب ناشی از ارتعاشات لايه

ساختمانی مشتمل  ،در موارد ذکر شده باشد.چنین تستی می

مکمل مناسبی برای  ایهای چندلايهپوستهبر کامپوزيت و 

العمل ماده پیزوالکتريک تحت اثر میدان الکتريکی عکس

مولفه پیزوالکتريک برای اينکه جابجايی -باشد، ماده تکمی

میکرومتر بدست دهد بايد تحت يک  522الی  52برابر با 

 گیرد.کیلوولت بر میلیمتر قرار  2میدان الکتريکی برابر با 

ای لفهؤجهت جبران اين محدوديت، به ساختاری چند م

-کششی که همان کامپوزيت-های خمشیجهت تغییرشکل

                                                           
1-Actuator 

2-Barium Titanate (BaTiO3) 

3 -Ultrasonic test 

های از جمله مزيت باشد مورد نیاز است.ای میهای لايه

-ای به همراه پیزوالکتريک رسیدن به کرنشچندلايه پوسته

ای با اعمال مؤلفه-هايی به مراتب بالاتر از حالت تک

رسیدن  جهتدر نتیجه  باشد.ولت می 222ی کمتر از ولتاژ

های هوشمند بواسطه به يک دامنه حرکتی بزرگ در سیستم

 ای ساندويچی امریپیزوالکتريک، استفاده از ساختار لايه

باشد و علت آن در اين است که انقباض میمورد نیاز 

های پیزوالکتريک در اثر میدان الکتريکی از خمش لايه

در مودهای ابتدايی  [.2کند ]میجلوگیری کامپوزيت 

های سینوس و کسینوس شکلی شبیه قله هاارتعاشات ورق

داشته به همین دلیل بصورت توابعی از سینوس و کسینوس 

 ای تعمیم داده شده برایکرنش صفحهشود. تخمین زده می

های فوريه در محدوده مختصات برای بصورت سریهر لايه 

ها بسط داده شده است، زی در لبهارضا کردن شرايط مر

درنتیجه معادلات حاکم به معادلات ديفرانسیل معمولی مرتبه 

با ضرايب متغیر در راستای ضخامت  9کوشی-اول نوع اويلر

کند که با استفاده از روش فروبنیوس اصلاح تقلیل پیدا می

-گردد. اين روش مبتنی بر تابع نمايی و سریتحلیل می 1شده

باشد. در ادامه معادلات مومنتوم و توازن ستوار میهای توانی ا

بر حسب نمای ترم نمايی با هشت مقدار  8*8بار يک ماتريس 

و بردار ويژه و يک رابطه بازگشتی برای ضرايب سری توانی را 

های پاسخ عمومی برای هر لايه بر حسب ترم دهد.بدست می

با درنظر اند. هشت متغیر اصلی در پايین لايه بسط داده شده

ها، يک گرفتن شرايط پیوستگی در فصل مشترک بین لايه

برای ايجاد ارتباط بین متغیرهای اصلی در  پوستهماتريس انتقال 

شود. ثوابت مجهول با استفاده پايین و بالای سطوح تعريف می

از روش ماتريس انتقال تعیین شده که شرايط مرزی را ارضاء 

بطه کلی برای پديده کند. گرچه بدست آوردن يک رامی

ارتعاشات همواره مطلوب بوده لیکن در اينجا به علت 

پیچیدگی بسیار بالای معادلات امکان رسیدن به پاسخی کلی را 

تقريبا غیرممکن نموده و به نتايج عددی به منظور تايید تحلیل 

درحقیقت با استفاده از تئوری  اتکا گرديده است.

-دقیقی برای پوستهو مناسبی  دقیق هایحلپیزوالاستیسیته راه

                                                           
4 -Euler-Cauchy 
5 -Modified freobenius 
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های کامپوزيتی بدست آمده است که البته فرض پیوستگی بین 

باشد. تحلیل برای تک ناپذير ازآن میها بخشی جدايیلايه

ای متقارن زاويه پوسته چندلايهمولفه پیزوالکتريک و همچنین 

شامل پنج لايه و يک لايه پیزوالکتريک بر روی سطح بالايی 

گیرد که وتحلیل قرار میمورد بررسی و تجزيه پنلساندويچ

در نهايت  جنس پیزوالکتريک درهردو حالت يکسان است.

بعد شده های طبیعی بینتايج عددی بدست آمده برای فرکانس

که  5با مقادير تحلیلی انجام گرفته بر اساس روش لايروايز

گردد و انطباق آن مقايسه می[ 9توسط چن و لی انجام گرفته ]

 گردد.ررسی میب

های بعدی ارتعاشات آزاد ورقحل دقیق فضای سه     

های ساده و گاهای متقاطع با تکیهکامپوزيت با چینش لايه

ارائه [ 9] شرايط مرزی مختص به خود توسط سرينیواس و رائو

-مشخصات اين لايهمعرف ( 5)توضیحات داخل شکل  شد.

ادلمن و ست. به صورت پارامتر تعريف شده ا که هستند ها

-های استوانه[ ارتعاشات شعاعی پیزوسرامیک1استاوسکای ]

چو و  جهت محوری را مطالعه کردند. شده در قطبیدهای 

را  چندلايههای مستطیلی ارتعاشات آزاد ورق[ 6همکاران ]

 چن و نمودند. توسط تئوری لايه منفرد مرتبه بالاتر مطالعه

رای رسیدن به پاسخی های توانی را بروش سری [8تا  7] شن

بعدی برای حالت با استفاده از تئوری پیزوالاستیسیته سه

ای بکار ی استوانهاستاتیکی متقارن و ارتعاشات آزاد پوسته

[ 3]باترا و آيمانی  .های آن را تعیین کردندبردند و فرکانس

های از دست رفته مودهای قبلی پاسخی دقیق برای فرکانس

های ساده گاههای مستطیلی با تکیهدر ارتعاشات آزاد ورق

-ارتعاشات ورق[ 52] آيدوگدو و تیمارچی بدست آورد.

ای بصورت متقاطع با شرايط های مربعی با چیدمان لايه

ارتعاشات  [55]مرزی مختلف تحلیل نمود. لیو و همکاران 

تئوری متقارن را بر اساس روش  چندلايههای آزاد ورق

از تکنیک مؤثر حداقل مربعات  با استفاده 2تغییرشکل برشی

حل دقیق و قابل قبولی  [52]کانگ و شیم  تحلیل نمودند.

های مستطیلی با مومنتوم درصفحه برای ارتعاشات آزاد ورق

چن و  های ساده در دولبه مخالف را بررسی نمود.گاهبا تکیه
                                                           
1- Layerwise method 

2-Shear deformation theory 

پاسخ دوبعدی و تحلیلی تقريبی برای پاسخ [ 59تا  59]لی 

ای از نوع استوانه های چندلايهپوستهشی استاتیکی و ارتعا

در اين روش هر لايه ای با روش لايروايز ارائه نمودند. زاويه

ی میانی از پوسته به چند زيرلايه که برای هر کدام يک لايه

گردد. معادلات ديفرانسیل تقسیم می شوددر نظر گرفته می

ريب های میانی استخراج شده و ثوابت معادلات تقبرای لايه

-ارتعاشات آزاد ورق[ 51] می و همکارانکر شوند.زده می

هايی مقید شده متقارن با ضخامتی ملايم و لبه چندلايههای 

 و تحلیل قرار دادند. بر روی بستر الاستیک را مورد تجزيه

را برای ارتعاشات دو متغیره  تئوری ورق [56]شیمپی و پاتل 

تحلیل  ارائه کرد. های ايزوتروپیک و ارتوتروپیکآزاد ورق

های کامپوزيت مستطیلی با روش ارتعاشات آزاد ورق

انجام پذيرفت   [57]اجزاءمحدود توسط پانديت و همکاران 

های کامپوزيتی و ايزوتروپیک های عددی از ورقو مثال

های مستطیلی برای زوايای مختلف چرخش الیاف و نسبت

حققین مختلف اندازه و ضخامت حل گرديد. تعدادی از م

در اين میان  اند،ای کار کردههای لايهروی ارتعاشات پنل

گسسته يکتا را برای  9تکنیک کانولوشن [58]سیوالکِ 

متقارن  چندلايههای کامپوزيت تحلیل ارتعاشات آزاد ورق

نسبتاً ضخیم برمبنای تئوری تغییرشکل ها و از نظر چینش لايه

ج بدست آمده با برشی مرتبه اول پیشنهاد نمود و سپس نتاي

برتی مقايسه کرد.  ها از تحلیل و روش عددیساير روش

متقارن و  چندلايهکامپوزيت ارتعاشات آزاد يک ورق  [53]

نامتقارن را با برشی ايجاد شده در مرکز آن را مورد مطالعه 

[ روش منظم تابع 22کنگ و همکارانش ]-اِنگو قرار داد.

های آزاد ورق مبنای شعاعی را برای تحلیل ارتعاشات

با استفاده از تئوری تغییرشکل برشی چندلايه کامپوزيت 

-تأثیر شرايط مرزی تکیه [25]مسینا  مرتبه اول به کار بردند.

های مستطیلی بعدی ورقگاهی را بر روی ارتعاشات آزاد سه

ژيانگ  و چندلايه ايزوتروپیک با چینش متقاطع را نشان داد.

های ارتعاشی پوستههای ويژگی [22] و همکارانش

برشی را با استفاده از تئوری تغییرشکل چندلايهکامپوزيتی 

بررسی کردند و تکنیک هموارسازی يکپارچه  مرتبه اول را

                                                           
3 -Convolution technique 
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 های نازک قرار دادند.فاقد مش را مبنای تحلیل ورق

با استفاده از تکنیک سختی  [29]بوسکولو و بانرجی 

ش پیچیده لايروايز و يافته با استفاده از رودينامیکی توسعه

 را تحلیل کردند. چندلايه های کامپوزيتدقت بالايی ورق

گاه ساده ها به تکیهدر تحقیق حاضر، قطاع کامپوزيت در لبه

را طويل درنظرگرفته به صورتی  پوستهمقید شده است. طول 

به  با توجهتوان آن را بینهايت فرض نمود، همچنین که می

سی روش سری توانی اصلاح و عدم برر ذکر شدهسوابق 

های ای در تحقیقشده در تحلیل ارتعاشات پوسته استوانه

روش در  اين به کارگیری به بررسی اين پژوهش در، گذشته

 ی پیزوالکتريکای شامل لايهاستوانه تحلیل ارتعاشات پوسته

   . گیرددقت آن مورد بررسی قرار می پرداخته شده و

  تعریف مسئله -2

-دهد. لايهای مدوری را نشان مینل استوانهپ( 5) شکل

های کامپوزيت روی هم قرار گرفته که از نوع لمینیت با 

ای با ای است. مختصات محلی از نوع استوانهچینش زاويه

شود، مبدأ توجه به شکل سیستم بر روی آن قرار داده می

در zای و محور طولیمختصات در مرکز پنل استوانه

   راستای طولی پنل قرار دارد.

 

 

 

 

 

 

 
 

 .چندلايه ای کامپوزيتاستوانه ( ابعاد و مشخصات پنل5شکل )

r   مختصات شعاعی است که در راستای شعاع قرار گرفته و

کند، مقدارای آن را مشخص میجهت زاويهتا  2از

قطاعی مشخص  در اينجاتواند تغییر يابد. درجه می 962

ای درنظر گرفته شده بوده که بیانگر زاويه کل سیستم استوانه

باشد. پس در می ی الیاف نسبت به محورزاويه  است.

راستای الیاف در هر لايه و دو راستای باقیمانده در جهت 

ضريب  .گرددعمود بر الیاف رفتار اُرتوتروپیک مشاهده می

الاستیسیته در اين سه راستا، جهت تعیین خواص مکانیکی 

,لايه مورد نیاز است. نیروی برشی در جهت محور z  

شوند که علت آن چسبندگی قابل نظر گرفته می صفر در

ها ها بوده که مانع عدم حرکت نسبی لايهتوجه در بین لايه

 گردد.نسبت به يکديگر می

 معادلات -9

ای توسط تئوری روابط کرنش در مختصات استوانه

ی جابجايی برای پوسته معادلهشود. الاستیسیته بیان می

 شود:ای بصورت زير بیان میتصات استوانهدر مخ چندلايه

(5) 3

1

ii

i

U u e



 

توان بصورت های اصلی و برشی را میروابط برای کرنش

 :[29]زير بیان نمود

 u

r r




 

 1 v
u

r

 

 
  

  
(2) 0

z
 

 
 1

r

u v v

r r r




 
  

  
 1

z

w

r







 
 

zr

w

r




 

با فرض طويل بودن پوسته مقدار کرنش zدر راستای محور

ر بحث ای برقرار است. دصفر شده و فرض کرنش صفحه

ی بزرگی میدان الکتريکی با پتانسیل الکتريسیته رابطه

 الکتريکی بصورت زير برقرار است:

(9) 
,i iE    

های میدان الاستیسیته ( بطور مجزا از ويژگی9( و )2روابط )

های چندلايه که شامل و الکتريسیته هستند در بحث پوسته

ته کوپله الکتروالاستیسی شود میدانی پیزوالکتريک میلايه

ايجاد شده که روبط در فضای کوپل بايد تعريف گردند. 

-( فضای کوپل مورد نظر را ايجاد می1( و )9روابط )

  [:21کند]

(9) ijkl klkl ij kS d E  
 

(1) 
,ij iji ij iD d    

 





1
R

k
h

R
o R

i  

r

z
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( روابط الکتروالاستیسیته را بدست 1( و )9بسط معادلات )

ای دهد. به دلیل ماهیت ارتعاشی سیستم پوسته چندلايهمی

ستیسیته در اين حالت نیز معادلات مستخرج از تئوری الا

 صادق بوده و مشتمل بر معادلات زير است:

 1 1
( )rr

r u
r r r





  




   

   
(6) 1 2r

r v
r r r

 


 
 



 
  

   

 1 1zrz
zr w

r r r


 




  

   

 1 1
0r

r

DD
D

r r r






  

   

( از نیروهای حجمی و منبع 6در مجموعه معادلات )

-ها و پوستهارتعاشات ورق بارالکتريکی صرفنظر شده است.

های سینوسی و قله ، ازدر مودهای ابتدايی ارتعاش ها

ی فوريه پاسخ دقیق و کسینوسی تشکیل شده که تقريب سر

کند. پاسخ سری فوريه مناسبی را برای آن فراهم می

 شود:( بصورت زير درنظرگرفته می6( تا )9معادلات )

(7)  , , , , , ,r z z ru D        

   
1

Re , , , , , , sini t

r z z r n
i

u D e n

      




  
 

(8)  , , , , ,zr r zv w D D   
 

   
1

Re , , , , , cosi t

zr r z n
i

v w D D e n

   




  
 

 (2)پنکل در شککل    اُم سکاندويچ k یمشخصات ابعادی لايه

مختصات محلی و نشان داده شده است. مختصات جانبی 

در اين لايکه، بصکورت زيکر تعريکف       در راستای ضخامت

  شود.می

 

 

 

 

 

 
 .امkی مشخصات ابعادی لايه( 2شکل )

 

 

(3) 
1( ) ( )

1 1

( )

1

( )

2

2

kk i

i

k
k

k

i

h
R R t

r R

t

h
R R


















  


 


  




 
ای و با همانگونه که قبلاً ذکر شد با فرض کرنش صفحه

,حذف پارامترهای , , ,z z zD D      و جايگزينی پاسخ

مجموعه ( 6( تا )9)( داخل معادلات 8( و )7)سری از معادله 

يابند و ی هشت تقلیل میمعادلات از مرتبه سیزده به مرتبه

 آيد: ی زير بدست میرابطه

(52) Q
AQ

r




  
 که در اينجا:

(55) , , , , , , ,
n n n n

T

n n n r zr r n rQ v w u D        
 و

(52) 

11 13 15 16 17

25 26 27

31 32 33 34 38

41 42 43 44 46 48

51 52 53 54 55 58

61 62 63 64 66 68

71 72 73 74 78

85 86 87 88

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

A A A A A

A A A

A A A A A

A A A A A A
A

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A

A A A A

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

 در پیوست آورده شده Aهای غیرصفر ماتريس که مؤلفه

ی پیزوالکتريک باعث عدم تقارن در وجود لايه است.

توان را بر حسب شعاع می  Aشده است. ماتريس  Aماتريس 

  آيد.می ( به شکل زير در52ی )مرتب نمود که معادله

(59) 1 2
0 2

A AQ
A Q

r r r

  
       

 شرایط مرزی -4

 به شرايط مرزی پرداخته خواهد شد. ی بحثدر ادامه     

گاه ساده مقید ها به تکیهای در کنارهاستوانه چندلايهپوسته 

ها بصورت زير قابل بیان شرايط مرزی در کناره ،شده است

 [:21است]

(59) 0 : 0, 0, 0, 0zu           

(51) 1: 0, 0, 0, 0zu           

Kth layer 

( )kt

r

( )

1

kR
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iالکتریکیی در حالتی که پتانسیل     کیار رود   بیه

اعمیا   یکی مدار بسته است و ایط مدارالکترمشابه شر

چگیییالی بیییار الکتریکیییی
iD D  مشیییابه شیییرایط

مدارالکتریکی باز است. شیرایط پلسسیتگی در سی      

 شسد:های همجسار بصسرت زیر بلان میمشترک لایه

 

(56) 
1, , , , , , ,

k

r zr r ru v w D       
   

1

0, , , , , , ,
k

r zr r ru v w D    



 
   

ات اجباری، تحريکی توسط لايه پیزوالکتريک بکا  در ارتعاش

در سطح مشکترک   گردد.الکتريکی ايجاد میتشکیل پتانسیل

مکین سکطح   اnqدرهیایی کیه   ی پیزوالکتريکک بکا پنکل   لايه

,1مشترک قرار دارد و بکرای   2,..., 1k L    پکارامترDr 

kوLaپتانسیل  بادر روابط  nq  برای چنین  شود.میوارد

 گردد:سطوحی شرايط پیوستگی با شرايط زيرجايگزين می

(57) ( )

1[ | ] ( , ); 1, ...,
qn

q at q L      

  

 ت به کمک روش سری توانيحل معادلا -1

با استفاده از روش ( 59)ی در ادامه پاسخ عمومی معادله     

آيد. تابع توانی در اين سری بدست می سری با تابع توانی

 بعد در راستای ضخامت است.صاتی بیتوابسته به جهت مخ

0  در اين حال 1  ير پاسخ سری بصورت ز .است

 شود:درنظرگرفته می

(58) 
0

( )
i

i
i

Q e Z


 




    

0i برای Zi در اينجا ترم  علاوه بر مقادير، باشدمعتبر می 

ی حال رابطه آيد.در ادامه بدست می Ziويژه تابع حدس 

0i با فرض  جايگزين شده و( 59ی )ر معادله( د58)  

 آيد:ای برای تعیین مقادير ويژه بصورت زير بدست میرابطه

(53) 2 2

1 0( ) 0s Z s A I Z     
 که در اينجا:

(22) 1R
s

t
  

 ی بازگشتی زير نیز برای تعیین تابع پاسخدر ادامه رابطه

 آيد:بدست می

 

(25) 
1 [( ( 2 / ) )i iZ A i s I Z      

2

0 1 1 1((2 (2 1) ) ) /iA R A s i I Z s       

 2

0 2(( ) ) / ] / ( 1)itA I Z s i    

1( بافرض 53ی )از معادله 0Z آيد:بدست می  

(22) 
0 0AZ Z   

بردار ويژه جفکت مکاتريس    0Zه ومقادير ويژبنابراين نماد

دارای هشت جفکت دوتکايی    A حالتباشند. دراينمی 8*8

)0  ويککژه , )
j

j Z ،8,...,1اسککتj .Q  مجمککوع هشککت

j( بکا تکابع نمکائی   58ی )پاسخ به شکل رابطه
e
   و ضکرايب 

j

iZ برای سری توانی وj   0. اُمکین پاسکخ اسکت

j
Z   بیردار

ويژه متعامد بوده و
1

j
Z ها با استفاده از . ضرايب ديگر سری

jبرای( 25)ی رابطه  آيدبدست می.  
 حقیقکی هسکتند يکا    A هريک از مقکادير ويکژه مکاتريس        

آينکد. حکل   های مخکتلط درمکی  ای از جفتبصورت مجموعه

1,2برای جفت مقادير ويژه i   1 با بردار ويژه

0Z  بر
1هايی از دو ثابت حقیقیبرحسب ترم1طبق 2,C C بصورت

 آيد:زير بدست می

(29) 
1 1 2 2

( ) ( ) ( )Q Y C Y C      
است و Q ( پاسخ عمومی برای متغیرهای وابسته29ی )رابطه

1همچنککین توابکککع  2( ), ( )Y Y   برحسککب تکککوابعی مثلثکککاتی

 هستند: زيربصورت 

 

 

(29) 

1
1

0

( ) cos Re( )
i

i
jY e Z


  

 

 

   

0

1sin Im( )i
i

iZ 
 

 



  

2
1

0

( ) sin Re( )
i

i
jY e Z


  

 

 

   

0

1cos Im( )i
i

iZ 
 

 



  

,Imهایعبارت Reهای حقیقی و موهکومی  به ترتیب قسمت

)شککل تکابعی   باشکند. توابع مخکتلط مکی   )jY    بکا اسکتفاده از

آيد. تنها چند جمله محدود از سکری  بدست می (29)روابط 
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هکای بسکیار   شوند و همچنین از تکرم توانی نامحدود تعیین می

اُملن لایه  مقیدار kگردد. برای کوچک صرفنظر می
kQ
   

1در سکطح بکالايی لايکه    Qاربرابر مقد ،  توانکد بکه   مکی

مقدار
1kQ



0 در سکطح پکايینی لايکه   Qبرابکر مقکدار     

 بصورت زير تبديل شود.

 

 

(21) 

 
1

(0) (0) (0) (0)Q Y C C Y Q


     

 
1

(1) (1) (1) (0) (0)Q Y C Y Y Q


    

 
1

1 : : (1) (0)k k k kQ T Q that T Y Y
 

    

. [26]باشککداُمککین لايککه مککی  kمککاتريس انتقککال kTدر اينجککا

ای را بدسکت  سطح مشترک بکین دو لايکه معادلکه    درحقیقت

 کند.می برآوردهدهد که شرط پیوستگی را می

 نتایج عددی -6

در اين بخش نتايج بصورت عددی با اسکتفاده از روابکط        

هکايی بکا   ای بصورت لايکه آيند. پنل استوانهحاضر بدست می

هکا در آن بصکورت   ای بوده که قرارگیری لايکه چینش زاويه

    باشد.   است و از پايین به بالا می زير

(26) 15 / 60 / 90 / 75 / 45      

ها ضخامت و چگالی يکسانی درنظر گرفتکه  برای تمامی لايه

-هکا بصکورت زيکر مکی    های لايهشده است. همچنین ويژگی

 .[9]باشد

25L TY Y    

0.5LT TG Y    

0.2TT TG Y    

0.25LT TT     

نسککبت  مککدول برشککی و  Gتککنش تسککلیم و  Yدر اينجککا 

T,پواسون است. زيرنويس  L     بیکانگر کشکش و فشکار مکی-

3 انه برابر ی قطاع استوزاويهباشد.   نتکايج   باشکد. می

ککه توسکط روش    [9با کار انجکام شکده توسکط چکن و لکی ]     

نتکايج عکددی   اند. سکپس  لايروايز صورت گرفته مقايسه شده

پیکربنکدی  ی پیزوالکتريک با لايهای با های استوانهبرای پنل

دو حالکت بکرای    است. ( آمده2( در جدول )9)شکل مطابق 

لايکه  در حالکت الکف تکک   . هکا درنظرگرفتکه شکده اسکت    پنل

 پوستهپیزوالکتريک مورد بررسی قرار گرفته و در حالت ب 

گکردد.  با يک لايه پیزوالکتريک روی سطح آن تحلیکل مکی  

ی پیزوالکتريک لايه لمینای الیافی با تک لايه 1شامل پوسته 

 است.

 

 ی پیزوالکتريکلايه)الف(تک 

 

 

 

 

 های ناهمگنلمینیت)ب(

 ی.های لمینیت استوانهچینش لايه ینحوه(6شکل)

چگکالی مکواد اول، دوم، سکوم و    در قسمت ب  (6)در شکل 

برمترمکعکب و در قسکمت الکف    کیلکوگرم  5178چهارم برابر 

-کیلککوگرم 7622لايککه پیزوالکتريککک برابککر  چگککالی تککک 

 قسکمت )الکف( شککل    شکود. برمترمکعب درنظکر گرفتکه مکی   

ها ی پیزوالکتريک و قسمت )ب( پنلی تک لايهدهندهنشان

دهد که خصوصکیات متفکاوتی از مکواد را شکامل     را نشان می

شده و غیرهمگن است. نتايج در هکر دو حالکت بکرای هفکت     

1nها در مود فضايیمود پايین لايه     5و تنها مکود خمشکی 

2n برای مکود فضکايی      ( 2و5در جکدول )   آمکده اسکت و

مقايسکه گرديکده    [9] چکن و لکی   بانتايج بدست آمده توسط 

بعکد شکده   بر اساس فرکانس بکی  (5)محاسبات جدول  است.

بعکد  صورت گرفته است. فرکانس طبیعکی بصکورت زيکر بکی    

 گشته است:

(27)  
1 2

1 0 0nRS Y     

,4ريدامقبرای  (5)يج در جدول نتا 20S  ( 2و در جدول )

,5,10برای  20S   ی پیزوالکتريکک   برای پوسته فاقد لايکه

بدست آمده است. با توجه به نتکايجی ککه در   و به همراه آن 

ی در مقايسه نتايج بدسکت  جدول ذکر شده است دقت مناسب

. شکل مودها ازاين قرار است ککه مکود اول يکک    استآمده 

مود خمشکی اسکت، مودهکای دوم و سکوم مودهکای کششکی       

هستند.مودهای چهارم و پنجم، مودهای برشکی بکین سکطوح    

PZT-5A h 

Mat. 3            15o 

Mat. 1              0o 

Mat. 2             15o 

Mat. 3             75o 

Mat. 1             0o 

PZT-5A 0.1h 

0.18h 

h 

0.27h 

0.09h 

0.135h 
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انکد.  بوده که در اثر صفر بودن جابجايی عرضی ايجکاد شکده  

مودهای ششم و هفتم مودهای برشکی مرتبکه بکالاتر در میکان     

 باشد.جهت محیطی می

شرايط  ای تحتپنل استوانهساندويچ nفرکانس طبیعی (5) جدول

 (OC) مدارباز

02S= 4S= 

n    Order  

                   Present                    Present   

237283/2 237283/2 822359/2 822359/2 5 

5 

17757/9 17757/9 68198/9 68198/9 2 

59966/8 59966/8 91687/1 91687/1 9 

5971/92 5971/92 39727/7 39727/7 9 

6792/93 6792/93 79211/3 79219/3 1 

1672/62 1675/62 2366/55 2369/55 6 

6878/69 6877/69 5981/59 5989/59 7 

22761/5 22761/5 57566/2 57566/2 5 

2 

32695/8 32695/8 96897/6 96897/6 2 

2668/51 2668/51 83933/7 83933/7 9 

1662/99 1662/99 71939/3 71939/3 9 

6519/92 6512/92 7919/55 7919/55 1 

9799/65 9792/65 9739/59 9735/59 6 

1633/69 1637/69 6998/59 6991/59 7 

در مودهککای پککايین خطککايی بککین دو روش لايروايککز و سککری 

اما در مود پنجم به بعد مقداری بسیار  شودتوانی مشاهده نمی

هکا را بکا   جزئی خطکا وجکود دارد. روش سکری تکوانی پاسکخ     

اسکت.   5کند و عامل آن تابع نمکايی سرعت بالايی همگرا می

ی های طبیعی لمینیت بکه همکراه لايکه   فرکانسدر ادامه سپس 

( آمکده اسکت.   2( در جکدول ) 6پیزوالکتريک مطابق شککل ) 

ی بکه همکراه ثوابکت لايکه    هکا  ی لايکه مشخصات و ثوابت مکاد 

ها در هکر دو  باشد )جنس لايهپیزوالکتريک بصورت زير می

 [.27]حالت يکسان است.( 

 

 

 

 

1 2 3 12 23 31 12 13 23

.2 : (224.25, 6.9, 6.9, 56.58,1.38, 56.58), 0.25, 0.25, 0.25

.1 : (6.9, 6.9, 6.9, 2.76, 2.76, 2.76), 0.25, 0.25, 0.25

.3 : (172.5, 6.9, 6.9, 3.45,1.38, 3.45), 0.25, 0.25, 0.25

.4 : (18

( , , , , , ) , , ,

Mat

Mat

Mat

Mat

Y Y Y G G G GPa   

 



  31 32 33 15 24 11 22 33

12 1

8 1

1,10.3,10.3, 7.17, 2.87, 7.17), 0.28, 0.28, 0.33

5 : (61, 61, 53.2, 22.6, 21.1, 21.1), 0.35, 0.38,

0.38 ( , , , , ), , ,

( 171, 171, 374, 584, 584) 10 ,

(1.53,1.53,1.5) 10

PZT A

and d d d d d

mV

Fm

  

 

 





  



  

 
 
 

ی با لايه ایاستوانه پوسته چندلايه nفرکانس طبیعی (2) جدول 

 (OC) شرايط مدارباز تحتپیزوالکتريک ی و تک لايه پیزوالکتريک 

Panel (b) 

 

 

Panel (a) 

 

n        Mode          S 

69722/9 99595/2 1 

5 

5 

92715/6 12235/2 52 

59729/7 19111/2 22 

15698/9 62538/9 1 

2 39722/9 67232/9 52 

26273/9 68262/9 22 

                                                           
1- Exponential function 

Chen & 

 Lee   

Chen & 

 Lee   
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91821/8 9199/55 1 

9 72695/3 6938/25 52 

5127/52 191/92 22 

72692/5 16225/9 1 

9 98921/5 62225/9 52 

23353/5 61615/9 22 

19325/2 22663/9 1 

1 33322/5 23265/9 52 

79629/5 21222/9 22 

85788/2 69578/1 1 

6 61166/2 62255/1 52 

69955/2 65728/1 22 

25672/2 52222/8 1 

7 72862/2 27755/8 52 

63968/2 27556/8 22 

9151/59 66522/3 1 

5 2 2753/25 3321/52 52 

7829/28 9932/55 22 

هککای بدسککت آمککده )وجککود تغییککر  وجککود اغتشککاش در داده

ناگهانی در مقادير( نشان از عدم همگرايی صحیح در برخی 

ها بکوده ککه خوشکبختانه چنکین اغتشاشکی در نتکايج       فرکانس

نگرديده است ککه شکیب ملايمکی در تغییکر مقکادير      ملاحظه 

ها اتفاق افتاده است. در مود سوم با افکزايش شکعاع،   فرکانس

افکزايش قابککل تککوجهی در مقکادير فرکککانس طبیعککی ر  داده   

است که بیان کننده اين مطلب اسکت ککه در مکورد افکزايش     

شعاع محدوديت اساسی وجود دارد. وجود چنین تغییکری را  

ی از مود خمشکی در راسکتای ضکخامت دانسکت.     توان ناشمی

تعککداد پککنج جملککه اول سککری تقريککب مناسککبی بککرای تعیککین  

ها ايجادکرده است تحقیقات انجکام شکده در همکین    فرکانس

پژوهش حاکی از آن اسکت ککه اخکتلاف بسکیار انکدکی در      

 آيد.مودهای بالاتر بدست می

 گيرینتيجه -7

لاستیسیته دوبعدی برای ی پیزوامسئله ی حاضرمطالعهدر      

ای با پوسته استوانهارتعاشات آزاد مستهلک نشده برای 

 بررسیهای ساده گاهمقید به تکیه یهالايهای زاويهچینش 

های فوريه درنظرگرفته شد ی سریشد. روش تحلیلی بر پايه

برای مودهای  اصلاح شده سری توانیو بر مبنای روش 

مورد بررسی و  ای،وانهخمشی در راستای ضخامت ورق است

ارزيابی قرار گرفت. اين روش همگرايی سريعتر و بهتری را 

ناديده گرفتن اثر دهد. نسبت به روش مشابه معمولی ارائه می

نیروی برشی اختلاف بسیار ناچیزی را مخصوصا در مودهای 

در  اختلاف بسیار جزيی پديد آمدهگردد. پايینی سبب می

همچنین  است.لای روش مذکور دهنده دقت بانشاننتايج 

در  های ديگرسرعت بالاتری نسبت به روش اين روش،

تغییرات  که علت آن، خود نشان داد ازهمگرا شدن پاسخ 

 نمايی در روش سری توانی اصلاح شده است.

 فهرست علائم -8

 بعدطبیعی بیفرکانس   

 (Cycle/time)طبیعی فرکانس
n  

Kg/m)چگالی
3
)    

R (m)شعاع   

h (m)لمیناضخامت    

Y (Pa)مدول الاستیسیته    

 (Pa)تنش    

 اصلی کرنش   

 کرنش برشی   

ij ماتريس ضرايب کرنش پیزوالکتريک   

ijS (Pa)ماتريس ضرايب الاستیک  
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 ماتريس جابجايی الکتريکی
i

D   

 مقدار ويژه   

E (N/C)تريکیمیدان الک   

ijd الکتريکماتريس ثوابت دی  
G (Pa)مدول برشی    

 (V)پتانسیل الکتريکی   

, نسبت پواسون    

, (m)جابجايی در جهات مختصاتی ,u v w   

 

 پيوست -3

 ( بصورت زير است:52ی )عناصر ماتريس در رابطه     

 

 

 

 

 

45 5511 13 15 16

44 4517 25 26

1427

13 36 2331 11 61 21

13 23 3632 12 22 62

13 23 3633 11 21 61

13 23 36 3334 14 24 64

, 1 , ,

, ,15

,

1

( ),

( ),

( ),

( ),

A S P S P S P

A S P S P S P

A S P S P S P

A n r A r A S A S

A n r d A S A S

A n

A S

r d

n

P S P S P S

r

n r

r

A

    

    

     

     

    

   

 



   

 

   

 

   

 

13 23 36 3338 18 28 68

2

43

2

46 48 18 51 61

2
2 2

52 62 53 61

54 64 55

2 2

41 42

2

2
2

58 68 61 11

2

62 12 63

11 12

1411 44

( ),

, ,

, 1

, , ,

, ,

, 1 ,

, ,

,

nP nP

A P A P r

A n r A P r A n r P

A n r P A n r P

A n r P A r

A n r P A n r P

A n r P

S P

A n r

S P S P d

A r A r

r 







    

   

   

   

 

     

  





 



 

 

 

  

  

  

2

11

64 14 66

68 18

13 32 3671 11 21 61

31 32 3672 12 22 62

31 32 3673 11 21 61

,

, 2 ,

,

,

,

1 ,

P

A n r P A r

A n r P

A n r d P d P d P

A n r d P d P d P

A r d P d P d P

   

 

    

    

     

 

 

 

   

31 32 36 3374 14 24 64

31 32 36 3378 18 28 68

14 1585 86

,

1 ,

, ,

A d P d P d P d

A d P d P d P

A n r d A n r d



      

     

 

 

   
2

1187 88, 1A n r A r    

 در اينجا از تبديلات زير استفاده شده است:

3

33

1

11 12 1611 12 16

12 22 26 21 22 26

16 26 66 16 62 66

2 61 2

1 13 2 23 6 364

1 13 2 23 6 368

, ,

( )

( )

ij ij ij j

ij ij

i ii i

i i ii

i i ii

S S d d

d d

S S SS S S

S S S S S S

S S S S S S

P S P S

P S S S S S S

P S d S d S d
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