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 کليدیهای  واژه  چکيده

ای که راه حلی برای تحلیل ارتعاش آزاد ورق دایرهبر این است سعی مقاله در این 

با توزیع یکنواخت و مستقر بر بستر  کربنیهای لولهدار تقویت شده با نانوسوراخ

در این تئوری تنش برشی عرضی الاستیک با استفاد از تئوری بهبود یافته ارایه شود. 

شده و نیاز به دار صفر در نظر گرفته ای سوراخورق دایره در سطح بالایی وپایینی

. معادلات حرکت با استفاده از اصل ضریب اصلاحی مثل تئوری مرتبه اول نمی باشد

است و سپس با استفاده از روش تفاضلات مربعی تعمیم یافته همیلتون بدست امده

دار بدست وراخای سهای طبیعی ورق دایرهاند و فرکانساین معادلات حل شده

ای از جمله نسبت گذار بر فرکانس ورق دایرههای تاثیراست. در پایان پارامترامده
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In this paper, an attempt is made for solution of free vibration 

analysis of annular plate reinforced with carbon nanotubes for 

Uniformly Distribution (UD), resting on an elastic foundation 

using a refined theory presented. In this theory, a parabolic 

distribution of shear stress and strain in the thickness direction 

and satisfies the boundary conditions of zero shear stress on the 

upper and lower crust cut without using a correction factor to be 

considered. The equations of motion are obtained using 

Hamilton's principle. And then these equations are solved by 

GDQ method .Factors affecting the frequency such large radius to 

small radius, the ratio of thickness to the radius of the annular 

plate, the length of the radius is obtained. To check the 

compatibility equations and solving method is used, a comparison 

between the present work has been done with papers. 
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  مقدمه -9

 و تخت شاناولیه شکل که هستند هاییسازه هاورق

. باشدمی دیگر بعد دو از کوچکتر بسیار آنها ضخامت

 جانبی، هایپانل: از عبارتند ورقها برای هامثال معمولترین

 در دهه .ذخیره مخازن کف و هادیواره توربین، هایدیسک

با مقاومت بالا  یهاسازه یتقاضا برا ریچشمگ شیبا افزا ریاخ

و وزن سبک، مطالعات  یدر برابر حرارت بالا، جذب انرژ

است. صورت گرفتهها و ورق هاپوسته تارفر یرو یادیز

ساخته شده از مواد همگن  یاسازه یاعضا یرفتار کمانش

هستند توسط آلمروث و  یکیمکان یدر معرض بارها که

 یروش نسب  کی ]2[است. گولترمن شده انیب ]9[اشبر

جدار نازک با استفاده  یهاکمانش استوانه ییگوشیپ یبرا

شده ارائه کرد. او کمانش ساده و شناخته یهایاز تئور

 یاستوانه کامل را مطابق با تئور کی یبرا کیالاست یبحران

زد و نیتخم یدو حالت بارگذار یها براپوسته کیکلاس

 یمطابق با تئور ایکد  کیمطابق با  بیتخر یورهافاکت

و  نترستتریو. ]3[محاسبه کرد تریکو کیکلاس یداریپا

و  یکمانش محور نهیرا در زم یجامع یبررس ]9[ تیاشم

 یبیترک یکه تحت بارها یپوسته استوانه فولاد یلیتحل

  انجام دادند. ارند،دقرار

 یهاپوسته کمانش لیبه تحل ]5[انیانسور و چاروا نتیود

قرار دارند،  کنواختی یکه تحت فشار جانب یااستوانه

تئوری با استفاده از  ]6[وهمکارانش 9تا تاهی هو   پرداختند.

صفحه یک کمانش ،خمش و ارتعاش به تحلیل بهبود یافته 

الاستیک بستر . اندپرداخته ضخیم بر روی بستر الاستیک

معادلات حرکت  واست  مدلی از دو پارامتر متغیر پاسترناک

است تئوری پیشنهادی دقیق و از اصل همیلتون بدست آمده

خمش،  کارآمد است واز آن می توان در پیشگویی پاسخ

                                                           
1 Huu-Tai Thai 

 کمانش و ارتعاش از صفحه ضخیم روی متغیر پایه الاستیک

از تئوری با استفاده ] 7[هو تا تاهی وهمکارانشاستفاده کرد. 

صفحه یک عاش تحلیل خمش ،کمانش وارتبهبود یافته به 

با استفاده از    ]1[هو تا تاهی وهمکارانش  .اندپرداخته ضخیم

ساده و کارآمد برای تحلیل  حلی راهتئوری بهبود یافته 

هو تای  اند .مواد مدرج تابعی بدست اوردهکمانش صفحه 

از تئوری بهبود یافته دو با استفاده  ]1[تاهی و همکارانش 

مش از صفحه ارتوتروپیک به برای تحلیل خ حلیراه متغیره

در این تئوری که برای توزیع اند. اوردهبدست روش لوی

سهموی از تنش برشی عرضی و ارضا شرایط تنش برشی 

عرضی آزاد برروی بالا و انتهای سطح از صفحه بدون 

است راه حل گرفتهاستفاده از ضریب تصحیح برش انجام

ه برای تعیین لوی روشی با مفهوم فضای حالت مورد استفاد

ای ازصفحه مستطیلی ارتوتروپیک با دو لبه راه حل بسته

 و و دو لبه دارای شرایط دلخواه است.تکیه گاه ساده متضاد 

تئوری با استفاده از  ]95[ و همکارانش 2دونگ هو چوی 

به بررسی برروی بستر الاستیک   بهبود یافته  برای صفحه

سونگ اک اند. تهارتعاشات ازاد صفحه مواد تابعی پرداخ

با استفاده از تئوری بهبود یافته دو  ]99[و همکارانش  3کیم

متغیره راه حل تحلیلی از کمانش ورق ارتوتروپیک و 

سونگ اک کیم و  .اندایزوتروپیک انجام داده

با استفاده ازتئوری بهبود یافته دو متغیره  ]92[همکارانش

باشد به یکه به صورت طبقه طبقه مبرای صفحه کامپوزیتی 

هوتای تاهی  اند.بررسی کمانش صفحه کامپوزیتی پرداخته

با استفاده از ارتعاش آزاد صفحه  ]93[ و همکارانش

ای وبااستفاده از تئوری صفحه بهبود یافته دو کامپوزیتی طبقه

متغیره توانست با روش بسته از آنتی سیمتریک زاویه و بدون 

و با استفاده از  ناویرروش و با استفاده از حد فاصل طبقاتی 

                                                           
2 Dong-Ho Choi 
3 Seung-Eock Kim 
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و  9عبدل بنچور. معادلات حرکت به نتایج برسد

به بررسی با استفاده از تئوری بهبود یافته  ]99[همکارانش

با شیب دلخواه تابعی مواد  شده ازساخته صفحهارتعاش آزاد 

  به تحلیل ]95[ش و همکاران 2اسماعیل ماچاب.  پرداختند

 با استفاده از تئوری ابعیه مواد تصفح یو دینامیک کیاستاتی

هدف از این مقاله گسترش یک اند . پرداخته بهبود یافته

مواد مدل جدید برای تحلیل استاتیکی و دینامیکی از صفحه 

است ، این نتایج همسو با راه حل ردی از تئوری تابعی 

است.  در سال  کلاسیک ، مرتبه اول و تئوری مرتبه بالاتر

ارتعاشات ترک در ورق  ]96[و همکارانش  3هوانگ 2599

 اند.نازک مستطیلی تابعی مدرج را بررسی کرده

تحلیل غیر  ]97[و همکارانش 9ژینگوانگ 2599در سال 

ای تابعی مدرج در بستر الاستیک خطی ورق کامپوزیت لایه

حسینی هاشمی و همکارانش  2595در سال   اند.را ارائه داده

ای تابعی مدرج با یرهانالیز ارتعاشات ورق قطاعی دا  ]91[

ضخامت متغیر در بستر الاستیک را بر اساس تئوری 

و همکارانش   5زاهو 2551اند. در سال کلاسیک ارائه داده

ای سوراخ در تحقیقی ارتعاشات ازاد قطاع ورق دایره ]91[

دار ضخیم از جنس مواد تابعی مدرج را با استفاده از روش 

خواص ماده تابعی مطابق اند. ریتز مورد بررسی قرار داده

مدل توانی ردی متغیر در جهت ضخامت ورق در نظر گرفته 

است و معادلات دیفرانسیل حرکت مسئله بر اساس شده

اند.  تینچونگ تئوری تغییر شکل مرتبه اول بدست امده

به بررسی  2553در سال   ]25[و همکارانش 6چانگ

اساس مدل های کربنی تکجداره بر لولهوابستگی خواص نانو

اند. در واقع در این مطالعه اولین مکانیک مولکولی پرداخته

                                                           
1 Abdelkader Benachour 
2 Ismail Mechab 
3 Huang. C.S 
4 Wang.Z.X 
5 Zhao. X 
6 Tienchong Chang 

ها برای توسعه روش تحلیلی از مکانیک مولکولی در تلاش

جعفری و  است.شدهها صورت گرفتهساختارمدل کردن نانو

ارتعاش آزاد پوسته مخروطی ناقص تقویت  ]29[همکارانش

توزیع یکنواخت و جداره با های کربنی تکلولهشده با نانو

مستقر بر بستر الاستیک بر اساس تئوری مرتبه اول  برشی 

   .اندمورد بررسی قرارداده

حلی برای تحلیل که راهبر این است سعی پژوهش در این  

-دار تقویت شده با نانوای سوراخارتعاش آزاد  ورق دایره

های کربنی با توزیع یکنواخت و مستقر بر بستر الاستیک لوله

معادلات حرکت  با استفاده از تئوری بهبود یافته ارایه شود.

است. و سپس با  با استفاده از اصل همیلتون بدست آمده

استفاده از روش تفاضلات مربعی تعمیم یافته این معادلات 

دار ای سوراخهای طبیعی ورق دایرهاند و فرکانسحل شده

 ادلاتمع همخوانی بررسی برای است. همچنینبدست امده

 کار بین ایمقایسه شده،گرفته  کار به حل روش همچنین و

 .استشده  انجام معتبر مقالات با حاضر

 مسئله سازیمدل -2

در نظر  9  را مطابق شکل الاستیک بستر روی گرد، ورق

 گیریم.می

 
 ورق گرد بر بستر الاستیک شماتیک(  نمای 9) شکل

 

)های جابجایی , , )u v w  به ترتیب در راستای( , , )x z 

 باشند.می

 گرد ورقروابط حاکم بر   -3

(  نمایی از ورق گرد روی بستر الاستیک دو 2در شکل )

 نمایید.پارامتری پاسترناک را مشاهده می
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 پارامتری الاستیک دو بستر روی گرد ورق از نمایی ( 2شکل )

 پاسترناک

 ردی داریم: 3طبق تئوری مرتبه 
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 ( خواهیم داشت:9دادن این چهار مولفه در رابطه )با قرار
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,در این رابطه  ,u v w های داخل صفحه بوده و جابجایی

,باشند، عرضی صفحه میانی می
r 

   چرخش حول

-ضخامت ورق گرد می hبردارهای عمود بر سطح مقطع و 

 .]22[باشد

طبق تئوری تغییر شکل برشی بهبود یافته جابجایی عرضی 

w شامل دو مولفه خمشیbw و برشیswباشد که هر می

)دو تابع  , , )r t ی همچنین جابجایی هاباشند. می

 ,r ( 6طبق تئوری کلاسیک ورق به صورت رابطه )
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( 7سازی به رابطه )( و ساده5( در رابطه )6دادن رابطه)با قرار
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W r z t w r t w r t


 




 







  


 









 




   



 

 
(7) 

 کرنش – تنش  روابط -3-9

ای به صورت کرنش در مختصات استوانه-رابطه تنش

 باشد.( می1رابطه)

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r r

z z

z z

rz rz

r r

C C C

C C C

C C C

C

C

C

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    
    
    
       
    
    
    
    
       

 (1) 

که در این رابطه 
ijC ،ماتریس سختی الاستیکi  کرنش و

iجابجایی در -همچنین رابطه کرنش باشند.تنش می

 باشد.( می1ای به صورت روابط )مختصات استوانه

1
, ,

1
, ,

,

r

z r

rz z

U U V

r r r

W U V V

z r r r

U W V W

z r z r







 


 


 


 
  
 

  
   

  

   
   
   

 (1) 

 

ها به صورت ( کرنش1( در روابط )7با جایگذاری روابط )

-یافته استخراج می زیر از تئوری تغییر شکل برشی بهبود

 گردند.

2 2

2 2

2

2

2

2

2

2

( )

( )
1

( )( )

2 ( )
1

2 ( )( )

(1 ( )) , (1 ( ))

b s

r

b b

s s

b b

r

s s

s

rz z

w wu
z g z

r r r

w wv
u z

r r

r w w
g z

r r

w wu v
v r z

r r r

r w w
g z

r r

w
g z g z

r









 




  


 

 

 
  
  

  
   

   
  

   
   

   
    

     
  

   
    

 
    



sw

r 

 (95) 

 سازی اصل هميلتونپياده -3-2

 طبق اصل همیلتون داریم:

 

t

f dtUUT
0

0)(   (99) 

کار نیروی  fUانرژی پتانسیل، و Uانرژی جنبشی، Tکه

( 92های تنش طبق رابطه)با تعریف منتجه باشد.خارجی می

 ( بازنویسی کرد.93( را به فرم رابطه)99توان رابطه)می

/ 2

/ 2

/ 2

/ 2

/ 2

/ 2

/ 2

/ 2

1

( )

1

,

( )

1

,

( )

(1 ( ))

r
h

r r
h

r

h

h

r
h

r r
h

r

hrz rz

h
z z

N

M z dz

g zP

N

M z dz

g zP

N

M z dz

g zP

Q
g z dz

Q



 





 



 



















   
   

   
   

  

   
   

   
   

  

   
   

   
   

  

   
    

   









 (92) 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

( )

2 2
( ) (

) ( ) (

) ( )

b s

r r r

r

r b b r s

s b

b s s s

z

s

rz

w wu
N M P

r r rU
N u v

v r
r r

M w w P w

r r r r r

w N M wv
u

r r r r

w P w w w
Q

r r rr r

w
Q rdrd

r



 

 




 


 




  

  

 


 

   

 



 
 

  
 

  
 

  
  

    

 
   

  

    
     

    

 
  

 





 
(93)  
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همچنین کار نیروی خارجی حاصل از بستر الاستیک به 

 شود:( نوشته می99) صورت رابطه

2

2

2

2 2

( )

( )

( )( )1

( )1

w b s

b s

f b sb s

g

b s

K w w

w w

r

U w w rdrdw w
K

r r

w w

r

  







 



  
 



 




 
 

  
  
  

  
  
  
  
  
  



 

(99)  

که 
gw KK ضرایب بستر الاستیک دو پارامتری پاستر ناک ,

  باشند.می

 :گردد( تعریف می95انرژی جنبشی به صورت رابطه )

(95) 
2 2 2

V

U V W
T rdrd dz

t t t
 
         

        
         

 

 گیریو وریشنال (95رابطه )( در 7قرار دادن روابط )با 

 داشت: خواهیم

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2

2 2

{

( )

( )

( ) ( )

b b s s

V

b b b b s s

s s b b

s

w w w wu u v v
T

t t t t t t t t

w w w w w w
z z g z

r t r t r t r t r t r t

w w w wu u
g z z z

r t r t t r t t r t

wu u
g z g z

t r t t

  
 

  

 

 

 



      
   

       

     
  

           

    
   

         

  


   



2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) }

s b s

b s s s

b b b s

b s b s b s

w w w
zg z

r t r t r t

w w w wv v
zg z g z g z

r t r t t r t t r t

w w w wv v
z z zg z

t r t t r t r t r t

w w w w w w
zg z rdr

r t r t t t t t



 

 

 

   

  

 

 
 

     

    
 

         

    
   

         

     
 

       
d dz

 

بردن آن در رابطه انرژی با تعریف ثوابت زیر و به کار

( 96) ((، انرژی جنبشی به صورت رابطه95) )رابطه جنبشی

 گردد.ساده شده و بازنویسی می

 

1 2 3 4 5 6

/2

2 2

/2

( , , , , , )

1, , , ( ), ( ), ( )

h

h

I I I I I I

z z g z zg z g z dz





 

1

2 2 2

2

2 2 2 2 2

3

2

4

{ {

}

{

} { }

{

b b

s s b s b s

b b b

b b b b b

s

w wu u v v
T I

t t t t t t

w w w w w w

t t t t t t

w w wu u v
I

t r t t r t t r t

w w w w wv
I

t r t r t r t r t r t

wu
I

t r t

 


  

 



  

  





    
  

     

     
   

     

    
  

        

    
  
          


 

  



2 2

2 2 2 2 2

5

2 2 2 2 2 2

6

2 2

} {

} {

}}

s s

s b s b s

b s b s s s

s s

w wu v

t r t t r t

w w w w wv
I

t r t r t r t r t r t

w w w w w w
I

r t r t r t r t r t r t

w w
rdrd

r t r t

 



  



  

   




 

  
 

     

    
  

          

     
  

           

 


   
 

(96) 

( در رابطه اصل 96و ) (99) و (93) با به کاربردن روابط

سازی، معادلات حرکت از ( و ساده99رابطه )همیلتون 

های لولهشده با نانوزاد یک ورق گرد تقویتآارتعاشات 

کربن، روی بستر الاستیک با استفاده از تئوری بهبود یافته، 

( استخراج 97های تنش به صورت روابط )بر حسب منتجه

 گردد:می
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(97) 

3 32

1 2 42 2 2

3 32

1 2 42 2 2

2

2

2

2 2

2

2

2

2

2 2

rr r

b s

r r

b s

r r

s

zrz rz

z r r

N NN N
u

r r r r

w wu
I I I

t r t r t

N N N
v

r r r

w wv
I I I

t r t r t

PP P
w

r r r rr

P QQ Q

r r rr

N P P

r r r r

 

  



 

  







 





 


   

 

 
  

    

 
  

 

 
  

    

 
   

 

 
   

 

  
  

   
2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 3

1 42 2 2 2 2

4 43 2

52 2 2 2 2 2 2

3 4 4

62 2 2 2 2 2

3

2

2

( )

{

} { } {

} {

} {

}

w b s

b s b s b

g

s b s

b b

b s s

s

b

K w w

w w w w w
K

r r r rr r r

w w w u
I I

r t t r t

w wv u
I

r t r t r t r t

w w w
I

r r t r t r t

w

r r t

w







 





 

    
    

   

   
   

    

  
   

      

  
  

     




 




2

2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 3

1 22 2 2

4 43 2

32 2 2 2 2 2 2

3

2

2 2

( ) {

}

{ } {

} {

r r

r r

b s

w b s g

b s b s

b s

b b

b

MM M

r r r rr

M M M

r rr r

w w
K w w K

r r

w w w w

r r r r r r

w w u
I I

t t r t

w wv u
I

r t r t r t r t

w

r



  

 

 

 


 

 

  
  

  

 
   

 

   
   

   

  
  

   

  
   

      




4 4 3

52 2 2 2 2 2 2
} { }s s sw w w

I
r t r t r t r r t

  
  

       
 

 

( که 92) کار بردن آنها در روابطزیر و به با تعریف ثوابت 

سازی این باشند، و سپس سادههای نیرو و ممان میمنتجه

های جابجایی ها بر حسب مولفهروابط، منتجه

bs wwvu ایند، که در نهایت با جایگذاری بدست می ,,,

های جابجایی بوده، در ها که بر حسب مولفهاین منتجه

های چهار معادله حرکت بر حسب مولفه (،97روابط )

bsجابجایی wwvu -باشند استخراج میکه مجهول می ,,,

 گردند.

 

 

 

 

 

11 22 33 44 55 66

/2

2 2

/2

11 22 33 44 55 66

/2

2 2

/2

11 22 33 44 55 66

2

2

, , , , ,

1, , ( ), , ( ), ( ) ,

1, 2,3

, , , , ,

1, , ( ), , ( ), ( ) ,

12,13,23

, , , , ,

1, , ( ), , ( ),

( ) ,1 2 (

h

ij

h

h

ij

h

ij

A A A A A A

C z g z z zg z g z dz

i j

B B B B B B

C z g z z zg z g z dz

ij

D D D D D D

z g z z zg z
C

g z g z







 













/ 2

2
/2

,
) ( )

4,5,6

h

h

dz
g z

i j



  
 

  

 



 (91) 

 

-که ضرایب ماتریس الاستیک به صورت زیر تعریف می

 شوند:

(91) 

11 22 33 2

12 13 23 2

44 55 66

(1 )

(1 )

2(1 )

E
C C C

v

Ev
C C C

v

E
C C C

v

  


  


  


 

 موج تابع بيانبا  حل معادلات -3-3

 است:شدهحل معادلات تابع موج زیر در نظر گرفته برای

(25) 

( , , ) ( ) cos( )

( , , ) ( )sin( )

( , , ) ( ) cos( )

( , , ) ( ) cos( )

i t

i t

i t

s s

i t

b b

u r t u r m e

v r t v r m e

w r t w r m e

w r t w r m e









 

 

 

 









 

حل معادلات حرکت بدست آورده شده از  -3-4

 روش عددی دیفرانسيل کوادریچر

شده از روش آوردهبرای حل معادلات حرکت بدست

است که فرم عددی دیفرانسیل کوادریچر استفاده شده
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از چهار معادله حرکت بالا به صورت دیفرانسیل کوادریچر 

 .باشدمی (9)روابط موجود در پیوست 

 های طبيعي ورقاستخراج فرکانس -3-5

به منظور استخراج سیستم معادلات مقدار ویژه، متغیرها در 

شوند. متغیرهای تمام دامنه محاسباتی به دو بخش تقسیم می

 dباشند که با زیرنویس بخش اول شامل نقاط داخلی می

مانده که شامل متغیرها در های باقیشوند . متغیرمشخص می

 .شوندگذاری میاندیس bباشند با زیر نویس مرزها می

توان به فرم ماتریسی با تعاریف بالا، معادلات حرکت را می

 زیر بازنویسی نمود:

(29) 
  

 

 
    2 0db dd

b
K K M d

d


  
     

  

 

 فرم زیر نوشت :توان به مرزی را نیز میبه طور مشابه شرایط

(22)        0bd bbK d K b  

                                 

(  مسئله مقدار ویژه 29( در رابطه )22با جایگذاری رابطه )

 شود :به شکل کلی زیر نتیجه می

(23)        2 0K M d  

 که:

(29)         
1

dd db bb bdK K K K K


  

ورق گرد تقویت شده  کانيکيم خواص بررسي   -3-6

 با نانولوله:

-مدول یانک از کامپوزیتهای پلیمری تقویت شده با نانولوله

ها تواند طبق فرم جدید از قانون مخلوطهای کربنی می

 .]23[شودتخمین زده

(25) ( ) CNT
V

c l o w CNT m CNT m
E k k k E E V e E


   

 که:

(26) 

2tanh 2
1 ,

(1 ) ln

ln( )
,

( )

m

l

CNT m CNT

c m

CNT l o w CNT m CNT

El
k

d E v V

E E

V k k k E E V







 


  



 
 



 

های کربنی و مدول یانگ طولی از نانولوله mEو CNTEکه

های کسر حجمی از نانولوله CNTV باشند.پلیمر خالص می

وثر جهت پارامتر موثر طول ، فاکتور م wkو lk،okکربنی، 

های کربنی به های کربنی و پارامتر موج نانولولهنانولوله

های کربنی طول و قطر نانولوله dو lباشند. ترتیب می

باشد. پارامترهای با علامت ضریب پواسون پلیمر می mvو

ایشگاهی و از طریق تست کشش برای نانولولهباید ازم-

همچنین  شود.وردهآهای با درصد وزنی بالا، بدست 

استیرن دانسیته جرمی و ضریب پواسون از کامپوزیتهای پلی

تواند ها میهای کربنی طبق قانون خطی از مخلوطو نانولوله

 به صورت زیر محاسبه شود:

(27) CNT CNT m m

CNT CNT m m

V V

v V v V v

   

 
 

که
CNT و

m های کربنی و پلیمر دانسیته جرمی از نانولوله

استرین با ایم ماتریس پلیما فرض کرده باشد.خالص می

است که کسر حجمی از نانولوله های کربنی تقویت شده

 باشد:آنها به صورت زیر می

(21) 1CNT mV V  

های ( خواص مکانیکی از پلی استیرن و نانولوله9جدول ) در

در این کار نتایج  .استکربنی خالص آورده شده

-پلی ازمایشگاهی که برای مدول یانگ از کامپوزیتهای

با کسر حجمی مختلف از  های کربنیاستیرن و نانولوله

است با فرم جدید از اورده شده ]23[ها توسط مرجع نانولوله

-ها که روابط آنها ذکر گردید مقایسه شدهلوطقانون مخ

بینی شده توسط (، مدول یانگ پیش3است. براساس شکل )

 باشد.( با نتایج ازمایشگاهی منطبق می21رابطه )
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 های کربنی خالصاستیرن و نانولولهمکانیکی از پلی خواص (9)جدول 

های خواص مکانیکی نانولوله استیرنخواص مکانیکی پلی

 الصکربنی خ

Em= 1/9  GPa ,  

m 9555= kgm-3 

mv 39/5=  

Em=155 GPa  

,
m 2955= kgm-3 

mv 21/5=  

 های کربنیهای نانولولههانداز

d=25nm, l=65 m  K0= 2/5  , Kw= 9/5  

Ec= 1/3  GPa,   

VNT= 95/5  
 

 
 شده بینی پیش یانگ ( مدول3شکل )

 نتایج و یافته ها -4

 اعتبار سنجي -4-9

گرفته، شده و حل انجامبرای بررسی صحت روابط استخراج

است. در ای با کارهای مشابه دیگر صورت گرفتهمقایسه

رق که به بررسی ارتعاشات ازاد و ]29[ای که با مرجعمقایسه

گرد سوراخدار با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 

 است. است، پرداخته شدهبوده و به صورت دقیق حل شده 3

آمده از این کار را با توان نتایج بدست( می2در جدول )

شود که نتایج مقایسه کرد. مشاهده می ]29[نتایج مرجع 

سیار نزدیک به آمده از تئوری بهبود یافته در این کار ببدست

برای بررسی باشد. می 3آمده از تئوری مرتبه نتایج بدست

های دار تقویت شده با نانولولهارتعاشات ورق گرد سوراخ

ها یعنیکربنی، کسر حجمی نانولوله
CNTV  در  3/5را برابر

تکیه  –شده و سه شرط مرزی تکیه گاه گیردار نظر گرفته

 (S-S)تکیه گاه ساده  –،  تکیه گاه ساده (C-C) گاه گیردار

در شعاع  (S-C)تکیه گاه ساده     -و تکیه گاه گیردار 

 است.داخلی و خارجی ورق ، مورد بررسی قرار گرفته

شده به ازای تعداد های گرفته( همگرایی پاسخ3در جداول )

است. در این گرفتههای مختلف، مورد بررسی قرارگره

و  2و 5،9ر فرکانس طبیعی به ازای اعداد موج جدول مقادی

ورده آ 2/5و  9/5های ضخامت به شعاع خارجی نسبت

ها دارای نرخ همگرایی گردد پاسخاست. ملاحظه میشده

 باشند.بالا در تعداد گره پایین می

,N=15ورق گرد ایزوتروپیک،   (2)جدول  

3

2

2
0.2, , ,

12(1 )

i

o

o o

R h h Eh
R D

R R D


 


    


 

 شرط مرزی m  کار حاضر تئوری مرتبه سوم ] 29[ m  کار حاضر تئوری مرتبه سوم ]29[

1766/35 3559/35 5 59/5 5691/39 5569/39 5 59/5 

C-C 
9961/32 9592/39 9  5529/36 59399/36 9  

5131/37 9213/36 2  7531/99 7935/99 2  

2563/97 6553/96 3  3556/53 2159/53 3  
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  شدههای گرفتههمگرایی پاسخ (3)جدول 
3

2

2
0, ,

12(1 )
w g o

Eh h
K K D R

Dv


    


0.2i

o

R

R
 و شرایط مرزیC-C 

  N      

97 95 93 99 1 7   

9167/35 9166/35 9169/35 9195/35 9112/35 9753/35 5 m= 

9/5 h/Ro= 3315/39 3311/39 3953/39 3317/39 3335/39 3256/39 9 m= 

3579/36 3572/36 3579/36 3515/36 3525/36 3559/36 2 m= 

9325/23 9395/23 9359/23 9269/23 9956/23 5722/23 5 m= 

2/5 h/Ro= 9569/29 9579/29 9519/29 9652/29 9653/29 9215/29 9 m= 

5265/21 5212/21 5395/21 5996/21 5551/21 5216/21 2 m= 

 

 نتایج بررسي -4-2

،  C-C( که به ترتیب مربوط به شرایط مرزی 9در شکل )

S-S  وS-C باشند، هشت فرکانس طبیعی اول به ازای می

های مختلف و نسبت  =5mو9و2اعداد موج مختلف

آورده  5/5و  2/5و 55/5و  59/5ضخامت به شعاع خارجی 

است. در تمام شرایط مرزی بررسی شده و در تمامی شده

های طبیعی به شده شاهد افزایش فرکانسردهاعداد موج آو

 ازای افزایش نسبت ضخامت به شعاع هستیم. 

های طبیعی اول به ازای عدد فرکانس  (7و  6، 5)های شکل

دار تقویت شده با از ورق گرد سوراخ  =9mو2موج 

های کربنی روی بستر الاستیک دو پارامتری به ازای نانولوله

در شرایط مرزی مختلف را  GKو  wKمقادیر مختلف از 

 گردد، برای اعداددهند. همانطور که ملاحظه مینشان می

باشند شاهد افزایش فرکانس طبیعی به می  =9mو2موج 

هستیم به طوری که در  Kgو Kwازای افزایش ضرائب 

بعد ای طبیعی بیهمقادیر بالا از این دو پارامتر، فرکانس

و  >Kw 953کنند.  همچنین به ازایتغییرات چندانی پیدا نمی

956
 Kw>   تغییرات محسوسی در فرکانس طبیعی مشاهده

  Kwبه ازای مقادیر مختلف  >Kg 95شود. زمانی که نمی

 Kwتغیییرات فرکانس طبیعی کم و همچنین زمانی که 

ر کم یا زیاد  دهد، مقادیمقادیر بالا را به خود اختصاص می

Kg ( 1در شکل )انس طبیعی تاثیر چندانی ندارد. روی فرک

به    =9mافزایش فرکانس طبیعی بی بعد برای عدد موج 

ازای افزایش نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی و همچنین 

افزایش پارامترهای بستر الاستیک در شرایط مرزی مختلف 

C-C  وS-S  وS-C شود. ، مشاهده می 
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S-S

h / Ro
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S-C
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 برحسب نسبت ضخامت به شعاع در اعداد موج مختلف برای شرایط مرزی مختلف   =9mموج  عدد ازای تغییرات فرکانس طبیعی به  (9)شکل
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m=2 

،به ازای مقادیر مختلف از   =9mو2های طبیعی اول به ازای عدد موج ( فرکانس5شکل)
wK  و

GK  در شرایط مرزیC-C 
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، به ازای مقادیر مختلف از   =9mو2های طبیعی اول به ازای عدد موج فرکانس (6)شکل
wK  و

GK  در شرایط مرزیC-C 
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، به ازای مقادیر مختلف از   =9mو2های طبیعی اول به ازای عدد موج فرکانس (7)شکل
wK  و

GK  در شرایط مرزیC-C 
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بر حسب نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی به ازای پارامترهای مختلف از بستر الاستیک برای   =9mتغییرات فرکانس طبیعی اول در عدد موج   (1)شکل

 شرایط مرزی مختلف

 نتيجه گيری -5

 با شدهدار تقویتسوراخ ایدایره ورق ارتعاش آزاد بررسی

 بستر بر مستقر و یکنواخت توزیع با کربنی هایلولهنانو

 .شدبهبود یافته انجام تئوری از استفاد با الاستیک

 کند که:نتایج بیان می

 هایفرکانس  شعاع به ضخامت نسبت افزایش ازای به* 

 .یابدافزایش می طبیعی

-ی به شعاع خارجی فرکانسبا افزایش نسبت شعاع داخل* 

 یابد.های طبیعی افزایش می

افزایش عدد موج  باعث افزایش میزان فرکانس طبیعی در * 

 گردد.همه شرایط مرزی می

 افزایش است که شاهداثرات بستر الاستیک بدین صورت* 

 هستیم و Kg وKw ضرایب افزایش ازای به طبیعی فرکانس

 و کم طبیعی فرکانس تغییرات  Kw مختلف مقادیر ازای به

-می اختصاص خود به را بالا مقادیر Kw که زمانی همچنین

 تاثیر طبیعی فرکانس روی Kg  زیاد یا کم مقادیر دهد،

 .   ندارد چندانی

 ها و علائم سمبل -6

   (kg/m3مدول یانگ )

 E (GPaدانسیته )
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   مدول برشی

 G ضریب پواسون

, پارامترهای تنش ,x z xz    

, پارامترهای کرنش برحسب جابجایی ,xx zz xz    

   (HZبسامد بی بعد )

   بسامد طبیعی

 Pcr (Paبار بحرانی کمانش)

 n افیلا یتوان کسر حجم

 Cij پارامترهای ماتریس سختی

طول و عرض شبکه  راستای در ها تعداد گره

 بندی

Nx ,Ny 

 

 ها پيوست-7

 معادلات نهایی حاصل از روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته

 (الف)

2 22 2 2

(1) (1) (1)33 3322 11 11 22 22

3 3 3 2 3
1 1 1

2 22 2

(1) (1) (1) (1)33 3311 22 11

2 2 2 2
1 1 1 1

22

N N N

bi si ij j ij j bi ij bj si

j j j

N N N N

ij sj i ij bj ij sj ij j

j j j j

A m B mA m A B m B m B m
w w c u c v w c w w

r rr r r r r

B m D mD m D m D m
c w u c w c w c v

rr r r r

  

   

      

    

  

   

22

(1) (1) (2)33 3322 11 11 22 11

113 3 2 2 2 2 2
1 1 1

(3) (3) (2) (2) 2 (1)3322

22 33 4

1 1 1 1 1

22 N N N

bi si i i ij bj ij sj i ij j

j j j

N N N N N

ij bj ij sj ij bj ij sj ij sj

j j j j j

D m AD m D m A A A m
w w v u c w c w v A c u

r r r r r r r

AA
A c w A c w c w c w I c w

r r


  

    

       

     

  

    2 (1) 2

2 1

1

N

ij bj i

j

I c w I u 


  

 

(ب)  

(1) (2) (2) (1) (1)3311 11 22 11 11 11

2 2
1 1 1 1 1

(2) (3) (1) (1)3322 11 11 22

2 2 2
1 1 1

22N N N N N

i ij j ij bj ij sj i ij j ij j

j j j j j

N N N

ij bj ij sj i ij bj ij s

j j j

D mD m D m D m D D B m
u c u c w c w v c v c u

r r r r rr r

A mB m B m A m A m
c w c w u c w c w

r r r r r

    

  

      

    

    

  
2

11

2
1

33

(2) 2 2 23322 2 4

11 13 3
1

N

j i

j

N

bi si ij j bi si i

j

A m
v

r

A mA m I m I m
w w D c v w w I v

r rr r
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(ج)
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