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 تحليل آماري ميكرومكانيكي اثرات توزيع اتفاقي الياف بر خواص مكانيكي مواد مركب اليافي
2زاده اقدم محمدكاظم حسنو*1محمدجواد محمودي

 چكيده
هاي مكانيكي در اين مقاله، يك مدل ميكرومكانيكي سه بعدي براي مطالعه اثر آرايش اتفاقي الياف در زمينه بر مشخصه

تكمواد مر ميكب اليافي از. شودجهته ارائه  سلول تشكيل شده است كه r×cالمان حجمي نماينده مورد استفاده در مدل
مي. اندهاي زمينه توزيع شدههاي الياف به گونه اتفاقي در سلولسلول و تواند جهت استخراج خواص اين تحليل عمومي بوده

برانعطاف و همپذيري تحت بارگذاري مكانيكي عمودي و و بارگذاري حرارتي چنين بررسي شروع خرابي پلاستيك شدن شي
و بتا مورد جهت بررسي چگونگي آرايش الياف، مدل. زمينه انجام شود هاي گوناگون آماري توزيع، شامل توزيع نرمال، يكنواخت

اقي توزيع شده است، تطابق نتايج بدست آمده از مدل براي خواص الاستيك كه الياف به گونه اتف. است بررسي قرار گرفته
و مدلخوبي با داده ميهاي تجربي و براساس قضيه حد مركزي،. دهدهاي موجود در دسترس نشان با اعمال آزمون فرض

و استحكامي به آرايش الياف در زمينه در هر يك از توزيعتحليل آماري وابستگي خواص انعطاف و پذيري هاي نرمال، يكنواخت
نتايج عددي اعمال آزمون فرض.و در هر مورد با توجه به نتايج عددي بدست آمده، تفسير لازم انجام شده استبتا انجام گرفته

اين در حالي است كه خواص. پذيري ماده مركب چندان تحت تأثير آرايش الياف نيستنشان داده است كه خواص انعطاف
ز .مينه استاستحكامي ماده مركب بسيار تحت تأثير آرايش الياف درون

���� �
.مواد مركب اليافي، ميكرومكانيك، توزيع اتفاقي، آزمون فرض: "�  !

و انرژي، دانشگاه شهيد بهشتي، تهران آموخته كارشناسي ارشددانش-١ .، دانشكده مهندسي مكانيك
و انرژي، دانشگاه شهيد بهشتي تهران-٢ .استاديار، دانشكده مهندسي مكانيك
 mj_mahmoudi@sbu.ac.ir: نويسنده مسئول مقاله-*

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

$%��&� '()� ���� $*���*� +��, )- .��&� $/�01� 2�3�1 4�)5� $*���*��)*��  ���6 7�
81 ��9

 پيشگفتار
 امروزه با توجه به نياز صنايع پيشرفته از جمله صنايع

و خودروسازي به مواد سازه اي جهت عملكرد بهتر هوافضا
و بارگذاري متفاوت، استفاده از مواد  تحت شرايط محيطي

و فلزي روز به روز در حال افزايش مركب  پايه پليمري
مواد مركب اليافي زمينه فلزي به دليل كاركرد. است

و سفتي ويژه بالاتر،  مناسب در دماهاي بالاتر، استحكام
پايداري ابعادي، مقاومت مناسب در برابر خستگي، وزن 

و سهولت توليد توجه زيادي را در سالپايين هاي اخير تر
استفاده مناسب از مواد مركب. كرده استبه خود جلب

ها در شرايط زمينه فلزي منوط به درك بهتر از رفتار آن
و خواص الاستيك آن-گوناگون بارگذاري .هاستپلاستيك

 بدست1 از سوي ديگر، هدف اصلي ميكرومكانيك
آوردن خواص ماكروسكوپيك مواد چندجنسي از

اريزساختارهاي تشكيل  از جمله.ستدهنده آن ماده
هاي هاي ميكرومكانيك تحليلي ارايه شده، مدل كرانمدل

، مدل]2[3، مدل خودسازگار]1[2 شريكمن- هاشين
 دو گروه اصلي.هستند]3[تعميم يافته خودسازگار

و]4[اي استوانههاي تحليلي ميكرومكانيكي، مدلمدل
به. هستند]5[4هاي سلول واحدمدل  در مدل سلول واحد

 شامل5گونه معمول سطح مقطع المان حجمي نماينده
باشد كه به وسيله تعدادي بلوك يك تقويت مستطيلي مي

هاي سلول در طبقه مدل. زمينه دربرگرفته شده است
ترين مدل كه به عنوان معروف]5[6واحد، روش سلولي

ميشناخته مي يك. باشدشود، داراي رياضيات پيچيده
م]6[مدل ساده در  نيز در7دل سلول واحد ساده شدهو

هاي چنين، از مدل-هم. ارايه شده است]7[
بيني پاسخ مواد ميكرومكانيكي عددي نيز براي پيش

و مكانيكي گوناگون  مركب در شرايط بارگذاري حرارتي
ها مشخصات ذاتي در اين روش].9-8[استفاده شده است 

كل ماده مركب و خواص و زمينه را حفظ شده  بر الياف

1 -Micromechanics 
2- Shtrikman-Hashin 
3 -Self consistent 
4- Unit Cell 
5 -Representative Volume Element 
6 -Method of Cell 
7 -Simplified Unit Cell (SUC) Model 

آنحسب خواص اجزاي تشكيل و دهنده، نسبت حجمي ها
قيدهاي متقابل بين فازها كه مربوط به هندسه 

تك. شودميكروساختاري است، تعيين مي هاي لايهخواص
توان با استفاده از روش ميكرومكانيكي مواد مركب را مي

وپيش هاي سپس از اين خواص در تحليل بيني كرد
هاي در مجموع روش.ه كردماكرومكانيكي استفاد

هاي تجربي تواند جايگزين روشميكرومكانيك مي
استخراج خواص مواد مركب نظير مطالعه انجام شده در 

و مربوط گرددبا توجه به هزينه]10[ . هاي بسيار تجهيزات
 مدل سلول واحد ساده شده يك مدل تحليلي
ا ز ميكرومكانيكي بوده كه رفتار كلي ماده مركب را

دقت. كندريزساختارهاي تشكيل دهنده آن استخراج مي
سازي دقيق پاسخ اين مدل ميكرومكانيكي بستگي به مدل

و واكنش بين آن ها در المان حجمي انتخاب شده فازها
در روابط اوليه اين مدل. براي ماده مركب خواهد داشت

، المان حجمي نماينده ماده مركب]7[ميكرومكانيكي 
آن سلول4شامل را بود كه يكي از و بقيه ها شامل الياف

در. دادمواد زمينه تشكيل مي قابليت كاربرد اين مدل
بيني رفتار مواد مركب اليافي در شرايط گوناگون پيش

بابارگذاري با توجه به اعتبارسنجي  هاي انجام گرفته
و روشداده . هاي عددي به اثبات رسيده استهاي تجربي

بمنظور بررسي رفتار ماده مركب الياف]11[اين مدل در
. كوتاه توسعه داده شده است

كه توزيع الياف در زمينه به گونه اتفاقي با توجه به اين
و تحليلي ميكرومكانيكي تر مدلبوده، اما بيش هاي عددي

از سوي. گيرندآرايش الياف را به صورت منظم در نظر مي
 مدلسازي توزيع الياف ديگر، پژوهشي در خصوص چگونگي

و تاثير آن بر پاسخ در زمينه با توزيع هاي گوناگون آماري
 مدل در اين مقاله،. مواد مركب انجام نشده است

بيني ميكرومكانيكي سلول واحد ساده شده بمنظور پيش
 هندسه المان.شودرفتار ماده مركب اليافي ارايه مي

 آرايش حجمي نماينده مدل ميكرومكانيكي جهت تأمين
 سلول با مقطع مستطيلي گسترش r×cتر الياف، به واقعي

اجزاي سازنده اين المان حجمي نماينده ماده. يابدمي
و همگن  و زمينه به صورت ايزوتروپ مركب شامل الياف

از سوي ديگر، شرط اتصال كامل بين. شودفرض مي
در. شوداجزاي اين المان حجمي نماينده در نظر گرفته مي
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هاي گوناگون آماري در فضاي گسسته بين، توزيعاين
و3و بتا2 يكنواخت،1شامل توزيع نرمال  جهت بررسي

مطالعه چگونگي آرايش تقويت در زمينه در مدل در نظر
و. شودگرفته مي نتايج ارايه شده درباره خواص الاستيك

چنين، استحكام مواد مركب اليافي با توزيع اتفاقي هم
ب و ديگر مدلا دادهتطابق خوبي را ها هاي آزمايشگاهي

بر. دهدنشان مي اثرات آرايش اتفاقي بر خواص استحكامي
پذيري به دليل ايجاد تمركز تنش خلاف خواص انعطاف

. موضعي شايان توجه است
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 بمنظور در نظر گرفتن آرايش اتفاقي الياف، در مدل
د ساده شده ارايه شده در اين ميكرومكانيكي سلول واح

مي1پژوهش، المان حجمي نماينده مطابق شكل - تعريف
ابتدا سطح مقطع هر يك از الياف به صورت. شود

2سپس بر اساس شكل. شودمستطيلي در نظر گرفته مي
به صورت مكعب مستطيلي با ارتفاع واحد در راستاي الياف

z)باي تعميمكه فرض كرنش صفحه راي مدل يافته را
و طولxِدر جهت محورLc، طولِ ضلعِ)شودشامل مي

ميy در جهت محورLrضلعِ Lcضلع. شود در نظر گرفته

و ضلعcبه iاگر. شود قسمت تقسيم ميr بهLr قسمت

هرyدر جهتjوxمتغير شمارنده در جهت  باشد، طول
 ناميدهbj باyدر جهتوaiباxيك از تقسيمات در جهت

.شودشناخته مي ijچنين، هر سلول با نام-هم. شودمي
و كرنش هر  در اين مدل ميكرومكانيكي، مقادير تنش

همسلول ثابت فرض مي و ميشود شود كه چنين، فرض
گونه تنش هاي عمودي وارد بر المان نماينده هيچتنش

و برعكسها ايجاد نميبرشي داخل سلول مشابه اين. كند
ر ميفرضيات ] 7،12،13-5[توان در مراجعي از قبيلا

و. يافت بنابراين، معادله هاي حاكم در بارگذاري عمودي
.آيندبرشي به گونه مجزا بدست مي

1- Normal 
2 -Uniform 
3 -Beta 

	&��=�>(�;  �" 
$1��); �  ���?  ��@A��- 

و فرض مي شود المان نماينده مورد تنش عمودي
,Sx. محوري قرار دارد Sy, Szي جمعيها به ترتيب تنش

. باشندمي x,y,zروي المان نماينده در جهات) تنش ماكرو(
و تنشهاي داخلي در سلولاز معادله تعادل تنش هاي ها

خارجي اعمالي، در مرز المان نماينده رابطه زير بدست 
:آيدمي
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ها در سطوح مشترك هر دو سلول بطه زير از تعادل تنشرا

:آيدمجاور بدست مي
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 شرايط سازگاري بدين صورت است كه تغيير مكان
المان نماينده در يك جهت برابر مجموع تغيير مكان

:هاي يك رديف در همان جهت استسلول
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εوij بردار كرنش عمودي براي سلول εijكه در آن
هاي معادله. باشدبردار كرنش ماكرو براي المان نماينده مي

ساختاري ترموالاستيسيته سه بعدي بر اساس قانون هوك 
بهijبراي سلول   با فرض رفتار الاستيك خطي براي هر فاز

:صورت زير است
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يب ضرا αijنسبت پواسون، vijمدول يانگ، Eijكه در آن
تغيير درجهT∆. انبساط حرارت براي هر سلول است

كه حرارت از دماي پخت ماده  مركب تا دماي محيط بوده
. ندارد مركب تنش وجود در دماي پخت، بين اجزاي ماده

چنانچه مقادير مجهول تنش مشخص شوند، مقادير كرنش
مي آن ها به جاي گذاري تنشپس با جاي. آيد ها نيز بدست

ميها، كرنش با. يابد تعداد مجهولات به نصف كاهش
و)2(و با استفاده از روابط)3(در)4(گذاري رابطه جاي

بامي)1( و همين r×c+r+cتوان دستگاه زير را  معادله
:تعداد مجهول بدست آورد

[ ] [ ] [ ] crcrmwhereFA mmmm ×++== ××× 11σ
)5(..

و[A] ماتريس نيرو،[F]كه  ماتريس[σ] ماتريس ضرايب
نتنش ميها . شونداميده

$�)-  ��@A��- 
 در اين بخش تنها نيروهاي برشي بر المان نماينده وارد

گونه كه با اعمال نيروي برشي هيچبا فرض اين. شوندمي
شود، لذا، در هر ها ايجاد نميتنش عمودي در داخل سلول

. سلول سه مولفه تنش برشي مجهول وجود خواهد داشت
حرارت باعث ايجاد كرنش برشي چنين، تغيير درجه هم

براي تعادل. مجهول وجود داردr×c×3بنابراين،. گرددنمي
و تنشمابين تنش هاي برشي داخلي هاي برشي اعمالي

:ها بايد رابطه زير برقرار باشدسلول
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: هاي مجاور به صورت زير استها در سلولسازگاري كرنش
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كل المان نماينده برابر مجموع تغيير تغيير مكان زاويه اي
ميزاويه سلول :باشدهاي يك رديف در آن جهت
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هاي برشي ماده مركب چنين، روابط زير براي مدولهم
:باشدبرقرار مي

)9(xy

xy
xy

xz

xz
xz

yz

yz
yz GGG

ε
τ

ε
τ

ε
τ

222
===

مي)7(در)9(گذاريا جايب :آيدرابطه زير بدست

)10(









=

=

1

1

1

1

i
xz

i

ijij
xz

j
yz

j

ijij
yz

G
G
G
G

ττ

ττ

رابطه زير بدست)6(در معادله)10(گذاري معادله با جاي
:آيدمي

)11(














=

=××

=××

∑

∑

=

=

xy
ij
xy

r

j
xzr

i

ij
j

i
xz

c

i
yzc

j

ij
i

j
yz

L
G
G

b

L
G
G

a

ττ

ττ

ττ

1
1

1

1
1

1

)(

)(

),,(گذاريو سپس با جاي 11 ij
xy

i
xz

j
yz τττ11( در(

ميمعادله :آيندهاي زير بدست
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و بحث  نتايج
تيتانيوم/ در اين پژوهش ماده مركبِ سيليكون كاربايد

)SiC/Ti(و ارايه نتايج در نظر گرفته  جهت اعمال در مدل
و زمينه اين ماده مركب در جدول. شودمي 1خواص الياف

.نشان داده شده است

O���C'()� ���� +��, <�*�
�M 
��-��(/R����G�1]�T.[

E ماده (GPa) v α(10-6 /K)

SiC (F) 409 2/0 5
Ti (M) 107 3/0 4/10

V&�; +��, 	WM�8� VH�  ��H:N�� O� O��?�
I�GMX� 
 نشان دهنده مدول يانگ طولي نسبت4و3هاي شكل

 به مدول يانگ زمينه در درصدهاي حجمي گوناگون
 نتايج بدست آمده از آرايش اتفاقي3شكلدر. باشندمي

و يكنواخت با مدل ميكرومكانيكي داراي توزيع گوسي، بتا
شكل. سلول واحد ساده شده نشان داده شده است 4در

هاي مدول يانگ طولي در مقابل درصد حجمي اليافِ داده
با نتايج بدست آمده از مدل]15[روش سلولي 

زيع گوسي مقايسه شده ميكرومكانيكي ارايه شده با تو
.است
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و دهند كه داده دو نمودار بالا نشان مي ها بر هم منطبق
از سوي. شوداي بين آنها مشاهده نميتفاوت قابل ملاحظه

ديگر، رابطه بين مدول يانگ با درصد حجمي الياف خطي 
بدين معنا كه با افزايش درصد حجمي الياف مدول. است

مييا نمودار برحسب مدول. يابدنگ طولي نيز افزايش
الاستيسيته معادلي رسم شده كه نسبت به زمينه 

در جايي كه درصد حجمي الياف. استاندارد شده است
برابر صفر است مدول يانگ طولي برابر مدول يانگ زمينه 
و جايي كه درصد حجمي الياف برابر يك است، مدول 

مييانگ برابر مدول يانگ اليا براي محاسبه شيب. باشدف
:توان نوشتخط مي

)13(mf EFVFEFVFE ×−+×= )1(

توان نتيجه گرفت كه مدول يانگ طولي بنابراين، مي
و تنها با  مستقل از چگونگي توزيع الياف در زمينه است

.كندتغيير درصد حجمي الياف تغيير مي
 حال مدول يانگ عرضي ماده مركب نسبت به مدول
يانگ زمينه به ازاي درصدهاي حجمي گوناگون بدست

 نتايج بدست آمده از آرايش5در شكل. شودآورده مي
اتفاقي داراي توزيع گوسي با نتايج بدست آمده از روش

هم]15[سلولي  مقايسه شده]16[چنين، داده تجربيو
.است

شكل همان مي5گونه كه دهد، آرايش اتفاقي نشان
. يع نرمال بهترين تطابق را با داده تجربي داردداراي توز

 درصد داده شده33اين داده تجربي براي درصد حجمي
 مدول يانگ عرضي نسبت به مدول يانگ6در شكل. است

و يكنواخت زمينه با آرايش اتفاقي داراي توزيع گوسي، بتا
با مدل ميكرومكانيكي سلول واحد ساده شده نشان داده 

.شده است
 فرض آرايش اتفاقي با توزيع نرمال6ا توجه به شكلب

مياز تمامي معيارهاي ديگر محتاطانه و تر عمل  كند
ميكم . دهدترين ميزان براي مدول يانگ عرضي را بدست

با افزايش درصد حجمي الياف اين خاصيت نيز افزايش
مي6گونه كه شكل يابد، اما همانمي توان دهد، نمي نشان

شدرابطه  اگر. خطي براي اين مدول الاستيسيته متصور
براي آرايش الياف در زمينه چيدمان اتفاقي در نظر گرفته 
شود، چگونگي تغيير مدول يانگ عرضي با درصد حجمي 

و افزايشي خواهد بود از سوي ديگر، بين. الياف غير خطي

و يكنواخت، توزيع يكنواخت3  توزيع تصادفي گوسي، بتا
ت تري براي مدول يانگ وزيع ديگر مقدار بيشنسبت به دو

و توزيع نرمال نيز نسبت به ساير عرضي برآورد مي كند
كمتوزيع ميها به. دهدترين ميزان براي اين مدول با توجه

توان اين چنين نتيجه گرفت كه در درصدمي6شكل 
حجمي پايين مدول الاستيسيته عرضي مستقل از 

و تنها به چگونگي توزيع تصادفي الياف  در زمينه بوده
.درصد حجمي الياف وابسته است

 حال نسبت پواسون طولي ماده مركب به ازاي
شكل. شوددرصدهاي حجمي گوناگون بدست آورده مي در

با نتايج بدست آمده از مدل]15[هاي روش سلولي داده7
ميكرومكانيكي ارايه شده با توزيع گوسي مقايسه شده 

.است

equivalentvاي كه به وسيله فرض آرايش اتفاقي با
قابل(آيد، به ميزان بسيار اندكي توزيع نرمال بدست مي

بيني شده با روش سلولي تر از مقادير بيشبيش) اغماض
 از سوي ديگر، با افزايش درصد حجمي الياف،.باشدمي

شكل. يابدضريب پواسون به صورت خطي كاهش مي 8در
پواسون طولي در مقابل درصد حجمي الياف با نسبت

و يكنواخت با مدل  آرايش اتفاقي داراي توزيع گوسي، بتا
ميكرومكانيكي سلول واحد ساده شده نشان داده شده 

.است
، هرچند در درصدهاي حجمي8 با توجه به شكل

برپاييــــن تمامي مدل  هاي آرايش اتفاقي مبتني
equivalentvدير يكساني را براي هاي گوناگون مقاتوزيع
ميپيش  با آرايش اتفاقي دارايequivalentvكنند، اما بيني

و هر و يكنواخت كه كاملاً با هم تطابق داشته توزيع نرمال
equivalentvها اندكي از آنچه توزيع بتا براي دوي آن

ميپيش براي اين خاصيت الاستيك. ترندكند، بزرگبيني
مينيز مي توان توان اين گونه بيان كرد كه با تقريب خوبي

اندازه اين خاصيت را مستقل از چگونگي توزيع الياف در 
و تنها وابسته به درصد حجمي الياف دانست .زمينه

 حال نسبت پواسون عرضي ماده مركب به ازاي
شكل. شوددرصدهاي حجمي گوناگون بدست آورده مي در

با نتايج بدست آمده از مدل]15[هاي روش سلولي داده9
ميكرومكانيكي ارايه شده با توزيع گوسي مقايسه شده 

.است
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Experimental Data [16]

Normal Distribution, SUC model

 
7*�aC.��&� $��; [�� 7-�K� �� 	:��3 \��� O�� 	- VW]� $b)? \��� O�� 	]��K� .
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V,��:*� � �G- _$M�A.
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 چگونگي تغيير ضريب پواسون9 با توجه به شكل
و عرضي در دو حالت آرايش اتفاقي داراي توزيع نرمال

روش سلولي از لحاظ رفتار بسيار به هم شبيه بوده، با اين 
بيني شده به وسيله توزيع نرمال تفاوت كه مقادير پيش

تر از مقادير پيش بيني شده با روش سلولي اره بيشهمو
. است

به ضريب پواسون10با توجه به شكل هاي معادلي كه
ميازاي توزيع آيند با تقريب هاي اتفاقي گوناگون بدست

در ضمن بررسي اين نمودار. ديگر برابرندخوبي با يك
دهد كه با افزايش درصد حجمي الياف مقدار نشان مي

و سپس كاهش ضريب  پواسون عرضي معادل ابتدا افزايش
اين افزايش نسبت پوآسون عرضي به دليل قيد. يابدمي

 وارد شده در زمينه به وسيله الياف در جهت محوري
 x-yاي در صفحه باشد كه سبب حالت كرنش صفحهمي

و در نتيجه، موجب افزايش كرنش مي .شودشده
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. مقايسه نسبت پواسون عرضي در مقابل درصد حجمي الياف-9شكل
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 حال مدول برشي طولي ماده مركب به ازاي درصدهاي
 نتايج11در شكل. شودحجمي گوناگون بدست آورده مي

بدست آمده از مدل ميكرومكانيكي سلول واحد ساده شده
با آرايش اتفاقي داراي توزيع گوسي با نتايج بدست آمده از 

كه11در شكل. ها مقايسه شده استساير روش  مقاديري
هاي كران بالا، براي مدول برشي طولي با به كار بردن مدل

بيني شده پيش]15[و روش سلولي]17[كران پايين 
در كنار مقادير محاسبه شده مدل سلول واحد ساده. است

 شده با فرض آرايش اتفاقي داراي توزيع نرمال آورده
آنشده با. ها را با هم مقايسه كرداند تا بتوان براحتي

شود كه اگر آرايش الياف مراجعه به اين نمودار مشاهده مي
ر چگونگي تغييرات در زمينه اتفاقي فرض شود، نمودا

مدول برشي طولي با تغيير درصد حجمي، خطي خواهد
بدين معنا كه با افرايش درصد حجمي الياف، مدول. بود

در. يابدبرشي متناسب با آن افزايش مي  حال آن كه
ميمدل شود چگونگي افزايش مدول هاي ديگر مشاهده

. برشي با افزايش درصد حجمي خطي نيست

 مدول برشي طولي در مقابل درصد12 در شكل
و حجمي الياف با آرايش اتفاقي داراي توزيع گوسي، بتا

يكنواخت با مدل ميكرومكانيكي سلول واحد ساده شده 
شكل. نشان داده شده است  اگر آرايش12با توجه به

اتفاقي به عنوان چگونگي چيدمان الياف در زمينه در
آرايش اتفاقي داراي كه اين نظرگرفته شود، مستقل از آن

چه توزيعي است، چگونگي تغييرات مدول برشي با درصد 
تنها موردي كه در اين بخش. حجمي خطي خواهد بود

بايد به آن توجه شود اين است كه مقاديري كه دو توزيع 
و نرمال پيش مييكنواخت و همواره بيني كنند، يكسان

بتا خواهد تر از مقادير برآورد شده به وسيله توزيع بزرگ
.بود

 حال مدول برشي عرضي ماده مركب به ازاي درصدهاي
شكل. شودحجمي گوناگون بدست آورده مي  نتايج13در

بدست آمده از مدل ميكرومكانيكي سلول واحد ساده شده
با آرايش اتفاقي داراي توزيع گوسي با نتايج بدست آمده از 

و استوانه]17[، كران بالا، كران پايين]15[روش سلولي 
.مقايسه شده است]18[كامپوزيتي
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شكل با توجه ها چگونگي تغيير مدول تمامي مدل13به
و  برشي عرضي با افزايش درصد حجمي الياف را غيرخطي

ميپيش افزايشي  و. كنندبيني هر دو مدل روش سلولي
سلول واحد ساده شده با آرايش اتفاقي با توزيع گوسي به 
ازاي درصدهاي حجمي گوناگون ميزان مدول برشي 

.ددهنعرضي يكساني بدست مي
 مدول برشي عرضي در مقابل درصد14 در شكل

و حجمي الياف با آرايش اتفاقي داراي توزيع گوسي، بتا

يكنواخت با مدل ميكرومكانيكي سلول واحد ساده شده 
، نتايج بدست14با توجه به شكل. نشان داده شده است

آمده از اين مدل ميكرومكانيكي با آرايش اتفاقي داراي
و يكنواخت يك مقدار براي مدول برشي توزيع گوسي،  بتا

ميعرضي را پيش مي. كنندبيني توان گفت اين لذا،
و تنها به درصد  خاصيت مستقل از چگونگي توزيع است

.حجمي الياف در زمينه بستگي دارد
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7*���C.��&� $��; [�� 7-�K� �� $b)? $�)- O�� 	]��K� .
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7*���CO� �- $&�^ $�)- O�� 	]��K� SUCV,��:*� � �G- _$M�A 2�3�1  ���� $/�01� `���6 �- .

<��36 O��?� ��� 3� I�GMX� +��, e��G� $M�)-
f)% 

 در اين بخش به بررسي نتايج بدست آمده از ديد آماري
و آزمون فرض بر نتايج اعمال مي اغلب.دشوپرداخته

كل جامعه وجود ندارد زيرا كل جامعه  امكان مطالعه روي
لذا، به ناچار تعداد محدودي از افراد. در دسترس نيست

و مورد بررسي جامعه كه نمونه ناميده مي شود، انتخاب
و از نتايج بدست آمده درباره پارامترهاي قرار مي گيرد

رنمونه به كمك روش ا هاي علمي پارامترهاي جامعه
اين بخش از علم. توان در حد قابل قبولي برآورد كردمي

آمار كه درباره برآورد پارامترهاي جامعه از روي پارامترهاي 
از سوي ديگر،. شودنمونه است، آمار استنباطي ناميده مي

آزمون فرض يكي از ابزارهاي قدرتمند در آمار استنباطي 
از. باشدمي  مقاديري كه براي مدول يانگ]16[با استفاده

و عرضي به صورت تجربي در درصد حجمي %33طولي
 گيگا پاسكال 145و 199آيد به ترتيب برابر با بدست مي

. باشدمي

$&�^ \��� O�� $M�)- � f)% <��36 
 فرض آماري كه براي رد شدن تنظيم( فرض صفر

و فرض مقابلH0) شودمي مق(، ابل فرض آماري كه در
گرفته به صورت زير در نظر،H1) گيردفرض صفر قرار مي

:شودمي
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µ=199 H0:

µ>199 H1:

 مرتبه25به تعداد%33 برنامه براي درصد حجمي
، كه به صورت زيرαاحتمال خطاي نوع اول. شودتكرار مي

با]19[تعريف شده مي05/0برابر كه در نظر گرفته شود
. فرض معقولي استαن فرض براي در مسايل مهندسي اي

)14(α= P(H0 ׀ رد فرض (H0 درست باشد
بدين مفهوم كه با وجود درستي فرض صفر، اگر رد شود

].18[شود خطاي نوع اول ايجاد مي
با در نمونه گيري تصادفي از يك جامعه اختياري

) تعداد نمونه(nهنگامي كهσو انحراف معيارµميانگين 
µ به گونه تقريبي نرمال با ميانگينX توزيع بزرگ است،

و انحراف معيار
n

σدر).ي حد مركزيقضيه( است

:نتيجه
)15(

n
XZN

/
)1,0(

σ
µ−=≅

αبراي اين مقدار]19[هاي آماري هاي كتاب از جدول

ده از قضيه حد با استفا. باشدمي96/1برابر باZمقدار
شود، محاسبه ميZمركزي براي نقاط بدست آمده مقدار 

مي بزرگ96/1اگر اين مقدار از  شود، تر شد، فرض صفر رد
در جدول. در غير اين صورت فرض صفر درست خواهد بود

 مرتبه تكرار25 نتايج بدست آمده از توزيع نرمال براي2
.آمده است

O��YCO��)� 2�3�1 e��G� $&�^ \��� O��  �)- .
671/206 14675/206گام   1گام  

6744/206 156734/206گام   2گام  

6734/206 166724/206گام   3گام  

6765/206 176773/206گام   4گام  

6745/206 186753/206گام   5گام  

6737/206 196713/206گام   6گام  

6745/206 206722/206گام   7گام  

6721/206 216713/206 گام  8گام  

6762/206 226734/206گام   9گام  

6751/206 236711/206گام   10گام  

671/206 246765/206گام   11گام  

6747/206 25676/206گام   12گام  

6739/206 6753/206 ميـــانگين  13گام  
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و ازZ=19880هاي بالا با توجه به داده  محاسبه شده
كهمقدار مرزي  براي آن در نظر گرفته شده بسيار اي

و فرض مخالف برقرار. تر استبزرگ لذا، فرض صفر باطل
و. است بدين معنا كه اگر آرايش الياف در زمينه اتفاقي

بود، مقدار مدول يانگ بدست آمده داراي توزيع نرمال مي
ميبراي آن قطعاً بزرگ شد كه از راه ساخت تر از مقداري

 نتايج3در جدول. بدست آمده استهاي كنوني با روش
. مرتبه تكرار آمده است25بدست آمده از توزيع بتا براي

تر از باشد كه اين مقدار بزرگميZ=4641جا در اين
مقدار مرزي است كه نتيجه آن مشابه بالا، باطل شدن 

و برقرار بودن فرض مقابل است با. فرض صفر تفاوتي كه
Zجا مقدارن است كه در اينحالت قبل وجود دارد اي

مينسبت به بالا كوچك آن. آيدتر بدست اين امر بيانگر
است انحراف معيار در آرايش اتفاقي بتا نسبت به حالت 

تر است، يعني اگر چيدمان الياف در زمينه را نرمال بيش
داراي آرايش اتفاقي با توزيع بتا در نظر بگيريم، نتايج 

آ مده براي مدول يانگ طولي پراكندگي مقادير بدست
تر از آرايش اتفاقي با توزيع نرمال حول ميانگين بيش

 نتايج بدست آمده از توزيع4در جدول. خواهد بود
. مرتبه تكرار آمده است25يكنواخت براي

 بودهZ=19778جا نيز مقدار محاســـــبه شده در اين
شدن تر از مقدار مرزي است كه نتيجه آن باطلو بزرگ

و برقرار بودن فرض مقابل است كه. فرض صفر مقداري
كه بدست ميZبراي  آيد، بسيار نزديك به مقداري است

براي اين پارامتر با در نظر گرفتن آرايش اتفاقي داراي 
اين امر بيانگر آن است. توزيع نرمال بدست آمده است

انحراف معيار در آرايش تصادفي يكنواخت مشابه حالت 
ا .ستنرمال

$b)? \��� O�� $M�)- � f)% <��36 
و فرض مقابلH0 فرض صفر ،H1،در به صورت زير
:شودنظرگرفته مي

µ=145 H0: 

µ>145 H1: 

25 نتايج بدست آمده از توزيع نرمال براي5 در جدول
،5هاي جدول با توجه به داده. مرتبه تكرار آمده است

108=Zمي جه آن فرض صفر باطل آيد كه در نتي بدست
 نتايج بدست6در جدول.و فرض خلف آن برقرار است

. مرتبه تكرار آمده است25آمده از توزيع بتا براي

O��gC$&�^ \��� O��  �)- �G- 2�3�1 e��G� .
7287/206 147309/206گام   1گام  
722/206 157133/206گام   2گام  
7177/206 167387/206گام   3گام  
7239/206 1773/206گام   4گام  
7148/206 187228/206گام   5گام  
7274/206 19729/206گام   6گام 
7179/206 207335/206گام   7گام  
7131/206 217138/206گام   8گام  
7173/206 227105/206گام   9گام  
7195/206 237299/206گام   10گام  
7185/206 247238/206گام   11گام  
7124/206 257037/206گام   12گام  
7212/206 7175/206 ميـــانگين  13گام  

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

���� ���� 	
�� /
��/������/����� ���� �a�

O���C$&�^ \��� O��  �)- V,��:*� 2�3�1 e��G� 
6753/206 146734/206گام   1گام  
671/206 15675/206گام   2گام  
6744/206 166734/206گام   3گام  
6734/206 176724/206گام   4گام  
6765/206 186773/206امگ  5گام  
6745/206 196753/206گام   6گام  
6737/206 206713/206گام   7گام  
6745/206 216722/206گام   8گام  
6721/206 226713/206گام   9گام  
6762/206 236734/206گام   10گام  
6751/206 246711/206گام   11گام  
671/206 256765/206گام   12گام  
6739/206 676/206 ميـــانگين  13گام  

O��aC$b)? \��� O��  �)- O��)� 2�3�1 e��G� .
6753/206 146734/206گام   1گام  
671/206 15675/206گام   2گام  
6744/206 166734/206گام   3گام  
6734/206 176724/206گام   4گام  
6765/206 186773/206گام   5گام  
6745/206 196753/206گام   6گام  
6737/206 206713/206گام   7گام  
6745/206 216722/206گام   8گام  
6721/206 226713/206گام   9گام  
6762/206 236734/206گام   10گام  
6751/206 246711/206گام   11گام  
671/206 256765/206گام   12گام  
6739/206 676/206 ميـــانگين  13گام  
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O���C�$b)? \��� O��  �)- �G- 2�3�1 e��G.
3652/152 143028/152گام   1گام  
7668/151 159507/150گام   2گام  
4008/151 16198/153گام   3گام  
7341/151 172003/152گام   4گام  
9442/150 188812/151گام   5گام  
2099/152 194048/152گام   6گام  
3212/151 207484/152گام   7گام  
9593/150 210849/151گام   8گام  
2499/151 228518/150گام   9گام  
4381/151 232808/152گام   10گام  
2464/151 248484/151گام   11گام  
8222/150 259814/149گام   12گام  
6097/151 0483/151 ميـــانگين  13گام  

وZ=44جا نيز از محاسبات مقدار در اين  بدست آمده
تر از مقدار مرزي است كه نتيجه آن مشابه قبل، زرگب

و برقرار بودن فرض مقابل است . باطل شدن فرض صفر
تفاوتي كه در آين حالت، با حالت قبل وجود دارد اين

تر بدست نسبت به بالا كوچكZجا مقدار است كه در اين
اين امر بيانگر آن است انحراف معيار در آرايش. آيدمي

تر است، يعني اگر نسبت به حالت نرمال بزرگاتفاقي بتا
چيدمان الياف در زمينه داراي آرايش اتفاقي با توزيع بتا 
در نظر گرفته شود، نتايج پراكندگي مقادير بدست آمده 

تر از آرايش براي مدول يانگ عرضي حول ميانگين بيش
 نتايج بدست7در جدول. اتفاقي با توزيع نرمال خواهد بود

. مرتبه تكرار آمده است25توزيع يكنواخت براي آمده از
آيد، بسيار بدست ميZجا مقداري كه براي در اين

نزديك به مقداري است كه براي اين پارامتر با در نظر 
. آيدگرفتن آرايش اتفاقي داراي توزيع نرمال بدست مي

تر از مقدار مرزي است بزرگZمقدار محاسبه شده براي
و برقرار بودن فرض كه در نتيجه  باطل شدن فرض صفر

و توزيع نرمالZاز تشابه. مقابل است بين توزيع يكنواخت
توان نتيجه گرفت انحراف معيار در آرايش اتفاقي مي

يكنواخت مشابه حالت نرمال است، يعني اگر چيدمان 

الياف در زمينه داراي آرايش اتفاقي با توزيع يكنواخت 
بههاباشد، پراكندگي داده  حول ميانگين بسيار نزديك

.چيدمان اتفاقي داراي آرايش نرمال است

	:��3 >�
]1 )- .��&� 2�3�1 )5� $M�)- 
 فرض شروع تسليم بر اساس تسليم اولين سلول زمينه

 مگاپاسكال Sy.p،910رسيدن به تنش تسليم زمينه(
هاي تسليم از شكست در رسم منحني. باشدمي])20[

و فقط تسليم زمينه ملاك بوده استالياف صرفنظ .ر شده
: باشدمعيار تسليم، معيار فون ميزس طبق رابطه زير مي

)16([ ]
stressyield

zyzxyx

=

−+−+− 222 )()()(
2
2 σσσσσσ

 منحني تسليم زمينه به ازاي درصد15 در شكل
هاي گوناگون به ازاي توزيعx-yو در صفحه%35حجمي

.آمده است
اي15 با مشاهده شكل ن كه درصد حجمي، با وجود

هاي تسليم با هم تفاوت الياف يكسان است، شكل منحني
و اين بيانگر وابستگي منحني تسليم به چگونگي مي كند

.چيدمان الياف است
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O���C$b)? \��� O��  �)- V,��:*� 2�3�1 e��G� .
4856/147 14399/147گام   1گام  
5798/147 155325/147گام   2گام  
2615/147 163193/147گام   3گام  
3576/147 173276/147گام   4گام  
3388/147 184576/147گام   5گام  
5139/147 195629/147گام   6گام  
3794/147 202034/147گام   7گام  
3844/147 213052/147گام   8گام  
4486/147 223145/147گام   9گام  
4022/147 233807/147گام   10گام  
5915/147 242726/147گام   11گام  
5083/147 252734/147گام   12گام  
4054/147 5356/147 ميـــانگين  13گام  
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7*��aC	80[ �� 	:��3 >�
]1 h�)� $:8:�  �� '()� ���� �� .��&� <���i $j��ji )5� $M�)- x-y.
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ازاي درصد اگر به نمودار منحني تسليم زمينه به
توجه شود،16 در شكل x-zو در صفحه%35حجمي 

شود كه منحني تسليم در اين صفحه نيز مشاهده مي
دو. وابسته به آرايش الياف در صفحه است با توجه به

هاي گوناگون در درصد به ازاي توزيع16و15شكل 
اي بر همديگر حجمي يكسان هيچ دو منحني تسليم زمينه

ب اين امر بيانگر آن است كه منحني.ودمنطبق نخواهند
تسليم افزون بر درصد حجمي الياف به چگونگي توزيع 

.الياف در زمينه نيز بستگي دارد

f)% <��36 � 	:��3 >�
]1 
و عرضي براي ماده  مقادير تجربي استحكام طولي

تيتانيوم با درصد/مركب مورد نظر سيليكون كاربايد
.]20[باشدمي MPa 145و MPa800برابر%33حجمي 

αمي05/0برابر با از جداول براي اين. شود در نظر گرفته
با استفاده از قضيه. است96/1برابر باZمقدارαمقدار 

، محاسبهZحد مركزي براي نقاط بدست آمده مقدار 
تر شد، فرض صفر كوچك96/1شود، اگر اين مقدار از مي

در. درست خواهد بودصورت فرض صفررد، در غير اين
 مرتبه10 نتايج بدست آمده از توزيع نرمال براي8جدول

.تكرار آمده است

-2.4
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 7*���C	80[ �� 	:��3 >�
]1 h�)� $:8:�  �� '()� ���� �� .��&� <���i $j��ji )5� $M�)- x-z.
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 توزيع نرمال، مرتبه براي10 با تكرار برنامه به اندازه
مي7115/867ميانگين استحكام طولي برابر . آيد بدست

و اعمال آزمون فرض مقدار8هاي جدول با استفاده از داده
Zمي0111/2براي استحكام طولي به بدست آيد كه

تر از مقدار مرزي است كه البته، علت مقدار ناچيزي بزرگ
نمونه اگر حجم. اين امر كوچك بودن حجم نمونه است

تر از مقدار مرزي خواهد كمZتر انتخاب شود، مقدار بزرگ
شد. شد و فرض مقابل برقرار خواهد . لذا، فرض صفر باطل

يعني استحكام تسليم طولي به شدت به آرايش الياف در
در مورد استحكام عرضي ميانگين. زمينه وابسته است

مي597/604مقدار برابر  رZمقدار. آيد بدست ابطه نيز از
مي28140/0مربوط  كم محاسبه تر از مقدار مرزي شود كه

و فرض مقابل درست است،96/1 و فرض صفر باطل  است
يعني استحكام عرضي به شدت به چگونگي توزيع الياف در

از9در جدول. زمينه وابسته است  نتايج بدست آمده
. مرتبه تكرار آمده است10توزيع بتا براي

 مرتبه براي توزيع بتا10مه به اندازه با تكرار برنا
مي0076/481ميانگين استحكام طولي برابر . آيد بدست

و اعمال آزمون فرض مقدار9هاي جدول با استفاده از داده
Zمي8473/0برابر كم بدست تر از مقدار مرزي آيد كه

و فرض مقابل برقرار است،. است لذا، فرض صفر باطل

طولي به شدت به آرايش الياف در يعني استحكام تسليم 
در مورد استحكام عرضي مقدار. زمينه وابسته است

مي2255/680ميانگين برابر  نيزZمقدار. آيد بدست
مي2830/0 كم محاسبه 96/1تر از مقدار مرزي شود كه

و فرض مقابل درست است، مشابه بالا فرض صفر باطل
ي توزيع است، يعني استحكام عرضي به شدت به چگونگ

 نتايج بدست10در جدول. الياف در زمينه وابسته است
. مرتبه تكرار آمده است10آمده از توزيع يكنواخت براي

 مرتبه براي توزيع يكنواخت،10 با تكرار برنامه به اندازه
مي4358/890ميانگين استحكام طولي برابر . آيد بدست

آزمون فرضو اعمال10هاي جدول با استفاده از داده
مي4115/1برابرZمقدار  كم بدست تر از مقدار آيد كه

و فرض مقابل برقرار. مرزي است لذا، فرض صفر باطل
است، يعني استحكام تسليم طولي به شدت به آرايش 

در مورد استحكام عرضي. الياف در زمينه وابسته است
مي577/645مقدار ميانگين برابر  نيزZمقدار. آيد بدست

مي3574/0 رابطه، از كم محاسبه تر از مقدار شود كه
و فرض. است96/1مرزي  مشابه بالا فرض صفر باطل

مقابل درست است، يعني استحكام عرضي به شدت به 
.چگونگي توزيع الياف در زمينه وابسته است

O���Ce��G� ��6 VM-�G- 2�3�1 3� .
 توزيع گوسي استحكام عرضي استحكام محوري

 گام نخست 875/602 54/812
 گام دوم 63/625 51/422
 گام سوم 5/682 04/585
 گام چهارم 87/602 026/845
 گام پنجم 125/853 53/162
 گام ششم 5/864 01/650
 گام هفتم 63/352 96/324
 گام هشتم 125/671 53/162
 گام نهم 46/9775/659
 گام دهم 25/887 47/747

 يـــــانگينم 2255/680 0076/481
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O���BCe��G� ��6 VM-V,��:*� 2�3�1 3� .
 توزيع گوسي استحكام عرضي استحكام محوري

 گام نخست 637 76/942
 گام دوم 75/841 46/552
 گام سوم 875/602 61/974
 گام چهارم 625/443 37/1007

 گام پنجم 33/967 026/845
 گام ششم 25/432 86/942

 ام هفتمگ 19/506 513/877
 گام هشتم 125/580 61/974

 گام نهم 375/557 539/812
 گام دهم 25/887 61/974

 ميـــــانگين 577/645 4358/890

 گيرينتيجه
 براي مطالعه رفتار كلي ماده مركب اليافي يك مدل

بمنظور در نظر. ميكرومكانيكي تحليلي سه بعدي ارائه شد
يلي، المان حجمي تر مدل تحلگرفتن هندسه واقعي

تمامي.شدسلول مستطيلي تقسيم c×rنماينده به 
هاي مختلف آماري براي هاي اتفاقي داراي توزيعآرايش

نحوه تغيير خواص الاستيك با درصد حجمي، يك روند 
ميتغيير را پيش تقريباً در تمامي درصدهاي. كنندبيني

حجمي، مقاديري كه براي يك خاصيت الاستيك بدست 
ي آرايش اتفاقي الياف در زمينه ند، مستقل از نحوهآمد

به. بودند اين بدين مفهوم است كه مقدار خواص الاستيك

اگر. چگونگي چيدمان الياف در زمينه وابسته نيست
منحني تسليم ماده مركب به ازاي يك درصد حجمي 

و با توزيع  هاي گوناگون رسم شود، شكل مشخص
و اين بيانگر هاي تسليم با هم متفامنحني وت است

وابستگي منحني تسليم به چگونگي چيدمان الياف است 
و احتمال دارد در برخي  زيرا آرايش الياف اتفاقي است
و ايجاد تمركز تنش  نقاط الياف در تماس هم قرار گيرند

مي. كنند شود مقدار تنش تمركز تنش در يك ناحيه سبب
شددر آن نقطه از مقدار تنش نامي بزرگ و احتمال تر ه

.تسليم زمينه افزايش يابد
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