
  
 ١                                        ١٣تا  ١، از صفحه ١٣٨٨، دی ماه ۱، شماره ۴۳، دوره، دانشکده فنی - مهندسی عمران و نقشه بردارینشريه     

 Email: ghadi@ut.ac.ir,                                      ٦٦٤٦٩٨٠٩:          فاکس ,           ٦١١١٢١٧١:        تلفن :     نويسنده مسئول  *
  

اي با رفتار ایزوتروپ جانبی تحت اثربار مماس بر  محیط نیمه بینهایت دولایه
  سطح در فضاي فرکانسی

   

 2*مرتضی اسکندري قاديو  1عزیزاالله اردشیر بهرستاقی
 بابل -  دانشگاه علوم و فنون مازندران - كارشناسي ارشد سازه آموخته  دانش۱
  دانشگاه تهران - يفن يکده هاپرديس دانش - ار گروه علوم پايه مهندسي ياستاد۲

  )٧/٨/٨٧ بيخ تصويتار, ١٥/٤/٨٧ت اصلاح شده يافت روايخ دريتار,  ٢/٤/٨٦افت يخ دريتار(

  چکیده
جانبي مستقر بر يک نيم فضاي ايزوتروپ جانبي طوري در نظر گرفته مي شود که محور ايزوتروپي آنها  ۱در اين مقاله يک لايه ايزوتروپ       

  اين مجموعه تحت اثر نيروي سطحي دلخواه در فضاي فرکانسي مـورد تحليـل قـرار    . و عمود بر سطوح آزاد لايه فوقاني باشد موازي هم بوده
ارائه شده توسط اسـکندري قـادي در    ۳حرکت در فضاي فرکانسي به وسيله توابع پتانسيل ۲به منظور اين تحليل، معادلات در گير.  مي گيرد

به صورت مستقل در آمده و سپس معادلات حاکم بر توابع پتانسيل در ) لايه فوقاني و نيم فضاي تحتاني ( ط ميلادي در هر محي ۲۰۰۵سال 
دست آمده در لايه تحتاني چنان است که شرط ه جواب ب. حل مي شود ۵و تبديل هنکل ۴اي با استفاده از سري فوريه دستگاه مختصات استوانه

شوند که در  ها در فضاي واقعي به صورت انتگرال هايي ارائه مي ها و تنش ايج نهايي براي تغيير مکاننت. شود در آن در نظر گرفته مي ۶تشعشع
اي و  با توجه به نقـاط شـاخه  . از پيچيدگي خاصي براي برآورد عددي برخوردار است ۸ها و قطب ۷اي عين سادگي ظاهري، به علت نقاط شاخه

اي دلالت  انطباق عالي نتايج عددي در حالت هاي ساده  ايزوتروپ و ايزوتروپ جانبي تک لايهقطب، نتايج عددي با دقت خاصي برآورده شده و 
دست آمده در محدودة فرکانسي وسيع انجام و نتايج به صورت ه برآورد عددي نتايج ب. دست آمده در اين مقاله دارده بر صحت نتايج عددي ب

  هـاي   نتايج اين مقاله هـم در تحليـل عـددي بـه روش    . فاصله افقي ارائه شده استهاي تغييرات تغيير مکان و تنش بر حسب عمق و  منحني
اي مـورد   هاي سطحي مستقر بر يک خـاک دو لايـه   هاي مرزي و هم در تعيين توابع امپدانس شالوده هاي مرزي، همانند روش المان انتگرال

  .گيرد استفاده قرار مي
  

  ،، محيط ايزوتروپ جانبي، تبديل هنکل، بسط فوريه۹، انتشار امواجتوابع پتانسيل، تغيير مکان :هاي کليدي  واژه
  اي، قطب نقاط شاخه

  مقدمه 
انتشار امواج در يک محيط ناشي از بارگذاري 
خارجي از جمله مباحثي بوده است که در قرن گذشته 
بسياري از محققان و مهندسان در زمينه رياضيات 

 .کرده است کاربردي و مکانيک مهندسي را به خود جلب
اي در زمينه انتشار امواج مربوط به لمب  مقاله پايه

)Lamb ( او در اين مقاله، . باشد مي ]۱[۱۹۰۴در سال
انتشار امواج ناشي از يک بار هارمونيک وارد بر يک محيط 
ايزوتروپ و ارتجاعي نيمه بي نهايت را بررسي کرده است و 

ه بعدي به ميدان تغيير مکان را در دو حالت دو بعدي و س
بعد از لمب محققان زيادي در زمينه  .دست آورده است

هاي ايزوتروپ تحقيق  انتشار امواج هارمونيك در محيط
اند که از آن  اي را ارائه کرده اند و تحقيقات گسترده کرده

و  Aki، ]۲[۱۹۷۳در سال   Achenbachتوان  جمله مي
Richards  ۳[۱۹۸۰در سال[ ،Apsel  وLuco  در سال

  Pekeris .را نام برد ]۵[ ۱۹۸۷در سال  Pakو  ]۴[۱۹۸۳

انتشار امواج در فضاي زماني را مورد توجه  ۱۹۵۵در سال 
او امواج ناشي از يك ضربه ناگهاني با ]. ۶[قرار داده است 

نهايت به  تغييرات زماني هويسايد را در يك محيط نيمه بي
 .  است دقت بررسي نموده

نيز در  ۱۰ناهمسان هاي انتشار امواج در محيط
در حال حاضر با توجه . گذشته مورد توجه قرار گرفته است

به استفاده روز افزون از مواد ناهمسان نياز به تحقيقات در 
ها بيشتر احساس  زمينه انتشار امواج در اين محيط

هاي اخير  براي مثال مواد کامپوزيت که در سال. شود مي
اند  اي يافته ردهدر زمينه علوم و مهندسي کاربرد گست

از سوي ديگر در . باشند داراي خاصيت ناهمساني مي
هايي که خاک تحت اثر نيروي ثقل رسوب کرده  زمين

هاي طبيعي سربار شده روي هم تشکيل  است و نهشته
اما با توجه به  .داده است خاصيت ناهمساني وجود دارد

هاي  ملاحظات کاربردي در زمينه مهندسي محيط
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لاً به صورت ايزوتروپ جانبي و يا ناهمسان معمو
هاي اوليه در  يکي از بررسي. شوند مدل مي ۱۱ارتوتروپيك

هاي ايزوتروپ جانبي توسط  زمينه انتشار امواج در محيط
Stoneley  او نشان . انجام گرفته است ]۷[ ۱۹۴۹در سال

تواند  داد که وجود مواد با خاصيت ايزوتروپ جانبي مي
ل توجهي در زمينه انتشار امواج منجر به تفاوت هاي قاب

   .نسبت به مواد ايزوتروپ گردد
Synge  در  ۱۲، انتشار امواج ريلي]۸[ ۱۹۵۷در سال

هاي ايزوتروپ جانبي را بررسي کرده است و نتيجه  محيط
ها  گرفته که اين امواج فقط در صورتي در اين محيط

شوند که محور ايزوتروپي محيط يا عمود بر  منتشر مي
در سال  Buchwald. اد و يا موازي اين سطح باشدسطح آز
هاي ايزوتروپ  نيز انتشار امواج ريلي در محيط ۱۹۶۱

 در Wangو  Rajapakse].  ۹[ جانبي را بررسي کرده است
هاي ناشي از ارتعاش  ها وتنش تغيير مکان ]۱۰[ ۱۹۹۱سال

هارمونيک يک جسم صلب دريک محيط ارتوتروپيك دو 
ها و  همچنين آنها تغييرمکان .اند هدست آورده بعدي را ب

هاي ناشي از ارتعاش هارمونيک نيروي موثر بر  تنش
پيرامون يک دايره مدفون دريک محيط ايزوتروپ جانبي را 

آنها دستگاه . ]۱۱[اند درحالت سه بعدي تعيين کرده
و ۱۲[معادلات حرکت را با استفاده از روش توابع پتانسيل 

پتانسيل به دو معادله درگير و و استفاده از سه تابع ] ۱۳
دست آمده ه يک معادله مستقل تبديل کرده و معادلات ب

  .اند حل کرده ۱۳را با استفاده از تبديلات انتگرالي
هاي ناهمگن در طبيعت  به علت وجود محيط

همچنين . باشد ها همواره لازم مي بررسي اين محيط
 ياستونلبررسي امواج لاو و  ياي برا هاي لايه بررسي محيط

نيم فضاي  ]۴[۱۹۸۳در سال  Lucoو  Apsel. باشد لازم مي
n ياي ايزوتروپ را بررسي کرده و تابع گرين را برا لايه 

  .  اند موثر بر يک لايه دلخواه به دست آورده ييک نيرو
در اين مقاله يک لايه ايزوتروپ جانبي مستقر بر 

  فضاي ايزوتروپ جانبي طوري در نظر گرفته  يک نيم
ي شود که محور ايزوتروپي آنها موازي هم بوده و عمود م

اين مجموعه تحت اثر . بر سطوح آزاد لايه فوقاني باشد
نيروي سطحي افقي دلخواه در فضاي فرکانسي مورد 
تحليل قرار گرفته و با استفاده از دو تابع پتانسيل که 

ارائه گرديده  ]۱۴[ ۲۰۰۵توسط اسکندري قادي و در سال 
. شوند ت حرکت به طور کامل مجزا سازي مياست معادلا

و استفاده از تبديل  θبا استفاده از بسط فوريه در امتداد 

اي،  هنکل در امتداد شعاعي در دستگاه مختصات استوانه
مسئله تبديل به حل دو معادله ديفرانسيل معمولي کاملاً 

 ۱۴بديل يافتهمجزا از هم براي توابع پتانسيل در فضاي ت
ها در  براي به دست آوردن جواب. شود فوريه مي - هنکل

دست آمده در ه هاي تحليلي ب بايد از جواب ۱۵فضاي واقعي
. گيري کنيم فضاي تبديل يافته به صورت عددي انتگرال

در انتها پاسخ هاي مختلف ناشي از بار گسترده يکنواخت 
وثر بر م) مماس بر سطح(با برآيند واحد در جهت افقي 

ه در محدوده وسيع فرکانسي و ب aاي به شعاع  سطح دايره
  .شود صورت گرافيکي ارائه مي

  

  بيان مسئله
اي با رفتار  محيط نيمه متناهي ارتجاعي دو لايه

اي  ايزوتروپ جانبي را در دستگاه مختصات استوانه
( )r, , zθ گيريم که محور  چنان در نظر ميz  عمود بر

 حرکتصورت معادلات  در اين. باشد ۱۶ايزوتروپيصفحه 
ه ، ب)ها هيلا( طهايک از محيبراي هر  ها تغييرمكانبر حسب 

  ]:۱۵[شوند صورت زير نوشته مي

  
اي با رفتار ایزوتروپ  محیط نیمه بی نهایت دو لایه:  1شکل 

)جانبی تحت اثر نیروي دلخواه   ), i tr e ωθf   ثر بر سطحمو
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 (۱) 

هاي بردار تغيير مکان به  مولفه Wو  U , Vکه در آن 
,ترتيب در امتدادهاي  rθ  وz باشند مي .ρ  جرم

 )۱(در رابطه . باشد معرف زمان مي tمخصوص محيط و 
( )i,j r, ,z Aijθ= ۱۵[هاي ارتجاعي بوده و داريم  ثابت: [  

( )66 11 12 2A A A= − /  (۲) 
بر  A66تا  A11براي حالت مصالح ايزوتروپ ضرايب ارتجاعي 

۱۷λμحسب ضرايب لامه  عبارتند از و
,, λμλ ==+== 13123311 AA2AA  

μ== 6644 AA   (۳) 
Eمعرف مدول يانگ در صفحه ايزوتروپي،  Eاگر  معرف  ′

معرف ضريب  υمدول يانگ عمود بر صفحه ايزوتروپي،
جمع شدگي در صفحه (پواسون در صفحه ايزوتروپي 

معرف   ′υ ،)به علت کشش در همين صفحهايزوتروپي 
جمع شدگي (ضريب پواسون عمود بر صفحه ايزوتروپي 

، )عمود بر صفحه ايزوتروپي به علت کشش در اين صفحه
G معرف مدول برشي در صفحه ايزوتروپي وG معرف  ′

باشد مدول برشي در صفحات عمود بر صفحه ايزوتروپي 
  ]:۱۵[در اين صورت خواهيم داشت
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  توابع پتانسيل
، يک دستگاه معادلات )۱(معادلات حرکت 

به منظور . باشند ديفرانسيل درگير با مشتقات جزيي مي
 %χو   %Fو تابع پتانسيل مجزا سازي اين معادلات از د

هاي بردار تغيير مکان بر حسب  مولفه. استفاده شده است
اي و  در دستگاه مختصات استوانه %χو  %Fتوابع پتانسيل 

  ]:۱۴[شوند  در حالت ديناميکي به صورت زير نوشته مي
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  که در آن
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توان توابع پتانسيل  اما با فرض هارمونيک بودن حرکت مي
  :هاي بردار تغيير مکان را به شرح زير نوشت و مولفه
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  u،vرکت هارمونيک و اي ح فرکانس زاويه ωبه طوري که 
هاي بردار تغيير مکان به ترتيب در  هاي مولفه دامنه wو 

در ) ۸(با جايگزيني روابط . باشند مي  zو   r ،θامتدادهاي 
  : توان نوشت مي) ۵(
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، دو ) ۱(در معادلات حرکت ) ۹(و ) ۸(با قرار دادن روابط 
ستقل از هم حاکم بر توابع معادله ديفرانسيل کاملاً م

  ]:۱۴[آيند  به صورت زير درمي  χو  Fپتانسيل 
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2هاي پارامتر
1s  2و

2s هاي معادله زير هستند ريشه:  
4 2 2

33 44 13 13 44 11 33 11 442 0A A s A A A A A s A A+ + − + =( )  
 (۱۴) 
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1s  2وs توانند  توانند اعداد مختلط باشند اما نمي مي
و ) ۱۰(معادلات در . ]۱۵[اعداد موهومي خالص باشند 

به صورت سري   θرا  نسبت به χو  Fتوان توابع  ، مي)۱۱(
صورت زير ه سري فوريه مختلط اين توابع ب. فوريه نوشت

  ]:۱۶[هستند 

(r,z) i m
m m

m

F r z F r z e θχ θ χ
+∞

=−∞

=      ∑, ( , , ) ( , ), ,   (۱۵) 

 χو  Fام سري فوريه توابع  mضرايب m  χوFm که در آن 
  :]۱۶[هستند 

2
0

1
2

im
m mF F e dπ θχ χ θ

π
−= ∫   , ,         (۱۶) 

اين ) ۱۱(و ) ۱۰(در معادلات ) ۱۵( با قرار دادن روابط
  : شوند معادلات به صورت زير نوشته مي

m m mF r z
z

δω ∂ 
+ = ∂ 

W W
2

2
1 2 2 ( , ) 0   (۱۷) 

m m r z  χ =W0 ( , ) 0                              (۱۸) 

  :که در آن
2 2 2

2
02 2 2 2

1 1 1 ,im
i i

m
r r r r s z

ρ ω
µ

∂ ∂ ∂
= + − + +

∂ ∂ ∂
W

),,( 210i =                                             (۱۹) 
با توجه به هندسه و شرايط مرزي مسئله بسيار      

نسبت به  ام mمناسب مي باشد که از تبديل هنکل مرتبه 
  :]۱۶[به شرح زير استفاده شود rامتداد شعاعي 

0, ( , ) , ( , ) ( )m m
m m m m mF z F r z r J r drχ ξ χ ξ∞  = ∫      (۲۰) 

  آن عبارتست از  ۱۸که تبديل معکوس هنکل
0, ( , ) , ( , ) ( )m m

m m m m mF r z F z J r dχ χ ξ ξ ξ ξ∞  = ∫       (۲۱) 
با . باشد مي mنوع اول از مرتبه  ۱۹ع بسلتاب Jmکه در آن 

اين ) ۱۸(و ) ۱۷(در معادلات ) ۲۰(قرار دادن رابطه 
  :آيند معادلات به صورت زير درمي
m

m m m
d F z
dz

δω ξ
 

+ = 
 
W W

2
2

1 2 2 ( , ) 0     (۲۲) 

m χ ξ =W m
0 m ( , z) 0                       (۲۳) 

  :که در آن

im
i i

d i
s dz

ρω
ξ

µ
= − + =W

2 2
20

2 2

1 ( 0, 1, 2)    (۲۴) 

به ترتيب يك معادله ) ۲۳(و ) ۲۲(معادلات      
ديفرانسيل معمولي مرتبه چهارم و مرتبه دوم با ضرايب 

با توجه   IIو   Iهاي  باشند و جواب آنها در محيط ثابت مي
  :باشند به شکل زير مي IIبه شرط تشعشع در محيط 

z zm
m m m

z z
m m

z zm
m m m

F z A e B e

C e D e

z G e H e

λ λ

λ λ

λ λ

ξ ξ ξ

ξ ξ

χ ξ ξ ξ

Ι Ι

Ι Ι

Ι Ι

− −

Ι Ι Ι

Ι Ι

−

Ι Ι Ι

 = +

 + +

 = +

1 2

1 2

3 3

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( )

 

)                                          الف-۲۵(   
1 2

3

( , ) ( ) ( ) ,

( , ) ( ) ,

z zm
m m m

zm
m m

F z A e B e

z G e

λ λ

λ

ξ ξ ξ

χ ξ ξ

ΙΙ ΙΙ

ΙΙ

− −
ΙΙ ΙΙ ΙΙ

−
ΙΙ ΙΙ

 = +


=

 

)       ب-۲۵(                  

  ]:۲۰و  ۱۹، ۱۸، ۱۷[که در آن

t t t t t t

t t t t t t

a b c d e

a b c d e

λ ξ ξ ξ

λ ξ ξ ξ

= + + + +

= + − + +

2 4 2
1

2 4 2
2

1 ,
2
1 ,
2

        

t t tsλ ξ ρ ω= −2 2 2
3 0 0( ).                      (۲۶)  

 
( )1 2, , , tjj t λ= = Ι ΙΙگردند كه  چنان اختيار مي

) ۲۶( ها در رابطه ثابت. قسمت حقيقي آن مثبت باشند
  ]: ۲۰و  ۱۹، ۱۸، ۱۷[به صورت زير هستند  t=(I, II)براي 

t t t t t
t t

a s s b
A A

ρ ω= + = − +2 2 2
1 2

33 44

1 1 1 1( ), ( ),
2 2

 

2 2 2 2 4 2
2 1

33 44

1 1( ) , ( )t t t t t
t t

c s s e
A A

ρ ω= − = −      

t t t t
t t

t

t t t

d s s
A A

A
A A A

ρ ω= − + +

− +

2 2 2
1 2

33 44

11

33 11 44

1 12 [( )( )

1 12 ( )].
)۲۷(  

  
( )mA ξΙ،( )mB ξΙ،( )mC ξΙ،( )mD ξΙ،( )mG ξΙ،( )mH ξΙ

،ΙI ( )mA ξ ،ΙI ( )mB ξ  وΙI ( )mG ξ  توابعي ) ۲۵(در معادلات
باشند که با نوشتن شرايط مرزي و پيوستگي  مجهول مي

  . بايستي بدست آيند
. هستند ۲۰توابعي چند مقدارهλt1(ξ), λt2(ξ) , λt3(ξ ( توابع

اي از توابع تک  هر تابع چند مقداره در واقع مجموعه
هر يک از اعضاي اين مجموعه يک . است ۲۱مقداري

نقطه . شود از تابع چند مقداره ناميده مي ۲۲بريدگي شاخه
هاي شاخه براي تابع  مشترک بين همه بريدگي ۲۳تکين

نقاط . شود ميده مياي نا چند مقداره يک نقطه شاخه
توسط معادله زير   λti (i=1, 2, 3) اي متناظر با توابع شاخه

 .آيند به دست مي
0 1 2 3( , , )ti iλ = =                  (۲۸) 
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 ٥                                                                                                                   .....                        محيط نيمه بی نهايت     

 
 

اي  نقاط شاخه) ۲۸(در رابطه ) ۲۶(با قراردادن روابط 
دست ه به صورت زير ب λti (i=1, 2, 3)با توابع  متناظر

  ]:۱۹، ۱۷[آيند مي

1 211 44, ,
t tt t t tA Aλ λξ ω ρ ξ ω ρ= =  

3 66t t tAλξ ω ρ=                              (۲۹) 
 λti (i=1, 2, 3) مقداري کردن توابع به منظور تک 

شوند که  اي انتخاب مي هاي شاخه به گونه بريدگي
tiλ ≥( )Re هاي  انتخاب بريدگي با ). ۲شکل (باشد  0

ور ارضاي شرط تشعشع شاخه به صورت فوق و به منظ
حذف ) ب- ۲۵(در رابطه  3eλΙΙو  1eλΙΙ ،2eλΙΙجملات 

  .  اند شده
  

  جواب کلي معادلات حرکت
شود که نيـروي هارمونيـک    فرض مي) ۱(مطابق شکل      

)دلخواه به شدت  ), i tr e ωθf  0روي صفحهπ  در سطح
z=0 بر اين اساس شرايط مرزي در سطح . اعمال مي گردد
z=0   با استفاده از رابطه کوشي)ij j in fσ به صورت ) =

بـردار نرمـال    jn هاي بردار نيرو، مؤلفه if (باشد زير مي
هاي تانسور تنش در سـطح مـورد نظـر     مؤلفهijσ سطح و
  ):هستند

0

0

( , , 0, ) ( , ) ,

( , , 0, ) ( , ) , ( , )

( , , 0, ) ( , ) ,
0, 0, ( , ) .

i t
rz

i t
z

i t
zz

rz z zz

r z t P r e
r z t Q r e r
r z t R r e

z r

ω

ω
θ

ω

θ

σ θ θ

σ θ θ θ π

σ θ θ
σ σ σ θ π

Ι

Ι

Ι

Ι Ι Ι

− = =

− = = ∈

− = =
= = = = ∉

) الف-۳۰(  

  ):I,II(هاي  شرايط پيوستگي در مرز محيط
( , , , ) ( , , , ) 0,
( , , , ) ( , , , ) 0,

( , , , ) ( , , , ) 0,
, , , ( , , ), .

rz rz

z z

zz zz

r z s t r z s t
r z s t r z s t

r z s t r z s t
U U V V W W r t z s

θ θ

σ θ σ θ

σ θ σ θ

σ θ σ θ
θ

− +
ΙΙ Ι

− +
ΙΙ Ι

− +
ΙΙ Ι

Ι ΙΙ Ι ΙΙ Ι ΙΙ

= − = =

= − = =

= − = =
= = = ∀ =

 

  )ب-۳۰( 
sكه در آن  sو  − از  zهسـتند وقتـي    z به ترتيـب حـد    +

در بينهايت  دور . شود نزديك مي sبه ست سمت چپ يا را
( )z → )يا  ∞ )r → هاي تانسور  تنش  کليه مؤلفه ∞

)شـرايط در  . و بردار تغيير مکان صفر هسـتند  )r → ∞ 
)ديده شده است و شرايط در  در تبديل هنكل )z → ∞ 

در روابـط  . در نظر گرفتـه شـده اسـت   ) ب -۲۵(در رابطه 
ــف -۳۰( ) و، )ال , ) ( , ) , ( , )R r Q r P rθ θ θ  ــه ــاي  مولف ه

ــردار بارگــذاري   )ب ),r θf    ــه ترتيــب در امتــدادهاي ب
r,,z θ با توجـه بـه در اختيـار داشـتن توابـع      . باشند مي

آن  بايد در) ۳۰(معادلات   پتانسيل در فضاي هنكل فوريه،
فضا نوشته شـوند تـا بـا اسـتفاده از آنهـا بـه تـوان توابـع         

( )mA ξΙ ،( )mB ξΙ، ( )mC ξΙ   ،( )mD ξΙ ،( )mG ξΙ ،
( )mH ξΙ، ΙI ( )mA ξ ،ΙI ( )mB ξ  وΙI ( )mG ξ  را بــه دســت
ها نيز بايد بر حسب توابع پتانسيل  بدين منظور تنش. آورد

-كـرنش، كـرنش  -با استفاده از روابـط تـنش  . نوشته شوند
تـوان روابـط    توابع پتانسـيل مـي   -تغييرمكان و تغييرمكان

فوريه بـه صـورت    -توابع پتانسيل را در فضاي هنكل-تنش
  ]: ۱۹و  ۱۷[زير به دست آورد

( )

( )

2
1 1

44 3 2 2

2 2
1 0 441

m m
zrm z m

m
m m

m

di A
dz

dF A i
dz

θσ σ ξ α α

χ
ξ α ρ ω ξ

− − 
− = − −



+ + − −

       

( )

( )

2
1 1

44 3 2 2

2 2
1 0 441 ,

m m
zrm z m

m
m m

m

di A
dz

d
F A i

dz

θσ σ ξ α α

χ
ξ α ρ ω ξ

+ + 
+ = −



+ + − −

  )۳۱          (

  ( )( )2 2 2
3 13 33 0 1

2

33 2 2

1

,

m
zzm

m
m

d A A
dz

dA F
dz

σ α ξ ρ ω ξ α

α

= + − +


+ 



 

1که در آن  mو1 m
z m zrmθσ σ+ 1mتبديل هنکل مرتبـه  ... و  − − ،

m+1  ضرايب ... وm هاي تانسور تنش  ام سري فوريه مولفه
توابـع پتانسـيل در   -همچنين روابط تغييرمكـان . باشند مي

 ۱۹، ۱۸، ۱۷[آيـد  فوريه به صورت زير در مي-فصاي هنكل
  ]:۲۰و 

1 1
3

1 1
3

22
2 0

1 2
1

1
1

m
m m mm
m m m

m
m m mm
m m m

m m
m m

dF
u iv i

dz
dF

u iv i
dz

w F
z

α ξ ξχ

α ξ ξχ

ρ ω
α ξ β

α

− −

+ +

− = − −

+ = −

∂
= + − + +

+∂

,

,

( )[ ]

     (۳۲) 

m+1که در آن  m-1
m mu , u    به ترتيب تبـديل هنکـل مرتبـه 

m-1  و مرتبهm+1   تابعmu   ،1 1,m m
m mv v+ به ترتيـب   −

 mvتـــــابع  m+1و  m-1تبــــديل هنکـــــل مرتبـــــه  
m,و m

m mwχوm
mF      به ترتيـب تبـديل هنکـل مرتبـهm 

m,توابع  mwχوmF باشند مي.  
، شرايط مرزي و )۲۵(و ) ۳۲(، )۳۱(با استفاده از روابط 

بر حسب توابع ) ۳۰(شرايط پيوستگي داده شده در 
( )mA ξΙ،( )mB ξΙ،( )mC ξΙ،( )mD ξΙ،( )mG ξΙ،m H ξΙ ( )  

ΙI ( )mA ξ ،ΙI ( )mB ξ  وΙI ( )mG ξ به صورت زير در 
  ]:۱۹[آيند مي
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m
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  :که در آن
2 2 2

3 2 1 0

13 2 2
3 3

33

2
3

( ) (1 ) ,

( ) ,

, ( , ) , (1, 2,3).

ti t t ti t t
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 = − + + −


Α
= − −

Α
 = − = Ι ΙΙ =

 )۳۴(   

يک سيستم معادلات جبـري خطـي بـراي    ) ۳۳(معادلات 
)توابــع مجهــول  )mA ξΙ ،( )mB ξΙ، ( )mC ξΙ ،( )mD ξΙ ،

( )mG ξΙ ،( )mH ξΙ، ΙI ( )mA ξ ،ΙI ( )mB ξ  وΙI ( )mG ξ   
) ضــرايب. مــي باشــد )mG ξΙ، ( )mH ξΙ وΙI ( )mG ξ  ــه ب

و )] ۳۵(روابـط  [لي، به راحتي محاسـبه شـده   صورت تحلي
ــابقي ضــرايب از حــل معــادلات   ــراي تعيــين م ــا ) ۳۷(ب   ب

    ].١٩[مي شودهاي عددي استفاده  روش
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Branch cuts

Path of integration
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Complex   -plane  
هاي شاخه  بریدگی: 2شکل 

1براي 2 3( , , , )t t t tλ λ λ = Ι ΙΙ.  
  

  :که در آن
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  :که در آن
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  آوردن اين ضرايب وقرار دادن آنها در روابط  با به دست     
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 ٧                                                                                                                   .....                        محيط نيمه بی نهايت     

 
 

mتوابـــع ) الـــف و ب-۲۵(
t mF  وm

t mχ هـــاي  در محـــيط
t = Ι ΙΙ, بـا در اختيـار داشـتن ايـن     . دست مي آينـد ه ب

به صـورت زيـر   ) ۳۲(توابع، توابع تغيير مکان با استفاده از 
  ]:۱۹[ست مي آيندبد

m
t m m

t m t t m m

m
t m m

t t m m

dF
u r z i J r

dz

dF
i J r d

dz

ξ α ξ ξχ ξ

ξ α ξ ξχ ξ ξ

∞

−

+

  
= − −    

 
+ −     

∫ 3 10

3 1
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( , ) ( )
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ξ α ξ ξχ ξ ξ

∞

−

+

  
= − −    

 
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t

w r z F J r d
z

ρ ω
ξ α ξ β ξ ξ

α
∞  ∂ = + − + +

 ∂ + 
∫

22
02

1 20
1

( , ) (1 )[ ] ( ) ,
1

       

                                   )۳۹(  
به ) ۳۱(به همين ترتيب توابع تنش با استفاده از روابط 

  :دست مي آيند، به عنوان مثال
 

( )
t t t

t zz m t t m

m
t t t m

d A A
dz

J r d

dA F
dz

α ξ
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 
 + 
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(1 ) ( )

)۴۰(  

ام سري فوريه تغيير مکان در بسط  mا جايگذاري ضرايب ب
ه هاي تغيير مکان به شرح زير ب فوريه مربوطه دامنه مولفه

  :آيد دست مي

[ ]

( , , ), ( , , ), ( , , )

( , ), ( , ), ( , )

t t t

im
tm tm tm

m

u r z v r z w r z

u r z v r z w r z e θ

θ θ θ
∞

=−∞

=

∑
)۴۱       (  

  هاي تغييرمکان عبارتند از مولفه) ۸(بنابراين براساس رابطه

[ ]
( , , , ), ( , , , ), ( , , , )

( , , ), ( , , ), ( , , ) i t

U r z t V r z t W r z t
u r z v r z w r z e ω

θ θ θ

θ θ θ

= )۴۲       (  

کنون به دست آمده اسـت بـراي فرکـانس     که تا ينتايج  
به دست آوردن جـواب اسـتاتيکي    يبرا. دلخواه بوده است

در . بايد فرکانس بارگذاري را به سـمت صـفر ميـل دهـيم    
بـه سـمت     tiλبه سمت صـفر ميـل کنـد     ωصورتي که 

tisξ شود کـه   مي يريادآو. کند ميل ميtis i=1, 2, 3  در
بـا دقـت در معادلـه    . داده شـده اسـت  ) ۱۴(و ) ۱۳(روابط 

شـود کـه از آنجـايي کـه      مشاهده مي) ۲۴(با اپراتور ) ۲۲(
1 2t ts s≠   آنگاه جواب استاتيکي تفاوت خاصي بـا جـواب ،

  ج عددي ـــديناميکي ندارد و برآورد عددي در بخش نتاي
0ω براي   .                                                       شود ارائه مي =

  

 برسطح تحريک هارمونيک مماس
ها براي تحريک  ها و تنش در بخش گذشته تغييرمكان    

در اين جا . دست آمده ب  z=0هارمونيک دلخواه در سطح 
براي بار گسترده يکنواخت با  نتايج به دست آمده قبلي

موثر بر )  xدر راستاي محور(برآيند واحد در جهت افقي 
براي بار . ، بررسي مي گرددa اي به شعاع  سطح دايره

در (گسترده يکنواخت با برآيند واحد در جهت افقي 
  aاي به شعاع  موثر بر سطح دايره) xراستاي محور 

  هاي بردار بارگذاري عبارتند از مولفه

[ ]

}{
2 2

2 2 2
0

cos sin
, , ( , , ) ( , ,0)

( , , ) , 0

i tP Q R r t e
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 = −

 = + < =


 )۴۳        (  

هاي تابع بارگذاري  توان نشان داد مولفه در اين صورت مي
  :در فضاي فوريه به شرح زير است
2

1 1 1
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1 1 1
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)۴۴(  

توان نشان داد مي) ۳۸(در رابطه ) ۴۴(با جايگذاري روابط    
1 1 1

1 1 1
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m

m

m

X J a a X
Y J a a Y
Z m

ξ πξ
ξ πξ

≠

− ≠−
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= =
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 )۴۵                       (  

  نتايج عددي
هاي بردار تغيير مکان  همان طور که ملاحظه شد مولفه    

هاي يک بعدي نيمه متناهي با توابع  به صورت انتگرال
مختلط بدست ) توابع زير علامت انتگرال( ۲۴انتگران
هاي ساده مربوط به  ها حتي در حالت اين انتگرال. اند آمده

گيري  گرالمصالح ايزوتروپ هم به صورت تحليلي قابل انت
. اند ها به صورت عددي برآورد شده لذا اين انتگرال. نيستند

توابع انتگران توابعي پيچيده با رفتار نوساني به علت وجود 
نهايت به سمت صفر  توابع بسل در بي. باشند توابع بسل مي

نهايت  کنند، اما روند همگرايي اين توابع در بي ميل مي
باشد، به همين دليل يکي از موارد مهم در  بسيار کند مي
همچنين . نهايت فيزيکي است ها تعيين بي برآورد انتگرال

اين . باشند توابع انتگران شامل نقاط تکين محدودي مي
در . باشند اي و قطب مي  نقاط تکين شامل نقاط شاخه

براي مصالح ايزوتروپ جانبي سه بعدي سه حالت کلي 
اين نقاط . گيري وجود دارد اي در مسير انتگرال نقطه شاخه

)در ) ۳۷(بر اساس رابطه  )
iλm32,1,i ξ=  واقع
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در حالت کلي براي يک ماده ايزوتروپ جانبي سه . اند شده
اي فوق  نقاط شاخه. وجود دارد ۲۵بعدي سه موج حجمي

حرکت . متناظر با اين امواج هستند ۲۶وجدر واقع اعداد م
طور خالص برشي و نه به طور ه متناظر با اين امواج نه ب

اما براي حالت مربوط به مصالح  .]۵[خالص محوري است 
  .يابد اي فوق به دو کاهش مي ايزوتروپ تعداد نقاط  شاخه

هاي معادله جبري ناشي از صفر شدن  علاوه بر ريشه     
هاي   ، ريشه)۳۷(س ضرايب در معادلات دترمينان ماتري

0( , )sξϒ گيري را مشخص  هاي انتگرال نيز قطب =
H,معادله دوم مربوط به ضرايب . کنند مي GΙ Ι وIΙG  و

)0معادله . ديگري مربوط به بقيه ضرايب هستند , )sξϒ = 
است و همان طور که مشاهده  ۲۷عادله موج لاوهمان م

اين معادله . باشد شود، اين معادله تابعي از فرکانس مي مي
  :توان به شکل زير نيز نوشت را مي

44 66 2 2

44 66 66

2 2 2 266

66 44 66

0

( , )
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ξ ω ξ ω
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Ι Ι ΙΙ

Ι

Ι Ι Ι

ϒ = −

+ − − =

   (۴۶) 

هاي ايزوتروپ به صورت زير در  اين معادله براي محيط
 :     آيد مي

2

2 21 1 0

( , ) ( )

tan ( ) .

I II I

II I

I

I

s

s

ρ µ ρ µ
ξ ως ς

µ µ µ ρ

ρ
ς ω ς

µ

ΙΙ

Ι Ι

ϒ = = −

− − − =

       (۴۷) 

ضرايب برشي لايه فوقاني و محيط  IIµو  Iµكه در آن 
ها، معادله  معادله دوم براي تعيين قطب. باشد تحتاني مي

ناشي از مساوي صفر قرار دادن دترمينان ماتريس ضرايب 
mAΙ ،mB Ι ،mC Ι  ،mD Ι ،mAΙΙ  وmB ΙΙ  است که

پيچيدگي اين دترمينان به . آمده است) ۳۷(در معادله 
علت وجود ضرايب ارتجاعي مختلف و توابع نمايي آنقدر 

تر به زياد است که حتي در حالت ساده ايزوتروپ نيز کم
اما با رسم مقادير . باشد صورت تحليلي قابل بحث مي

حقيقي و موهومي اين دترمينان بر حسب آرگومان 
ه هاي اين معادله را ب توان ريشه ، ميξگيري،  انتگرال

مسير  هاي هاي اين معادله قطب ريشه. دست آورد
    . ا برخورد کردباشند که بايد با دقت با آنه گيري مي انتگرال

به علت وجود توابع بسل و توابع نمايي، توابع انتگران      
با تغييرات سريع " توابعي پيچيده با رفتار نوساني و بعضا

گيري بايد روشي اختيار شود  لذا براي انتگرال. باشند مي
که با توجه به تغييرات تابع انتگران در نواحي مختلف بازه 

مقادير تابع انتگران را در نقاط با  گيري،  محاسبه انتگرال
درروش اختيار شده بايد . فاصله نامساوي از هم انجام دهد

و نقاط  ها توجه خاصي به كران بالاي انتگرال، قطب
 Adaptive quadratureدراين جا روش . اي نمود شاخه

به منظور . براي برآورد عددي انتخاب شده است] ۲۱[
حد  براي مصالح مختلف، گيري سازي روش انتگرال يكسان

گيري براي مصالح مختلف، يكسان اختيار  بالاي انتگرال
اما اين حد بالا چنان اختيار شده است كه . شده است

طبيعت نوساني توابع بسل در آن مورد توجه قرار گرفته و 
   .گيري با دقت عالي به دست آيد نتايج انتگرال

ي مختلف ها نتايج عددی محاسبه قطب ها در حالت     
به منظور ارزيابي ميزان دقت نتايج . در ادامه خواهد آمد

هايي با نتايج موجود  عددي حاصل از اين مقاله مقايسه
براي مصالح ايزوتروپ و ايزوتروپ جانبي انجام گرفته 

ذکر اين نکته ضروري است که کليه نتايج عددي . است
هم چنين فرکانس . باشد بعد مي ارائه شده به صورت بي

0بعد  بي 44a Aω ω ρΙ Ι=  براي ارائه نتايج عددي تعريف
. باشد شعاع ديسك بارگذاري مي  aشده است كه در آن  

بعد ناشي از بار گسترده  هاي بي تغيير مکان) ۱(جدول 
را در  aاي به شعاع  موثر بر سطح دايره 0pيکنواخت 

  ΙΙو Ιهاي  محيطحالت استاتيک و براي حالتي که 
در اين جدول . دهد باشند، نشان مي يکسان و ايزوتروپ مي

نتايج عددي حاصل از مطالعه حاضر با نتايج عددي ارائه 
و نتايج عددي  ۱۹۸۳در سال  Rajapakseشده توسط 

] ۱۱[۱۹۹۳در سال  Wangو  Rajapakseارائه شده توسط 
ها معرف صحت  تطابق خوب جواب. ايسه شده استمق

  .باشد دست آمده در اين بخش ميه نتايج عددي ب
مقايسه نتايج عددي را براي حالت ) ۳(شکل      

براي مقايسه نتايج در حالت . ديناميکي نشان مي دهد
در سال  Pakديناميکي از نتايج ارائه شده توسط 

غيير مکان افقي براي مصالح ايزوتروپ و براي ت] ۵[۱۹۸۷
ناشي از بار گسترده يکنواخت با برآيند واحد موثر بر سطح 

در اين شکل نتايج . استفاده شده است aاي به شعاع  دايره
به صورت نقاط توپر نشان داده شده ] Pak]۵ تحقيقات 

ها چه در قسمت حقيقي و چه در  تطابق خوب جواب. است
در اين  دست آمدهه قسمت موهومي معرف صحت نتايج ب

نوع مصالح  ۳به منظور ارائه نتايج عددي، . باشد بخش مي
مختلف با رفتار ايزوتروپ جانبي به همراه يک نوع مصالح 

خصوصيات مکانيکي . ايزوتروپ در نظر گرفته شده است
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۲۵/۰υمصالح ايزوتروپ چنان است که در آن  = 
، ۲يب ماده شماره مصالح ايزوتروپ جانبي به ترت. باشد مي
  . شوند ناميده مي ۴و  ۳

 

-2

-1

0

1

2

3

4

0 2 4 6 8 10

Present study (Re)
Present study (Im)
PAK (1987) (Re)
PAK (1987) (Im)

0 0.5ω = /z a

4
au

πµ

  
  

برحسب  xمقایسه مولفه  تغییر مکان در جهت محور  :3شکل
  .عمق در فضاي نیمه متناهی با رفتار ایزوتروپ

 
 الاستيک محيط، ضرايب) ۲(کليه مصالح جدول  در      

 اين ضرايب که بدين معنی هستند الاستيک نسبی ضرايب

هاي  قطب .اند شده يمتقس محيط جرم مخصوص بر
ها با  های مختلف قرارگيری لايه مربوط به حالت

  ف ــهای مختل های مختلف روي نيم فضاها با جنس جنس

ها معرف ورود امواج  اين قطب. آمده است) ۳(در جدول 
های معادله مشخصه ريلي  باشد و در واقع ريشه ريلي مي

رابطه  اي قبلا به صورت تحليلي در نقاط شاخه. باشند مي
به منظور نشان دادن صحت نتايج . به دست آمده اند) ۲۹(

) ۴(عددي براي مواد ايزوتروپ جانبي، در شكل 
اي بين نتايج اين مقاله و نتايج رحيميان و  مقايسه

براي تغييرمكان افقي ناشي از بار گسترده ] ۲۰[همكاران 
 aاي به شعاع  يکنواخت با برآيند واحد موثر بر سطح دايره

 ۲فضاي ايزوتروپ جانبي از مواد شماره  تقر بر نيممس
دقت نتايج به خوبي قابل مشاهده . نشان داده شده است

نتايج گرافيکي براي مصالح معرفي شده در جدول . است
نشان ) ۸(تا ) ۵( هاي براي حالات مختلف در شکل) ۲(

هاي مختلف  اين نتايج براي فرکانس. داده شده است
۵/۰=0ω  0=۰/۳وω  اند ارائه شده.  

هاي حقيقي و  نتايج عددي مختلف براي قسمت     
)  xدر راستاي محور (  uافقي مولفه تغيير مکانموهومي 

ناشي از بار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در جهت 
اي به شعاع  موثر بر سطح دايره)  xدر راستاي محور (افقي 

a  رائه شده استا.  
  

  ).a  ) ۲۵/۰=υاي به شعاع  موثر بر سطح دايره 0pناشي از بار يکنواخت مقايسه تغيير مکانهاي افقي و قائم محيط ايزوتروپ: ۱جدول 
  

r/a, θ, z/a 
0u p aµ  0w p aµ  

 مطالعه حاضر
Rajapakse 
and Wang 

(1993) 

Rajapakse      
(1983) 

 مطالعه حاضر
Rajapakse 
and Wang 

(1993) 

Rajapakse      
(1983) 

0,0,0 0.8750 0.8758 0.8750 0.0000 0.0 0.0 
0,0,.25 0.6358 0.6367 0.6358 0.0000 0.0 0.0 
0,0,1.0 0.2892 0.2898 0.2901 0.0000 0.0 0.0 
0,0,2.0 0.1538 0.1542 0.1542 0.0000 0.0 0.0 
.5,0,0 0.8216 0.8226 0.8216 0.0625 0.0625 0.0625 

1.0,0,0 0.5835 0.5845 0.5835 0.1245 0.1243 0.1250 
2.0,0,0 0.2545 0.2554 0.2544 0.0626 0.0626 0.0626 

 
  .خصوصیات مکانیکی مصالح مختلف:  2جدول 

  

Material E 
(N/mm2) 

E′  
(N/mm2) 

G  
(N/mm2) 

G ′  
(N/mm2) 

υ  υ ′  

1 (Isotropic) 50000 50000 20000 20000 0.25 0.25 
2 (Transversely Isotropic) 50000 150000 20000 20000 0.25 0.25 
3 (Transversely Isotropic) 100000 50000 40000 20000 0.25 0.25 
4 (Transversely Isotropic) 150000 50000 60000 20000 0.25 0.25 
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  .ها قطب هاي موجود در انتگرال:  3جدول 
  

 
 44( )p II IIAξ ω ρ  

0 0 5.ω =  0 3 0.ω =  
Material 1 on material 2 1.03405 1.06002 
Material 2 on material 2 

(half-space contains material 2) 1.03558 1.03558 

Material 3 on material 2 1.04421 1.00000 
Material 4 on material 2 1.00020 1.00000 
Material 1 on material 3 1.12105 1.18906 
Material 2 on material 3 1.25972 1.25352 
Material 3 on material 3 

(half-space contains material 3) 1.03800 1.03800 
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0 0.5ω =

  
  

  افقی برحسب فاصله افقی مقایسه  تغییر مکان: 4شکل 
)Mat#3-Mat#3  وMat #2-Mat#2 ( در نیم فضا با رفتار

یکنواخت با برآیند واحد ناشی از بار گسترده  ایزوتروپ جانبی
) 2007(با رحیمیان و همکاران  a  اي به شعاع مؤثر بر دایره
)Material #2  وMaterial #2. (  

  

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4
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1
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Re( mat # 1- mat # 3 ) Im( mat # 1- mat # 3 )

Re( mat # 2- mat # 3 ) Im( mat # 2- mat # 3 )

Re( mat # 3- mat # 3 ) Im( mat # 3- mat # 3 )

/z a

4
4

A
a

u
P

π
ΙΙ

0 0.5ω =

  
  

ناشی  افقیتغییر مکان هاي حقیقی و موهومی  قسمت: 5شکل 
 اي به شعاع از بار گسترده یکنواخت با برآیند واحد مؤثر بر دایره

a و   5/0 بر حسب عمق با فرکانس بی بعدs=a .  
  

با توجه به اين نکته که هم بارگذاري وهم تغيير مکان در 
است، ميتوان انتظار ) در صفحه ايزوتروپي(راستاي افقي 

طور خاص متاْثر از ه ها بايد ب داشت که تغيير مکان
 .يعني مدول يانگ در صفحه ايزوتروپي باشند  Eضريب 

اين ) ۸(تا ) ۵( هاي  ارائه شده در شکل نمودارهاي 
ملاحظه مي شود که . دهند موضوع را به خوبي نشان مي

هاي  قسمت) 0ω≥۱(هاي کم  به خصوص در فرکانس
حقيقي و موهومي مولفه تغيير مکان افقي با کاهش مقدار 

همچنين مقايسه نمودارهاي . يابد افزايش مي Eضريب 
ده اين است نشان دهن) ۸(تا ) ۵( هاي ارائه شده در شکل

ها به صورت قابل توجهي متاْثر از فرکانس  که تغيير مکان
در اين نمودارها تغيير علامت در تغيير . باشند تحريک مي

تاْخير . مکانها را بر حسب عمق  مي توان  مشاهده  نمود
توابع تغيير مکان در ارتباط با فاصله در فرکانسهاي کم 

هاي زياد  کانسکه در فر بسيار يکنواخت است در حالي
  تر  اين تاْخير نوساني بوده وبا افزايش فرکانس نوساني

 .شود مي
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π
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/z a

  
  

ناشی   افقیتغییر مکان  هاي حقیقی و موهومی  قسمت: 6شکل 
 اي به شعاع از بار گسترده یکنواخت با برآیند واحد مؤثر بر دایره

 a  و   5/0بر حسب عمق با فرکانس بی بعدs=10a .  

0
xy

Region II,    0<z<s

z

s
z

Mr

f(r, 0) ei    t
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زايش فرکانس نوسان، طول موج کاهش همچنين با اف     
دهد که  هاي مختلف نشان مي نتايج براي فرکانس. يابد مي

در (تر، ديرتر  در حالت کلي امواج با فرکانس بي بعد بزرگ
زمانی که يک لايه به . شوند مستهلک مي) فاصله دورتر

مستقر بر سنگ بستر تحت اثر تحريک سطحي  sضخامت 
محل تماس لايه با سنگ بستر  گيرد تغيير مکان قرار مي

برای فرکانس ) ۶(برابر صفر است و اين موضوع در شکل 
  .شود مشاهده مي ۵/۰بعد  بي
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ناشی   افقیتغییر مکان  قسمت هاي حقیقی و موهومی : 7شکل 
 اي به شعاع از بار گسترده یکنواخت با برآیند واحد مؤثر بر دایره

 a و   0/3د بر حسب فاصله افقی با فرکانس بی بعs=a.  
  

شود که  مشاهده مي) ۶(و ) ۵(هاي  با مقايسه شکل    
برابر  ۱۰ضخامت لايه به انداره  ۵/۰بعد  برای فرکانس بي

شعاع بارگذاری تقريبا معادل کل نيم فضا است در حالي 
شود که برای  مشاهده مي) ۷(که با دقت در شکل 

 بعد بزرگتر اين ضخامت براي معادل سازی فرکانس بي
لايه و نيم فضا بايد افزايش يابد و اين افزايش براي 

های رويي مستقر بر نيم فضاهاي متفاوت به مراتب  لايه
شود که  ديده مي) ۷(با بررسي دقيق شکل . بيشتر است

اگر نيم فضا همگن باشد تغييرمکان به سرعت ميرا 
شود در حالي که اگر يک لايه با جنس متفاوت بر روي  مي

قرار گيرد سرعت ميرا شدن تغييرمکان بسيار يک نيم فضا 
) ۸(شکل . گردد کمتر شده و آثار تشديد نمايان مي

. دهد تغييرمکان افقي براي بارگذاري افقي را نشان مي
هاي  همانطور که قبلا آمده است بر عکس آناليز محيط

ايزوتروپ، جواب استاتيکي بدون هيچ محدويتي قابل 
زماني که فرکانس ) ۸(مطابق شکل . باشد محاسبه مي

بارگذاري برابر صفر است، پاسخ محيط به لحاظ کيفي 
باشد با اين تفاوت که  های کوچک مي همانند فرکانس

  .   شود تغييرمکان سريعتر ميرا مي
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 ناشی از بار گسترده یکنواخت افقیمولفه تغییرمکان : 8شکل 

بر حسب  a  اي به شعاع با برآیند واحد مؤثر بر دایره استاتیکی
  .s=aفاصله افقی در حالت 

  

  گيري هنتيج
مقاله يک روش تحليلي براي بدست آوردن  در اين

پاسخ يك لايه ايزوتروپ جانبي مستقر بر يك محيط نيمه 
بينهايت با رفتار ايزوتروپ جانبي تحت اثر تحريک 
هارمونيک مماس برسطح آزاد لايه فوقاني در حالت سه 

ت تعادل ديناميکي حاکم بر معادلا. است بعدي ارائه شده
)اي  مسئله در دستگاه مختصات استوانه )z,r,θ  به صورت

باشند که با استفاده از دو  يک سري معادلات درگير مي
تابع پتانسيل که توسط اسکندري قادي در سال 

براي مسائل الاستوديناميک ارائه گرديده ] ۱۴[۲۰۰۵
جواب تحليلي . اند شدهطور کامل مجزا سازي ه است، ب

براي توابع پتانسيل در هر محيط با نوشتن آنها به صورت 
و استفاده از تبديل هنکل در  θسري فوريه در امتداد 

ميدان . امتداد شعاعي در فضاي هنکل بدست آمده است
هاي بردار تغييرمکان  مکان با استفاده از ارتباط مولفه تغيير

پتانسيل در فضاي هنکل به صورت تحليلي بدست  و توابع
هاي بردار تغيير مکان و تانسور تنش در  مولفه. آمده است

هاي يک بعدي نيمه  فضاي واقعي به صورت انتگرال
مختلط ) توابع زير علامت انتگرال(متناهي با توابع انتگران 

توابع انتگران توابعي پيچيده با رفتار  .اند بدست آمده
توابع بسل در . باشند علت وجود توابع بسل مي نوساني به

نهايت به سمت صفر ميل مي کنند، اما روند همگرايي  بي
باشد، به همين دليل  نهايت بسيار کند مي اين توابع در بي

ها تعيين كران بالايي  يکي از موارد مهم در برآورد انتگرال
همچنين توابع انتگران شامل نقاط تکين  .ها است انتگرال

ها بايد توجه خاصي  باشند و در برآورد انتگرال حدودي ميم
اي و   اين نقاط تکين شامل نقاط شاخه. به اين نقاط نمود

گيري عددي  به منظور تأييد روش انتگرال. باشند قطب مي
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هاي ايزوتروپ و  انتخاب شده، نتايج عددي براي محيط
ده ايزوتروپ جانبي موجود با نتايج اين مقاله مقايسه گردي

به منظور نشان دادن تأثير فرکانس تحريک و ميزان . است
ناايزوتروپي مصالح بر پاسخ، نتايج عددي مختلف براي 

تاْخير توابع . هاي تغييرمکان ارائه گرديده است مولفه
هاي کم بسيار  تغييرمکان در ارتباط با فاصله در فرکانس

ير هاي زياد اين تاْخ که در فرکانس يکنواخت است در حالي
. شود تر مي نوساني بوده وبا افزايش فرکانس نوساني

همچنين با افزايش فرکانس نوسان، طول موج کاهش مي 
دهد که در  نتايج براي فرکانسهاي مختلف نشان مي. يابد

در فاصله (بعد بزرگتر، ديرتر  حالت کلي امواج با فرکانس بي
ن تاْثير ناهمساني مصالح و ميزا. شوند مستهلک مي) دورتر

هاي  ها در حالت فرکانس اين ناايزوتروپي بر تغيير مکان
هاي ارتجاعي در  وابسته به اندازه ثابت" کوچک مستقيما

هاي بزرگ  اين امتدادها مي باشد در حالي که در فرکانس
هاي ارتجاعي در  ها نه تنها وابسته به اندازه ثابت اندازه پاسخ

هاي  به بقيه ثابتامتداد آن توابع پاسخ است بلکه وابسته 
ميدان تغيير مکان بدست آمده براي . ارتجاعي نيز مي باشد

نشان . حل بسياري از مسائل الاستوديناميک کاربرد دارند
اگر نيم فضا همگن باشد تغييرمکان به  داده شده است که

شود در حالي که اگر يک لايه با  سرعت با عمق ميرا مي
جنس ديگر قرار گيرد فضا با  جنس متفاوت بر روي يک نيم

سرعت ميرا شدن تغييرمکان بسيار کمتر شده و پديده 
همچنين نشان داده شده است که . گردد تشديد نمايان مي
و کوچکتر ضخامت لايه به انداره  ۵/۰بعد  برای فرکانس بي

برابر شعاع بارگذاری تقريبا معادل کل نيم فضا است  ۱۰
اين ضخامت براي  بعد بزرگتر در حالي که برای فرکانس بي

معادل سازی لايه و نيم فضا بايد افزايش يابد و اين افزايش 
های رويي مستقر بر نيم فضاهاي متفاوت از لايه  براي لايه

جواب در حالت استاتيکي نيز . رويي به مراتب بيشتر است
بدون هيچ مشکل عددي اضافي برآورد شده و روند سريع 
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