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با رفتار ايزوتروپ جانبي  يا مادهسه  نهايت بي محيطروش نيمه تحليلي براي 
  يفرکانس يدر فضا

  

    ۲*مرتضي اسكندري قاديو  ۱عزيزاالله اردشير بهرستاقي 
  بابل - دانشگاه علوم و فنون مازندران - کارشناسی ارشد سازه آموخته  دانش1

  دانشگاه تهران -  هاي فنی پردیس دانشکده -  گروه علوم پایه مهندسیاستادیار 2
  )۱۲/۳/۸۷تصويب تاريخ ,  ۱۰/۶/۸۶ تاريخ دريافت(

  چکيده
در نظـر گرفتـه    يطـور و یک لایه میانی  پایین، یک نیم فضاي بالاییشامل یک نیم فضاي  1یزوتروپ جانبیافضاي کامل ن مقاله یدر ا     
بر سطح تماس نیم  مؤثردلخواه  يرویاثر ن بان مجموعه یا. باشدنها آماس تهم بوده و عمود بر سطوح  يآنها مواز یزوتروپیشود که محور ا یم

له توابع یبه وس یفرکانس يل، معادلات حرکت در فضاین تحلیا براي. ردیگ یل قرار میمورد تحل 2یفرکانس يدر فضاو لایه میانی  بالاییفضاي 
به صورت ) لایه میانیو  پایینی، نیم فضاي بالایینیم فضاي ( قسمتدر هر  يلادیم 2005در سال  يقاد يارائه شده توسط اسکندر 3لیپتانس

حـل   5ل هنکـل یو تبـد  4هیفور يبا استفاده از سر يل در دستگاه مختصات استوانه ایمستقل در آمده و سپس معادلات حاکم بر توابع پتانس
مسئله چنان تعریف . شود یدر نظر گرفته م  ها در آن 6عچنان است که اصل تشعش پایینی و بالایی ينیم فضاهادست آمده در ه جواب ب. شود یم

 بانیم فضا ) د(بار سطحی دلخواه،  بانیم فضا ) ج(یک ماده،  شاملفضاي کامل )  ب(اي،  فضاي کامل  دو ماده) الف(براي ج ینتااست که از آن 
 بالایه با ضخامت محدود ) ز(و  بار مدفون دلخواه بااي  ماده ونیم فضاي د) و(بار سطحی دلخواه،  بااي  نیم فضاي دو ماده) ه(بار مدفون دلخواه، 

شوند کـه در   یارائه م ییها به صورت انتگرال یواقع يدر فضا ها و تنش ها رمکانییتغ يبرا ییج نهاینتا. یدآ میدست ه بنیروي سطحی دلخواه 
بـا توجـه بـه نقـاط     . وردار اسـت برخ يبرآورد عدد يبرا یخاص یدگیچیاز پ 8ها و قطب 7يا نقاط شاخه دلیل داشتن، به يظاهر ین سادگیع

دلالت  یبار سطح با یزوتروپ جانبیا يفضا مین در حالت يج عددینتا یبرآورده شده و انطباق عال یبا دقت خاص يج عددیو قطب، نتا يا شاخه
ج به صورت یع انجام و نتایوس یمحدودة فرکانس دست آمده دره ج بینتا يبرآورد عدد. دارد مقالهن یدست آمده در اه ب يج عددینتا درستیبر 
 يهـا  بـه روش  يل عـدد ی ـهم در تحل ،ن مقالهیج اینتا .ارائه شده است یمکان و تنش بر حسب عمق و فاصله افق رییرات تغییتغ يها یمنحن
  .می شوداستفاده  فونا مدی یسطح يها شالوده 9ن توابع امپدانسییم در تعو ه يمرز يها ، همانند روش المانيمرز يها انتگرال

  

 توابع پتانسیل،، 10مدفون، انتشار امواج يروی، نیسطح يروی، نیجانب  زوتروپیکامل ا يفضا : يکليد يها واژه
  ، قطبيا نقاط شاخه تغییرمکان،

   

  مقدمه
ناشی از بارگذاري  زوتروپیا انتشار امواج در یک محیط    

ته خارجی از جمله مباحثی بوده است که در قرن گذش
بسیاري از محققان و مهندسان در زمینه ریاضیات 
. کاربردي و مکانیک مهندسی را به خود جلب کرده است

 ، ]8[1904در سال  Lamb ازتوان  از آن جمله می

Achenbach   1[1973در سال[، Aki وRichards  در سال
1980]2[ ،Apsel وLuco  1983در سال]3[، Pak  در

مکاران در سال ان و هیمی، رح]10[1987سال 
  .نام برد] 12[2007

در گذشته نیز  11هاي ناهمسان انتشار امواج در محیط
در حال حاضر با توجه به  بوده است ولیمورد توجه 

استفاده روزافزون از مواد ناهمسان نیاز به تحقیقات در 
ها بیشتر احساس  زمینه انتشار امواج در این محیط

ي اخیر ها که در سال 12براي مثال مواد کامپوزیت. شود می
اند  اي یافته در زمینه علوم و مهندسی کاربرد گسترده

یی که ها از سوي دیگر در زمین. دارندهمسانی خاصیت نا
هاي  اثر نیروي ثقل رسوب کرده است و نهشته باخاك 

خاصیت  ،طبیعی سربار شده روي هم تشکیل داده است
کاربردي در اما با توجه به ملاحظات  .ناهمسانی وجود دارد
ه ببه طور معمول هاي ناهمسان  محیط ،زمینه مهندسی

. شوند مدل می 13یکصورت ایزوتروپ جانبی و یا ارتوتروپ
هاي اولیه در زمینه انتشار امواج در  یکی از بررسی

و در سال  Stoneleyهاي ایزوتروپ جانبی توسط  محیط
او نشان داد که وجود مواد . انجام گرفته است ]16[ 1949

هاي  تواند منجر به تفاوت با خاصیت ایزوتروپ جانبی می
قابل توجهی در زمینه انتشار امواج نسبت به مواد ایزوتروپ 
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 14، انتشار امواج ریلی]17[ 1957در سال  Synge . شود
هاي ایزوتروپ جانبی را بررسی کرده است و  در محیط

نتیجه گرفته که این امواج فقط در صورتی در این 
که محور ایزوتروپی محیط یا  ،شوند منتشر میها  محیط

همچنین او . عمود بر سطح آزاد و یا موازي این سطح باشد
هاي  در محیط(بیان داشته است که امواج ریلی معمولی 

موازي سطح آزاد محیط منتشر می شوند در ) ایزوتروپ
) ناهمسانهاي  در محیط(حالی که امواج ریلی کلی 

  .به سطح آزاد منتشر شوندتوانند با شیب نسبت  می
نه انتشار امواج در یکه در زم ینیگر محققیاز د

و  Rajapakseاند،  ق کردهیتحق یزوتروپ جانبیا يها طیمح
Wang و ] 14[ 1993 و] 13[ 1991 يها در سال
. هستند] 12[ 2007ان و همکاران در سال یمیرح

Rajapakse  وWang  سهمعادلات حرکت را با استفاده از 
ه مستقل ک معادلیر و یل به دو معادله درگیپتانس تابع
دست آمده را با استفاده از ه و معادلات ب ندا ل کردهیتبد
ان و یمیکه رح یاند، در حال حل کرده یلات انتگرالیتبد

 لیرا با استفاده از دو تابع پتانس همکاران معادلات حرکت
و  به صورت کاملاً مستقل در آورده ]6[ مرجع ارائه شده در
  .اند آن را حل کرده

اثر نیروي  با یمورد بررس محیط ،در این مقاله 
و  بالایی يم فضایبر سطح تماس ن مؤثردلخواه  هارمونیک

مورد توجه قرار گرفته و معادلات حرکت هر  یانیه میلا
با استفاده از دو تابع پتانسیل که  طیمح ايک از اجزی

 ،است شده ارائه ]6 [2005توسط اسکندري قادي در سال 
با استفاده از بسط فوریه . شوند به طور کامل مجزاسازي می

و استفاده از تبدیل هنکل در امتداد شعاعی  θدر امتداد 
معادلات مسئله در هر ، اي در دستگاه مختصات استوانه

که به فرانسیل معمولی به حل دو معادله دیط یجزء مح
براي توابع پتانسیل در ستند، همجزا طور کامل از هم 
ه براي ب. شود می لیه تبدیفور -هنکل 15فضاي تبدیل یافته
هاي  باید از جواب 16ها در فضاي واقعی دست آوردن جواب

صورت ه دست آمده در فضاي تبدیل یافته به تحلیلی ب
مختلف  يها در انتها پاسخ. گیري کنیم عددي انتگرال

برآیند واحد در جهت  از بار گسترده یکنواخت با یناش
اي به  بر سطح دایره مؤثرو قائم ) مماس بر سطح(افقی 
صورت گرافیکی ه در محدوده وسیع فرکانسی و ب aشعاع 
دست ه ب يها ، جوابدرستیاثبات  براي .دنشو ارائه می
با  ،یبار سطح بازوتروپ یا يفضا میحالت ن يآمده برا

 یانطباق عالسه شده و یمقا] Pak ]10داده شده در   جواب
 . ها است جواب درستیآن معرف 

  

  بيان مسئله و معادلات حاکم
با رفتار  يا ماده سهمتناهی ارتجاعی کاملاً نامحیط 

اي  ایزوتروپ جانبی را در دستگاه مختصات استوانه
( )r, , zθ گیریم که محور  چنان در نظر میz  عمود بر

ه یو لا پایینی يفضا مین ،بالایی يفضا مین صفحه ایزوتروپی
  . )1شکل ( باشد یانیم

z

xy

f(r, 0) e

s

Region I,   z<0

Region III,    z>s

Mr
0

Region II,    0<z<s

z

i    t

  
اي با رفتار ايزوتروپ جانبي  محيط  بي نهايت سه ماده :۱ شکل
)اثر نيروي دلخواه   با ), i tf r e ωθ

r  بريك سطح محدود مؤثر.  
  

ها  بر حسب تنش حرکتصورت معادلات  در این
صورت زیر ه ، بیط نامتناهیحم اجزايک از یهر  يبرا

  ]:9[شوند نوشته می
2
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r r θ r z t
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)که در آن  ), , ,i j r z ijθ σ= و  17تانسور تنشU ، V 
به ترتیب در امتدادهاي  تغییرمکانهاي بردار  لفهؤم Wو 

, ,z rθ هستند .ρ  جرم مخصوص محیط وt ف معر
رابطه تنش ـ کرنش در مصالح ایزوتروپ . استزمان 
       :]9[صورت استاین ه جانبی ب
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)که در آن    ), , , iji j r z Aθ= ي ارتجاعی بوده ها ثابت
  :و داریم

( )66 11 12 2A A A= −  )۳(  

ضرایب ارتجاعی هستند، مصالح ایزوتروپ  ی کهحالت در
11A  66تاA وبر حسب ضرایب لامهµ λ18 عبارتند از:  

11 33 12 13

44 66

2 , ,A A A A
A A

λ µ λ
µ

= = + = =
= =

 )4(  
در دستگاه مختصات  تغييرمکانهمچنين رابطه کرنش ـ 

  ]:۹[شرح است اين اي به  استوانه
U 1 V W, ( U), ,
r r θ z

1 U W 1 1 W V, ,
2 r 2 r θ z
1 1 U V
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 )5(  

ها بر حسب  ، تنش)2(در رابطه ) 5(با قرار دادن رابطه 
با قرار دادن روابط تنش ـ . آیند دست میه ها ب مکان تغییر
بر حسب  حرکت، معادلات )1(در معادلات  مکان تغییر
دست ه به صورت زیر ب مکان تغییرهاي بردار  لفهمؤ
  :آیند می
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  معادلات حرکت يکل يها جواب
یک دستگاه معادلات دیفرانسیل ) 6(معادلات حرکت 

مجزاسازي این  براي .هستنددرگیر با مشتقات جزیی 
. استفاده شده است %χو  %Fمعادلات از دو تابع پتانسیل 

و  %Fبر حسب توابع پتانسیل  مکان تغییرهاي بردار  لفهؤم
χ% کی ــاي و در حالت دینامی در دستگاه مختصات استوانه  

  :]6[شوند  به صورت زیر نوشته می
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  که در آن
66 12 13 4444
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توان توابع پتانسیل و  رمونیک بودن حرکت میها اما با فرض
  :وشترا به شرح زیر ن مکان تغییرهاي بردار  لفهؤم

  

[ ] [ ]
[ ]

, , ( , , , ) , , ( , , ) ,

, ( , , , ) , ( , , ) , .

i t

i t

U V W r z t u v w r z e

F r z t F r z e etc
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θ θ
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=

  = 
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 )9(  

  

  u،vاي حرکت هارمونیک و  فرکانس زاویه ωطوري که ه ب
ترتیب در   به  مکان بردار تغییر هاي لفهؤم هاي دامنه w و

r  ،θامتدادهاي   و z  در ) 9(با جایگزینی روابط . هستند
دو معادله ، )6(معادلات حرکت یجه آن در و نت) 7(

و  Fدیفرانسیل کاملاً مستقل از هم حاکم بر توابع پتانسیل 
χ  آیند می صورت زیر دره ب:  

d F r z
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  :که در آن
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2پارامترهاي  2
2 1s   :ي معادله زیر هستندها ریشه s و

4 2 2
33 44 13 13 44 11 33 11 44A A s (A 2A A A A )s A A 0,+ + − + =  )14(  

2 1s توانند اعداد  اما نمی ،توانند اعداد مختلط باشند می s و
  .]9[ موهومی خالص باشند

و  Fتوان توابع  ، می)11(و ) 10(حل معادلات  براي 
χ را  نسبت بهθ سري . به صورت سري فوریه نوشت  

  :صورت زیر هستنده فوریه مختلط این توابع ب
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( )1 2 3, , , , , qjj q λ= = Ι ΙΙ ΙΙΙ ند که شو چنان اختیار می
 يها جوابدر این صورت . قسمت حقیقی آن مثبت باشد

چنان هستند که شرط ) 27تا  25(داده شده در روابط 
mCتوابع . استعشع در آنها برقرار تش Ι  تاmG ΙΙΙ یتوابع 

در  یوستگیط پیکه با استفاده از شرا هستندمجهول 
0z يمرزها zو  = s= ندیآ یدست مه ب.  

Branch cuts

I1 I2 II1 I3 p1 II2 p2II3

I1 I2 II1 I3 II2 II3

II3 II2 I3 II1 I2 I1

Branch cuts

Path of integration

Im

Re

Complex   -plane  
  

q1λ ،q2λبراي  هاي شاخه بريدگي :۲ شکل   .q3λو 
  

) توابع      )1 2 3, , , , , qjj q λ= = Ι ΙΙ ΙΙΙ چند  یتوابع
اي  هر تابع چند مقداره در واقع مجموعه. هستند 19مقداره

هر یک از اعضاي این . است 20از توابع تک مقداري
تابع چند مقداره نامیده  از 21مجموعه یک بریدگی شاخه

 22نقطه تکین. [Churchill and Brown, 1990] شود می
اي تابع چند هاي شاخه بر مشترك بین همه بریدگی
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 Churchill and]شود نامیده می يا مقداره یک نقطه شاخه

Brown, 1990] .توابع متناظر با يا نقاط شاخه 
i(i 1, 2, 3),λq=   :آیند ت میدسه توسط معادله زیر ب  

iλ 0 (i 1, 2, 3)q = =  )30(  
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i(i توابعبا  متناظر 1, 2, 3),λq= ه به صورت زیر ب
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)ت  دور ینها یدر ب    )z → )یا  ∞ )r →  همه ∞
. صفر هستند تغییرمکانتانسور  تنش و بردار  يها مؤلفه

)شرایط در )r → در تبدیل هنکل دیده شده است و  ∞
)شرایط در )z → در نظر گرفته ) 27تا  25(در رابطه  ∞
) ،)32(روابط  در .شده است )P r,θ، ( )Q r,θ  و( )R r,θ 
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,امتدادهاي ,z rθ هستند.  

-هنکل يد در فضایداده شده با یوستگیط پیشرا
در ) 27تا  25(معادلات  ینیگزیه نوشته شوند، تا با جایفور

mCتابع  12آنها، بتوان  Ι  تاmG ΙΙΙ براي . دست آورده را ب
صورت با هم این ها به  ها و تنش مکان رییتغ فاین هد
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mF  به ترتیب تبدیل هنکل مرتبهm 

m,توابع  mwχوmF 1ن ینهمچ .هستند mو1 m
z m rzmθσ σ+ − 

ام  mضرایب ... و  ,m-1 m+1تبدیل هنکل مرتبه ... و 
 ینیگزیبا جا. هستندهاي تانسور تنش  لفهؤسري فوریه م

، این )33و  32( یوستگیدر معادلات پ) 35(و ) 34(روابط 
نوشته شده و با استفاده  هیفور -هنکل يدر فضا معادلات
mC مجهول 12 يمعادله برا 12، )27(تا ) 25(از روابط  Ι 

mGتا  ΙΙΙ يبرا با حل معادلات حاصل. ندیآ یدست مه ب 
mC توابع مجهول ξΙ ( ) ،mD ξΙ ( ) ،mH ξΙ ( )، mA ξΙΙ ( ) ،

mB ξΙΙ ( )، mC ξΙΙ ( )، mD ξΙΙ ( ) ،mG ξΙΙ ( ) ،mH ξΙΙ ( )، 
mA ξΙΙΙ ( )، mB ξΙΙΙ ( mG و ( ξΙΙΙ (  ، این توابع به دست(
قرار دادن آنها در  ب وین ضرایدن ابا به دست آور. آیند یم

mتوابع  ،)27(تا  )25(روابط 
q mFوm

q mχ يها طیدر مح 
q = Ι ΙΙ ΙΙΙ, ن یار داشتن ایبا در اخت. ندیآ یدست مه ب ,
هاي  در محیط )34(با استفاده از  تغییرمکانتوابع، توابع 

q = Ι ΙΙ ΙΙΙ,   :ندیآ یدست مه ر بیبه صورت ز ,
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{( ) ( )}

(1 ) ( )

{( ) ( )}

(1 ) ( )

( ) q m qm
qr m q q

q q m
qm m

v u
A A im

r r
A A

J r d

θσ

ξ ξ χ ξ ξ
∞

+ − −

− = − 
 

∫

11 12

11 12 2

0

{( ) ( )}

( )
2

 

)37(  
در  تغییرمکانام سري فوریه  mگذاري ضرایب  با جاي     

مکان به  هاي تغییر لفهؤدامنه م به آن بسط فوریه مربوط
  :آید دست میه شرح زیر ب

[ ]

( , , ), ( , , ), ( , , )

( , ), ( , ), ( , ) im
m m m

m

u r z v r z w r z

u r z v r z w r z e θ

θ θ θ
∞

=−∞

=

∑
 )38(  

 تغییرمکانهاي  مولفه) 9(بنابراین بر اساس رابطه      
  :عبارتند از

[ ]
( , , , ), ( , , , ), ( , , , )

( , , ), ( , , ), ( , , ) i t

U r z t V r z t W r z t
u r z v r z w r z e ω

θ θ θ

θ θ θ

=  )39(  

  

 خاصتحريک هارمونيک  ينتايج برا
معادلات حرکت براي تحریک گذشته  يها قسمتدر 

در این . اند هدست آمده ب  z=0هارمونیک دلخواه در سطح 
 يج عددیشوند و نتا یم یخاص معرف يبارگذار دوقسمت 
 )1( :ها عبارتند از ين بارگذاریا. آنها ارائه خواهد شد يبرا

ند واحد در امتداد قائم مؤثر یاخت با برآکنویبار گسترده 
کنواخت در یبار گسترده  )2( و aبه شعاع  يا رهیبر سطح دا
بار گسترده . aره به شعاع یمؤثر بر سطح دا یامتداد افق

ند واحد در امتداد قائم مؤثر بر سطح یکنواخت با برآی
  :استر یز يها مؤلفه يدارا aبه شعاع  يا رهیدا

  

[ ]

}{
02

2 2 2
0

1, , ( , , ) (0, 0, ) , ( , )

( , , ) , 0

i tP Q R r t e r
a

x y z x y a z

ωθ θ π
π

π

 = ∈

 = + < =


)40(  

براي بار گسترده یکنواخت با برآیند واحد در همچنین 
اي به  بر سطح دایره مؤثر)  xدر راستاي محور (جهت افقی 

  :هاي بردار بارگذاري عبارتند از لفهؤم  aشعاع 
  

[ ]

}{
2 2

2 2 2
0

cos sin, , ( , , ) ( , ,0)

( , , ) , 0

i tP Q R r t e
a a

x y z x y a z

ωθ θ
θ

π π

π

 = −

 = + < =


 )41(  
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 ١٩                                                                                                                         .....                       روش نيمه تحليلی       

 
 

  نتايج عددي
هاي بردار  لفهؤم است،  هطور که ملاحظه شد همان
هاي یک بعدي نیمه متناهی  صورت انتگراله ب مکان تغییر

توابع زیر علامت (ده  یا توابع انتگرال 23با توابع انتگران
ها حتی در  این انتگرال. اند دست آمدهه مختلط ب) انتگرال
هاي ساده مربوط به مصالح ایزوتروپ هم به صورت  حالت

 ها این انتگرال بنابراین. گیري نیستند تحلیلی قابل انتگرال
توابعی  ،توابع انتگران. شوند یمبه صورت عددي برآورد 

. هستندپیچیده با رفتار نوسانی به علت وجود توابع بسل 
نهایت به سمت صفر میل می کنند، اما  توابع بسل در بی

، به استنهایت بسیار کند  روند همگرایی این توابع در بی
عیین ها ت همین دلیل یکی از موارد مهم در برآورد انتگرال

همچنین توابع انتگران شامل نقاط . نهایت فیزیکی است بی
این نقاط تکین شامل نقاط . باشند تکین محدودي می

در حالت کلی براي مصالح  .هستندو قطب  يا  شاخه
اي در مسیر  سه نقطه شاخه ،تروپ جانبی سه بعديایزو

) 31(رابطه  این نقاط بر اساس. گیري وجود دارد  انتگرال
)در  )i 1, 2, 3

qiλξ= يبرادر حالت کلی . اند واقع شده 
 24سه موج حجمی ،یک ماده ایزوتروپ جانبی سه بعدي

 25در واقع اعداد موج ذکر شده،اي  نقاط شاخه. وجود دارد
اما براي حالت مربوط به . متناظر با این امواج هستند

به دو  ذکر شده،اي  عداد نقاط  شاخهمصالح ایزوتروپ ت
  :یابد یکاهش م

1q q qqd qs
qd qs

k k q
C C
ω ω

ξ ξ ξ= = = = = = Ι ΙΙ ΙΙΙ
2 3λ λ λ, , , , . 

)42(  
از  یناش يمعادله جبر يها شهیر ،نیعلاوه بر ا     
بر ) 33(و ) 32(ب در معادلات یس ضراینان ماتریدترم

) 27(تا ) 25(ب استفاده شده در روابط حسب ضرای
 اینبه با توجه . کند یرا مشخص م يریانتگرال گ يها قطب
از  یکی. ها وجود دارد ن قطبییتع يدو معادله برا ،معادلات

,  بیآنها مربوط به ضرا ,H G HΙΙ ΙΙ ΙوG ΙΙΙ يگریو د 
 يها طبربوط به قمعادله م. ب هستندیه ضرایمربوط به بق

,ب یضرا ,H G HΙΙ ΙΙ ΙوG ΙΙΙ ر استیبه صورت ز:  
( )( )

( )( )

32 ss Q Q Q Q e

Q Q Q Q

λξ ΙΙ−
ΙΙ Ι ΙΙ ΙΙΙ

ΙΙ Ι ΙΙ ΙΙΙ

ϒ = − −
− + + 

( , )
 )43(  

طور که  ن معادله همان معادله موج لاو است و همانیا    
ن یا .استاز فرکانس  ین معادله تابعیشود، ا یمشاهده م

  :دیآ یشکل در ماین زوتروپ به یمعادله در حالت ا

2

2 21 1

I II I

II I

I

I

s

s

ρ µ ρ µ
ξ ως ς

µ µ µ ρ

ρ
ς ω ς

µ

ΙΙ

Ι Ι

ϒ = = −

− − −

( , ) ( )

tan ( ).

)44(  

است که  يا منطبق بر معادله به طور دقیق) 44(معادله     
Guzina 7[ورده استدست آه ب.[  

از  یها، معادله ناش ن قطبییتع يمعادله دوم برا
تعیین  بیس ضراینان ماتریصفر قرار دادن دترم يمساو
mC توابع Ι، mD Ι ،mH Ι ،mAΙΙ، mB ΙΙ، mC ΙΙ ، 

mD ΙΙ ،mAΙΙΙ و mB ΙΙΙ نان ین دترمیا یدگیچیپ .است
 ،ییمختلف و توابع نما یب ارتجاعیبه علت وجود ضرا

قابل بحث  یلیاد است که کمتر به صورت تحلیقدر ز آن
نان بر ین دترمیا یو موهوم یقیر حقیاما با رسم مقاد. است

ن یا يها شهیتوان ر ی، مξ، يریگ حسب آرگومان انتگرال
 هاي قطبه ن معادلیا يها شهیر. دست آورده معادله را ب

د با دقت با آنها برخورد یکه با هستند يریگ ر انتگرالیمس
  .   کرد

مانند روش  يعدد يمعمول انتگرالگیر يها در روش
یا روش سیمپسون مقدار انتگرال از تقسیم بازه  يا  نقهزذو

ومحاسبه مقادیر تابع  يبه فواصل مساو يگیر انتگرال
.  می شوداز هم برآورد  يانتگران در نقاط با فاصله مساو

 ،توابع انتگران یبه علت وجود توابع بسل و توابع نمای
 تغییرات سریع با کاهیتوابعی پیچیده با رفتار نوسانی و 

اختیار شود که با توجه به  یباید روش بنابراین. وجود دارند
،  يگیر مختلف بازه انتگرال یتغییرات تابع انتگران در نواح
  .ردیبا دقت انجام گمحاسبه مقادیر تابع انتگران 
، باید روش مناسبی ی که ذکر شدبا توجه به موارد مهم

شده درروش اختیار . ها انتخاب کرد برآورد انتگرال براي
اي  و نقاط شاخه ها باید توجه خاصی به بینهایت، قطب

براي برآورد  Adaptive quadrature دراین جا روش. کرد
  . عددي انتخاب شده است

به منظور ارزیابی میزان دقت نتایج عددي حاصل از 
ذکر . با نتایج موجود انجام گرفته است يا مقاله مقایسهاین 

ه ایج عددي ارائه شده باین نکته ضروري است که کلیه نت
بعد  همچنین فرکانس بی. استصورت بی بعد 

0 44a Aω ω ρΙ Ι= ارائه نتایج عددي تعریف شده  براي
با قرار دادن  ی به صورت مجانبیالت استاتیکح. است
001/00ω  .دست آمده استه براي حالت دینامیک ب =

 بازوتروپ یا يفضا مین کی نتایج عددي را براي) 3(شکل 
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 ١٣٨٩ماه  فروردين، ١، شماره ٤٤، دوره دانشکده فنی -مهندسی عمران و نقشه برداری نشريه                                                        ٢٠      

 
 

به  يا رهیند واحد مؤثر بر سطح دایآ با بر یافق يرویاثر ن
0بعد  یبا فرکانس ب aشعاع  0.5ω براي . دهد نشان می =
در  Pakنتایج ارائه شده توسط ن شکل با یا نتایج ،مقایسه

در . اند سه شدهیمقابراي مصالح ایزوتروپ ] 10[1987سال 
به صورت نقاط توپر ] Pak ]10نتایج تحقیقات این شکل 

ها چه در قسمت  تطابق خوب جواب. نشان داده شده است
ه نتایج ب درستیمعرف  ،حقیقی و چه در قسمت موهومی

  .استدست آمده در این بخش 
نوع مصالح مختلف با  سه، يارائه نتایج عدد براي

پ به همراه یک نوع مصالح ایزوترو یرفتار ایزوتروپ جانب
مصالح  یخصوصیات مکانیک. در نظر گرفته شده است

25/0νایزوتروپ چنان است که  مصالح ایزوتروپ . است =
  ده ینام 4و 3، 2ب ماده شماره یبه ترت یجانب
 این مواد يرا براijAمقادیر ضرایب ) 1(جدول . شوند یم

   .کند یارائه م

-2
-1
0
1
2
3
4

0 2 4 6 8 10

Present 
study (Re)

0 0.5ω =4π
μa

u

z/a

  
برحسب  xدر جهت محور  مکان تغييرلفه  ؤمقايسه م : ۳ شکل 

  .عمق در فضاي نيمه متناهي با رفتار ايزوتروپ
  

از مصالح جدول  یبیترک یکیج گرافیارائه نتا براي      
  می تواندج آن یف شده و نتایتعر) 2(، مطابق جدول )1(

مختلف جدول  يها حالت. شودارائه  ییها گرافصورت به 
و ) 2(در جدول . نشان داده شده است) 6(در شکل ) 2(
  .استمصالح نداشتن وجود  ی، صفر به معن)6(ز در شکل ین

  

 خصوصيات مکانيکي مصالح مختلف: ۱ جدول
)4 210 /N mm×(.  

Material 11A 33A 66A 44A 13A 12A 
1 

(Isotropic) 6 6 2 2 2 2 

2  
(T.I.) 5.5 15.9 2 2 1.8 1.5 

3 
(T.I.) 14 7.5 4 2 5 6 

4  
(T. I.) 26 10 6 2 10 14 

ارائه شده   0/3و  5/0بعد  ي بیها این نتایج براي فرکانس
هاي حقیقی و  نتایج عددي مختلف براي قسمت. است

)  xدر راستاي محور ( uافقی  مکان لفه  تغییرؤمموهومی 
ناشی از بار گسترده یکنواخت با برآیند واحد در جهت 

و تغییرمکان قائم ناشی از بار ) xدر راستاي محور (افقی 
بر  مؤثریکنواخت با برآیند واحد در جهت قائم  گسترده

هاي  شکل در. ارائه شده است  aاي به شعاع  سطح دایره
مکان قائم به  تغییر) 10(و ) 9(هاي  شکل و) 7(و ) 6(

ترتیب بر حسب عمق و بر حسب فاصله افقی ناشی از 
) i(هاي  در حالت 3/0و /. 5هاي  قائم براي فرکانس نیروي

 قسمت حقیقی مؤلفه تغییر. اند داده شدهنشان ) iii(تا 
طور کلی با افزایش فرکانس تحریک کاهش ه مکان ب
لفه تغییر یابد در حالی می ه مکان ب که قسمت موهومی مو

. طور کلی با افزایش فرکانس تحریک افزایش می یابد
خیر توابع تغییرمکان در ارتباط با فاصله در  علاوه بر این تاْ

که در  ر یکنواخت است، در حالیهاي کم بسیا فرکانس
خیر نوسانی بوده و فرکانس با افزایش  هاي زیاد این تاْ
همچنین با افزایش فرکانس  .شود نوسانی تر می ،فرکانس

هاي  نتایج براي فرکانس. یابد نوسان، طول موج کاهش می
دهد که در حالت کلی امواج با فرکانس  مختلف نشان می
مستهلک ) فاصله دورتردر (تر، دیرتر  بی بعد بزرگ

  .شوند می
  

هاي  در حالت خصوصيات مکانيکي مصالح مختلف: ۲ جدول
  .مختلف براي تعيين جواب عددي

 

iv iii  ii  i  Case 
o  ۲  ۲  ۲  I 

۲  ۳  ۳  ۲  II 

۲  ۳  ۴  ۲  III 
  

شود که  مشاهده می) 7(و ) 4(هاي  با دقت در شکل     
، در  Case(ii) و Case(iii) هاي  مکان در حالت نتایج تغییر

محیط بالایی ولایه میانی که براي هر دو حالت به ترتیب 
است، بر هم منطبق بوده و در قسمت ) 3(و ) 2(ماده 

  در  .شوند ها نسبت به هم واگرا می مکان پائینی تغییر
امل با تغییر مکان قائم در فضاي ک) 8(و  )5(هاي  شکل
بر  0/3و  5/0براي دو فرکانس بی بعد هاي مختلف را  لایه

طور که مشاهده  د و هماننده نشان میحسب فاصله افقی 
ها متفاوت بوده و لایه  پاسخ وابسته به جنس لایه ،شود می
  .کند تر تغییر مکان کمتري ایجاد می سخت
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مولفه  تغييرمکان در  ي هاي حقيقي و موهوم قسمت :۴ شکل 
ناشي از بار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در   zهت محور ج
بر حسب عمق در a  اي به شعاع مؤثر بر دايره  zحور مهت ج

  .۵/۰فركانس بي بعد 
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مولفه  تغييرمکان در  هاي حقيقي و موهومي  قسمت :۵ شکل
گسترده يکنواخت با برآيند واحد در ناشي از بار   zهت محور ج
بر حسب فاصله a  اي به شعاع مؤثر بر دايره  zحور مهت ج

  .۵/۰افقي در فركانس بي بعد 
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0 0.5ω =

 
  

ناشي از   zzσتنش  هاي حقيقي و موهومي  قسمت : ۶ شکل
مؤثر بر   zحور مهت جبار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در 

  .۵/۰بر حسب عمق در فركانس بي بعد a  اي به شعاع دايره
  

2بعد  تنش بی) 9(و ) 6(هاي  شکل

1
/

zz

R a
σ

π π
را  

 5/0در دو فرکانس بی بعد ) iii(تا ) i(هاي  براي حالت
صفر بودن مقدار موهومی تنش و . دهد نشان می 0/3و

تنش . ح استواض z=0گسسته بودن قسمت حقیقی آن در 
zzσ کند در فرکانس پایین با روند بسیار آرامی تغییر می، 

هاي  شکل. استدر حالی که در فرکانس بالا بسیار نوسانی 
) i(هاي  ها براي حالت ها و تنش تغییر مکان) 12(تا ) 10(

نشان داده شده  0/3و 5/0در دو فرکانس بی بعد ) iii(تا 
زه فرکانس بر پاسخ محیط به طور واضح دیده اثر اندا. اند
تر اثر  هاي بزرگ د که فرکانسشو شود و مشاهده می می

تر تا عمق بیشتر  نوسانی بیشتر داشته و با دامنه بزرگ
  . رود می
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لفه  تغييرمکان در ؤمهاي حقيقي و موهومي  قسمت :۷ شکل

يکنواخت با برآيند واحد در  ناشي از بار گسترده  zهت محور ج
بر حسب عمق در a  اي به شعاع مؤثر بر دايره  zحور مهت ج

  .۰/۳فركانس بي بعد 
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لفه  تغييرمکان در ؤمهاي حقيقي و موهومي  قسمت :۸ شکل

ناشي از بار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در   zهت محور ج
بر حسب فاصله a  اي به شعاع رهمؤثر بر داي  zحور مهت ج

  .۰/۳افقي در فركانس بي بعد 
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ناشي از   zzσتنش  هاي حقيقي و موهومي  قسمت :۹ شکل
مؤثر بر   zحور مهت جبار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در 

  .۰/۳بعد بر حسب عمق در فركانس بي a  اي به شعاع دايره
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مکان در  لفه  تغييرؤمهاي حقيقي و موهومي  قسمت :۱۰ شکل
ناشي از بار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در   zهت محور ج
بر حسب عمق در a  اي به شعاع مؤثر بر دايره  zحور مهت ج

  .۰/۳و   ۵/۰بي بعد  هاي فركانس
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مکان در  لفه  تغييرؤموهومي هاي حقيقي و م قسمت :۱۰ شکل
ناشي از بار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در   zهت محور ج
بر حسب فاصله a  اي به شعاع مؤثر بر دايره  zحور مهت ج

  .۰/۳و  ۵/۰بي بعد  هاي  افقي در فركانس
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ناشي از   zzσهاي حقيقي و موهومي تنش  قسمت :۱۱ شکل

مؤثر بر   zحور مهت جبار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در 
بي بعد  هاي  بر حسب عمق در فركانسa  اي به شعاع دايره

۰/۳.  

با توجه به این نکته که در حالت بارگذاري افقی، هم 
در صفحه (بارگذاري و هم تغییرمکان در راستاي افقی 

ها و  مکان ار داشت که تغییرتوان انتظ است، می) ایزوتروپی
ثر از ضریب ه ها باید ب تنش  یعنی 11Aطور خاص متاْ

 .مدول یانگ در صفحه ایزوتروپی باشند بر مؤثرپارامتر 

این موضوع را ) 16(تا ) 13(ارائه شده در شکل  نمودارهاي 
خصوص در شود که ب ملاحظه می. دهند به خوبی نشان می

0(ي کم ها فرکانس 0.5ω هاي حقیقی و  قسمت) =
لفه تغییر مکان افقی با کاهش مقدار ضریب  موهومی مو

11A همچنین مقایسه نمودارهاي ارائه . یابد افزایش می
نشان دهنده این است که ) 16(تا ) 14( هاي شده در شکل

هی متاثر از قابل توج طورها به  ها و تنش مکان تغییر
0(فرکانس تحریک  3.0ω   .هستند) =
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مکان در  لفه تغييرؤمهاي حقيقي و موهومي  قسمت :۱۲ شکل

ناشي از بار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در   xهت محور ج
بر حسب عمق در a  مؤثر بر دايره اي به شعاع  xحور مهت ج

  .۵/۰بعد  بي  فركانس
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مکان در  لفه تغييرؤمهاي حقيقي و موهومي  قسمت :۱۴ شکل
ناشي از بار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در   xهت محور ج
بر حسب عمق در a  اي به شعاع مؤثر بر دايره  xحور مهت ج

  .۵/۰بي بعد   فركانس
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مکان در  لفه تغييرؤم هاي حقيقي و موهومي  قسمت :۱۳ شکل
ناشي از بار گسترده يکنواخت با برآيند واحد در   xهت محور ج
بر حسب فاصله a  اي به شعاع مؤثر بر دايره  xحور مهت ج

  .۵/۰افقي در فركانس بي بعد 
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ناشي از   rzσتنش  هاي حقيقي و موهومي  قسمت :۱۴ شکل
مؤثر بر   xحور مهت جر گسترده يکنواخت با برآيند واحد در با

بي بعد  هاي  بر حسب عمق در فركانسa  دايره اي به شعاع
۵/۰.  

  

  يگير هنتيج
دست ه ب يبرا یتحلیلنیمه ه یک روش مقال در این

ک یمتشکل از نهایت  بی کاملاًآوردن پاسخ محیط 
 یانیه میک لایو  پایینی يفضا میک نی، بالایی يفضا مین

تحریک هارمونیک اثر  بابا رفتار ایزوتروپ جانبی ک یهر 
 یانیه میو لا بالاییط یمشترك محسطح  بر دلخواه مؤثر

حاکم  حرکتمعادلات  .ارائه شده استدر حالت سه بعدي 
) اي بر مسئله در دستگاه مختصات استوانه ), ,r zθ ه ب
که با استفاده از  باشد صورت یک سري معادلات درگیر می

براي مسائل الاستودینامیک ارائه که  ]6[دو تابع پتانسیل 
جواب تحلیلی . اند مجزاسازي شدهطور کامل ه است، ب شده

صورت سري فوریه در ه براي توابع پتانسیل با نوشتن آنها ب
و استفاده از تبدیل هنکل در امتداد شعاعی در  θامتداد 
با  تغییرمکانمیدان  .دست آمده استه هنکل بفضاي 

و توابع  تغییرمکانهاي بردار  لفهؤاستفاده از ارتباط م
دست آمده ه ب یتحلیل صورته پتانسیل در فضاي هنکل ب

ه ب یواقع يدر فضا مکان تغییرهاي بردار  لفهمؤ. است
هاي یک بعدي نیمه متناهی با توابع انتگران  صورت انتگرال

توابع  .اند دست آمدهه مختلط ب) لامت انتگرالتوابع زیر ع(
انتگران توابعی پیچیده با رفتار نوسانی به علت وجود توابع 

نهایت به سمت صفر میل  در بی توابع بسل. باشند بسل می
نهایت بسیار  کنند، اما روند همگرایی این توابع در بی می

 باشد، به همین دلیل یکی از موارد مهم در برآورد کند می
همچنین توابع  .نهایت فیزیکی است ها تعیین بی انتگرال

و در برآورد  استشامل نقاط تکین محدودي انتگران 
این نقاط . کردبه این نقاط  یها باید توجه خاص انتگرال

در حالت . باشند و قطب می يا  تکین شامل نقاط شاخه
کلی در یک ماده ایزوتروپ جانبی سه بعدي سه موج 

اي در واقع اعداد موج  نقاط شاخهاین . دحجمی وجود دار
حرکت متناظر با این امواج نه . متناظر با این امواج هستند

.  طور خالص برشی و نه به طور خالص محوري استه ب
ا ی همچنین قطب در واقع متناظر با ورود امواج ریلی

گیري عددي  تأیید روش انتگرالبراي . است یاستونل
هاي ایزوتروپ با  براي محیطنتایج عددي  ،انتخاب شده

هاي  هاي نتیجه شده براي محیط استفاده از جواب
دست آمده و با نتایج موجود براي ه ایزوتروپ جانبی ب

همچنین نتایج  .هاي ایزوتروپ مقایسه گردیده است محیط
جانبی با نتایج موجود در  این مقاله براي ماده ایزوتروپ

 .ایسه شده استفضاي متأثر از بار سطحی مق حالت نیم
نشان دادن تأثیر فرکانس تحریک و میزان براي 

ناایزوتروپی مصالح بر پاسخ، نتایج عددي مختلف براي 
خیر توابع . است شدهارائه  مکان تغییرهاي  لفهؤم  تغییرتاْ

کم بسیار  يها در ارتباط با فاصله در فرکانس مکان
زیاد این  يها که در فرکانس در حالی ،یکنواخت است

. شود تر می یبا افزایش فرکانس نوسان بوده و یخیر نوسانتاْ
همچنین با افزایش فرکانس نوسان، طول موج کاهش 

دهد که  یمختلف نشان م يها فرکانس ينتایج برا. یابد می
در (تر، دیرتر  بعد بزرگ یامواج با فرکانس ب یدر حالت کل
ثیر . شوند مستهلک می) فاصله دورتر  مصالح و یناهمسانتاْ

ها در حالت  مکان تغییربر  یمیزان این ناایزوتروپ
 وابسته به اندازه ثابتبه طور مستقیم کوچک  يها فرکانس
که در  یدر حال استدر این امتدادها  یارتجاع يها

نه تنها وابسته به اندازه  ها بزرگ اندازه پاسخ يها فرکانس

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com
http://www.nitropdf.com/
www.sid.ir


 
 ١٣٨٩ماه  فروردين، ١، شماره ٤٤، دوره دانشکده فنی -مهندسی عمران و نقشه برداری نشريه                                                        ٢٤      

 
 

به  در امتداد آن توابع است بلکه وابسته یارتجاع يها ثابت
و  تغییرمکانمیدان . هستنیز  یارتجاع يها بقیه ثابت
دست آمده براي حل بسیاري از مسائل ه ب تنش

عنوان هسته براي حل  الاستودینامیک و همچنین به
  .معادلات انتگرال مرزي کاربرد دارند
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 به ترتيب استفاده در متن يانگليس يها واژه
 

1 - Transversely isotropic     2 - Frequency domain 
3 - Potential Function     4 - Fourier series 
5 - Hankel transform     6 - Radiation condition 
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7 - Branch points      8 - Poles 
9 - Impedance function     10 - Wave propagation 
11 – Anisotropic      12 - Composite materials 
13 – Orthotropic      14 - Rayleigh wave 
15 - Transformed space     16 - Real space 
17 - Stress tensor      18 - Lame coefficients 
19 - Multiple valued     20 - Single valued 
21 - Branch cut      22 - Singular point 
23 – Integrand      24 - Volumetric wave  
25 -  Wave numbers      
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