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  مقادير مرزي ائلبراي مسدر فضاي موجک  SHحل معادله موج 
 

 ۲* نورزاد... اسد ا و ۱حسن يوسفي
  دانشگاه تهران ‐ پرديس دانشکده های فنی  ‐ دانشکده مهندسی عمران زلزله  ‐ عمران دکتري۱

  دانشگاه تهران ‐ پرديس دانشکده های فنی  ‐دانشيار دانشکده مهندسی عمران ۲
  )۲۵/۸/۸۹ ، تاريخ تصويب ۲۷/۷/۸۹، تاريخ دريافت روايت اصلاح شده  ۱۴/۸/۸۵تاريخ دريافت (

  دهيچک
اندرکنش خاک و مسائل ( يواقع يط مرزياسکالر موج تحت شرا يل موجک در حل معادله خطيتبد يريکارگه در ب ين مقاله سعيدر ا         

در  يوفق يهاتميوجود الگورو  يمحل يص رفتارهاي، قدرت تشخ)وضوح متفاوت( هاي متفاوتتحت دقت ليتحلقدرت وجود . بوده است) سازه
ل اپراتور مشتق يتبد( هاي سريعبا الگوريتم )محدود يهامانند روش اجزاء محدود و روش تفاوت مرسوم يددع يهاخلاف روشبر( ذات روش

افته موجک يل يتبد يت بزرگ حل در فضايمزاز  ن حفظ دقت مورد نظريدر ع ش سرعت محاسباتيجه افزايو در نت) ينوار يهاسيبه ماتر
  .است

  

 ، اندرکنش خاک و سازهمعادلة موجوفقي، حل  ل موجک،تبدي  :هاي کليديواژه
 

 مقدمه
 ط جامديدر مح موج انتشار ن مقاله حل معادلهيدر ا       
ل يمتفاوت از قب يط مرزيموجک به ازاء شرا ليتبد هيبر پا

ا يو  )پوششيمشابه تونل ب( تينهايط بيوجود حفره در مح
 مه محدوديط نير در محيپذقرار گرفتن جسم انعطاف

 .رديگيمورد مطالعه قرار م) سازه ‐ اندرکنش خاک مسائل(
در حالت ( انتشار امواج بدون حضور سازه] ۲[و ] ۱[در 
در فضاي موجک  )تر از مسائل اندرکنشساده يط مرزيشرا

عي در توسعه و مدل سازي شده است و در اين مقاله س
انتشار امواج در  يعني هاي کاربرديروش به حالت آن بسط

  .بوده است حضور سازه
ر يموجک تصو يه موجک، مکان به فضايدر حل بر پا       

عت يبا توجه به طب .شوديم يو معادله در زمان گسسته ساز
 يوفق يهاجزو روشرا ن روش يا توانيم ل موجکيتبد

بسط  يبرا ياريبس يهاتلاش .]۳[ نمود يبنددسته
ها ا المانيز کردن نقاط و ير يبرا يوفق به صورت ييها روش

ر مسائل تمرکز ينظ( گونه‐ نهيدر اطراف نقاط با رفتار تک
از . شده است انجامبا هدف کاهش زمان محاسبه  )تنش
مناسب  ياريف معيها اولاً تعرن روشيا يهابين عيترعمده

 تيو در نها اريمع ابزار اعمال اياننه گونه، ثياز رفتار تک
 ز به درشتياحتمال ورود خطا در انتقال اطلاعات از مش ر

ه موجک، يدر روش حل بر پا که يدر حال. استا بالعکس ي و
 يهااسي، اعمال و انتقال اطلاعات تحت مقييشناسا

  .است ذات روش جز ،متفاوت

نه به يب موجک در اطراف نقاط تکين روش ضرايدر ا
ن خود به عنوان يو ا ]۴[ رسنديکثر مقدار خود محدا
 .تواند به کار برده شودينه ميتک نقاط ييدر شناسا ياريمع

ب ينه با تمرکز ضرايمحل نقاط تک يذات به صورت يبه عبارت
حول آن نقاط ) اسيبدون توجه به مق(ل موجک يبزرگ تبد

هموار تابع  يهال در قسمتيب کوچک تبديو حذف ضرا
 تين با توجه به خاصيهمچن .]۳[ است ييساقابل شنا

ضرايب تبديل ( اطلاعات ۱وضوح متفاوتدرجه ان با يقدرت ب
 يهاتميبا الگور يبه راحت )مختلف يهااسيدر مق موجک

در شه در پردازش اطلاعات دارند، يکه ر ]۴[ عيسر
اغلب  نيعلاوه بر ا .شوندبيان مي متفاوت يها اسيمق

) ليفرانسير مشتق در حل معادلات در اپراتوينظ(اپراتورها 
و  در آمده ينوار هايماتريس موجک به صورت يدر فضا
که  دينماير مييتغ به دقت مورد نظر ين نوارها بستهعرض ا

هاي انجام محاسبات در فضاي ترين مزيتاين از بزرگ
 که نواري بودن خود منجر به زيرا :استتبديل يافته موجک 

در ن مقاله يدر ا .]۵‐ ۷[شودميمحاسبات  بالاي سرعت
ر يز به صورته موجک يبر پا معادلات حل باحالت کلي 

  :]۸[و ] ۳[ميروبرو هست
 )۱                                   (   )(, ufuu t +=  

 يخط يهاجمله بيبه ترت uf)(و u رابطة فوقکه در 
 ياپراتورهاوو يل ضمنيفرانسيمعادله د يخطريو غ

 يدر حالت کل. هستند  t،مستقل از زمان يليفرانسيد
نسبت   uرات ييتغ tu,بوده و يخط‐ رياز نوع غ uf)(تابع
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در  يگسسته ساز ،در طول زمانحل  يبرا .به زمان است
 يرد که دارايپذيانجام م Semi groupزمان به روش 

ح ين روش در حالت صريبوده و دقت حل با ا ييبالا يداريپا
 استگر يد يهادر روش يضمن به صورتاس با حل يقابل ق

 يحل عدد يشده در بالا برا يمعرف يدر ادامه ابزارها .]۸[
 يط مرزيبا انواع شرا SHوع از ن يانتشار امواج تخت برش

 .کار گرفته شده استه حضور سازه ب منجمله
  

   وضوح چندگانه درجه آناليز توسط
  مقدمه

را  يکيزيا هر تابع في توان يک سيگنالدر حقيقت مي       
 يبطور محلهمراه با جزئياتي که  ،هموار تابعترکيب يک 

. نظر گرفتد در ينمايجاد ميرا در آن تابع هموار ا ينوسانات
توسط  ،اختلاف با قسمت هموار سيگنال يعني جزئيات

گر يان ديبه ب. شودتعيين مي ۲ان با وضوح متفاوتيبقدرت 
 يريگام نمونه گ(اس يا مقي در يک درجه تفکيک پذيري

 جزئيات يبعضمورد نظر، يک سيگنال با حذف  )خاص
  .شودتقريب زده مي

با افزايش درجه که گونه تصور نمود توان اينمي       
در هر مرحله، جزئياتي ريزتر ) سطح دقت(تفکيک پذيري 

شود که خود تر اضافه ميوضوح ديد با سطح دقت درشت به
در نهايت وقتي که درجه . شودباعث بهبود تقريب مي

کند، سيگنال نهايت ميل ميتفکيک پذيري به سمت بي
يحات در ادامه، توض. شودصورت دقيق بازيابي ميه اصلي ب

  .گيردتري مورد مطالعه قرار ميدقيق به صورتبالا 
آنگاه  ،نشان داده شود jاگر مرتبه درجه وضوح توسط 

0jمتناسب با حالت ) گام( مقياس را برابر واحد در  =
- ا گام نمونهي در اين صورت مقدار مقياس. گيريمنظر مي

خواهد  j2/1برابر با  ،jپذيري از مرتبهکبراي تفکي يريگ
 ،ر شدهيشتر در تابع تصويات بيش جزئيکه موجب افزا بود

  .شوديم
تابع با  jدر سطح دقت. گيريمرا در نظر مي tf)(تابع 

)(tf j در مقياس بعدي از سطح دقت. شودريب زده ميتق، 
1jيعني مرتبه  td)(با  اضافه شده ، جزئيات+ j  نشان

1jدر مرتبه tf)(تقريب شوند؛ در نتيجهداده مي به  +
  :زير خواهد بود صورت

 )۲                  (                 )()()(1 tdtftf jjj +=+  
-پذيري به سمت بيتابع اصلي هنگامي که مرتبه تفکيک

  :يعني ،آيدنهايت ميل کند به دست مي

 )۳         (                          ∑+=
+∞

= jk
kj tdtftf )()()(  

اشاره به وجود همزمان سطوح دقت " وضوح چندگانه" کلمه 
بيان فوق يک . ي تفکيک مختلف داردهايا وضوح از درجه

مجموع تابع هموار و  به صورتيک تابع  شينماروش براي 
  .استاي از جزئيات دنباله

، ۲در حالت کلي فضاي تابعي انتگرال پذير از مرتبه 
)(2 RL)به که ) محدود يانرژ يا توابع داراي

∫>∞+صورت
∞

∞−
dttf توان ا مي، رشوديف ميتعر )(2

}هايي از زير فضاهاي ترکيبي از دنباله }kwوjv  در نظر
در سطح دقت از  tf)(که تقريب تابع يبه صورت ،گرفت

tf)(با jvدر زير فضاي  jمرتبه  j شودنشان داده مي. 
را با ) ترهاي کوچکمقياس(سطح و بالاتر  اينجزئيات در 

)(td k درkw  که, ,k j=   .دهند، نشان مياست ∞
  

  تعريف آناليز وضوح چندگانه
را در نظر  ۲فضاي تابعي انتگرال پذير از مرتبه      
صورتي که ه ب jاي از سطوح دقت از مرتبه دنباله. گيريم مي

صرفنظر شده  j−2تر از مقياس از جزئيات کوچک در آنها
تمام  صورته ب jvزير فضاي تابعي . کنيمباشد را تعريف مي

با حداکثر (مقياس  قلتا حدا اطلاعات مربوط به سيگنال
گانه شامل آناليز وضوح چند. کنيمرا تعريف ميj−2) گام

  .ها است jvاي از دنباله به صورتتجزيه فضاي تابعي 
در  jvوجود زير فضاي  ،شرط اول وجود وضوح چندگانه

   :يعني ،است) سطح دقت بالاتر(زير فضاهاي بالاتر 
Zjjj ∈⊂ + ;1νν11 آنگاه ؛ )()( ++ ∈⇔∈ jjjj vtfvtf .

1)(اختلاف  tf j+  با)(tf j با ) جزئيات( اطلاعات اضافي
2)1(مقياس  +− j  شودزير تعريف مي به صورتاست که:    

)۴              (    jj wtd ∈)(  );()()( 1 tftftd jjj −= +   
  :زير خواهد بود به صورتبنابراين رابطه زيرفضاها با هم 

)۵(                                               jjj w⊕=+ νν 1  
و  jفضاي جزئيات با سطح دقت از مرتبه  jwکه در آن 
منظور از متعامد بودن آن است که ضرب . است jvمتعامد با

jw داخلي هر المان در jv با    :يعني برابر صفر است 
( ) ( )
( ) ( ) 0*

, 00

=′−−

⇒∈′−∈−

∫ dxkxkx

wkxkx

ψϕ

ψνϕ
  

  :با ادامه تجزيه زير فضاها داريم
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)۶(               
JjJjjjj

jjjj

vwwww

vww

−−−−

−−+

⊕⊕⊕⊕⊕

==⊕⊕=

...

...

21

111ν
  

يک سيگنال در ريزترين  امکان بيان دقيق ،دومين شرط
 ،ترين مقياس استمقياس و تقريب برابر با صفر در درشت

  :يعني
)۷  (                                          { }0lim =−∞→ jj ν   
)۸(                                         )(lim 2 RLjj =∞→ ν   

  :يعني ،تغير ناپذيري تحت انبساط است ،شرط سوم
)۹(                               1)*2()( +∈⇔∈ jj vtfvtf  

   :يعني ،شرط چهارم تغيير ناپذيري تحت جابجايي است
)۱۰(                               jj vktfvtf ∈−⇔∈ )()(  

است ) به نام تابع مقياس( ϕشرط آخر وجود تابعي مانند 
هاي متعامد پديد آورنده که تحت جابجايي، پايه ايگونهه ب

امکان بسط هر تابع  يا به عبارتي ،را ايجاد نمايد 0vفضاي 
  :يا ،وجود داشته باشد بر حسب اين توابع پايه 0vدر فضاي 

 )۱۱             ()()( kttk −= ϕϕ  ; )}({0 tspan k
k

ϕν =:  

واحد جابجا شده  kه به اندازهياس اوليدر رابطه فوق تابع مق
يا به بيان  دهد،يم ت را پوششينهايو کل خط با طول ب

  :ديگر
)۱۲                 ( 0)( ν∈tf  for   )(.)( tatf kkk ϕΣ=  

,)(و در حالت کلي  tkjϕ  پديد آورنده فضايjv و است 
  :دهديرا پوشش م يترعيتوابع وس

)۱۳           (                             )}({ , tspan kj
k

j ϕν =  

  که در آن 
)۱۴                               ()2(2)( 2/

, ktt jj
kj −= ϕϕ  

  يا به بيان ديگر
 )۱۵    (        )2()()( ktatftf j

kkj −Σ=⇒∈ ϕν if  
,)(در روابط فوق tkjϕ به اندازهj2  مقياس شده و به

2اندازه jk . روي محور اعداد حقيقي جابجا شده است ×−
,)(مجموعه پديد آمده توسط  j<0براي tkjϕ  مجموعه

,)(زيرا که توابع ،استتري وسيع tkjϕ نسبت به)(tkϕ 
در . يابدتري انتقال ميهاي کوچکو با گام استتر فشرده

 j>0تواند جزئيات زيادتري را بيان نمايد و براينتيجه مي
جامع با شود و اطلاعات تر ميعرض تابع مقياس بزرگ

رابطه بين زير  .تواند بيان نماييدرا ميئيات کمتري جز
نشان داده  )۱(صورت شماتيک در شکل ه ب jvفضاهاي 
   .شده است

)(0توان فهميد که اگرمي )۱( با توجه به شکل vt ∈ϕ 
را بر  tϕ)(توان يعني مي. باشدنيز مي 1vدر tϕ)(آنگاه

)2(حسب  tϕ به صورت زير بيان کرد:  

)۱۶  (        ( ) ( ) 2. (2 ),
n

t h n t n n Zφ φ= − ∈∑  

 2و ضريب  استضرايب تابع مقياس  nh)(که در آن
مقياس تحت تابع  )يانرژ( موجب ثابت ماندن مقدار نرم

) ريتصو(يا در حالت سيگنال دو بعدي  شود، ويم ۲مقياس
. شودمقدار متوسط رنگ در درجات متفاوت وضوح حفظ مي

- همان .استمعادله بازگشتي پايه تئوري توابع مقياس  اين
گونه که در بالا توضيح داده شد اختلاف بين زير فضاي 

1+jv  وjv  و با  بودهزير فضاي جزئياتjw نشان داده
نشان  )۲(شماتيک در شکل  صورته رابطه فوق ب. شود مي

مشخص ) ۲(گونه که از شکل همان .داده شده است
اگر دسته . است 0vو  1vاختلاف بين زير فضاي 0wاست
پديد آورنده که ک تابع ي ييحاصل از جابجا متعامد توابع

0w  را با است)()( kttk −=ψψ  نشان دهيم آنگاه چون

0w  1زير مجموعهvاست داريم:  
)۱۷            (Zn∈       ∑ −= )2(.2).()( 1 ntnht ϕψ  

  :يعني jwو jvبين زير فضاهاي تعامد شرط براي برقراري

∫ =>=< 0)().()(),( ,,,, dttttt kjkjkjkj ψϕψϕ  
)۱۸(                                                     Zlkj ∈,,  
1)(توان نشان داد کهمي  nh با)(nh   طبق رابطه زير به هـم

   :]۴[هستندمرتبط 
)۱۹ (                              )1()1()(1 nNhnh n −−−=  

 ـ شود و موجکموجک مادر گفته مي tψ)(به  ه هاي ديگـر ب
   :شوندصورت زير از آن توليد مي

)۲۰(                               )2(2)( 2/
, ktt jj
kj −= ψψ  

تابع مقياس و موجک از به عنوان مثال ) ۳(در شکل         
در فضاي زماني و ] ۴[ ۱۲از مرتبه  Daubechies  خانواده

فرکانسي و مشتق مرتبه اول تابع مقياس نشان داده شده 
شود تابع مقياس و موجک همانگونه که ملاحظه مي. است

يا  ۴فشرده ۳داراي محملهم فرکانسي هم در فضاي زماني و 
تابعي داراي محمل فشرده است که مقدار . هستند محدود

اين نوع . غير صفر تابع در بازه کوچک تعريف شده باشد
مشابه توابع ( هاي عددي دارندتوابع کاربرد زيادي در روش

هاي محدود که محمل فشرده دارند و شکلي در روش المان
). محدود بيانگر محمل فشرده استکلمه محدود در المان 

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


  
  ١٣٩٠، فروردين ماه ١، شماره ٤٥دانشکده فنی، دوره  ‐نشريه مهندسی عمران و نقشه برداری                                                        ١٠٢      

  
 

به اين علت در کل به آن موجک يا موج کوچک گفته 
در نتيجه با توجه به محدود بودن محمل توابع  شود مي

مقياس و موجک اين تبديل قابليت بيان مشخصات محلي و 
با توجه به  .استموضعي توابع تحت وضوح مختلف را دارا 

2)(توضيحات بالا هر تابع متعلق به RL )يانرژ يدارا 
  :صورت زير نمايش داده توان برا مي) محدود

)۲۱(  ∑ ∑ ∑+=
+∞

−∞=

+∞

=

+∞

−∞=k j k
kjk tkjdtkctg

0
, )().,()().()( ψϕ  

   :که با توجه به وجود تعامد داريم

)۲۲(     ∫>==<= dtttgttgkckc kk )().()(),()()( 0 ϕϕ  
  

∫>==<= dtttgttgkjdkd kjkjj )().()(),(),()( ,, ψψ 
)۲۳(  

=∑در حقيقت در رابطه بـالا  
+∞

−∞=k
k tkcg )().(0 ϕ   تقريـب يـا 

ــابع  ــت تــــ ــاي  g نگاشــــ ــت 0vدر فضــــ  و اســــ

∑
+∞

−∞=k
k tkd )().,0( ,0ψ0که به  استجزئياتي از  يادنبالهv   

  

 
  

;3,2,1,0...,ديد امده توسط دسته توابع متعامد مقياس کهپبين فضاهاي رابطه  :۱شکل  =ivi   
  ].۴[پديد آمده است  ki,ϕه توابع مقياستوسط دست

  

 
  

  .]۴[باشندمي   iv+1که هر دو زير فضاي  iwو  ivرابطه بين فضاهاي متعامد  :۲شکل 

  
  

  .۱۲از مرتبه  Dbق تابع مقياس از خانواده تابع مقياس و موجک در فضاي فيزيکي و فرکانسي و مشت :۳شکل 
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  تابع مقياس . شتاب نگاشت السنترو، تصوير تقريب و جزييات همراه تابع بازسازي شده و اختلاف با سيگنال اول :۴شکل

 .۱۲مرتبه  از Dbاز خانواده 
  

با  .گاشت يابدن 1vدر فضاي  gشود تا تابع افزوده مي
 Jvرا به gتابع ،Jو اضافه کردن جزئيات تا  jافزايش

سنترو ‐ براي شتاب نگاشت ال توضيحات بالا. ايمنگاشت داده
: شودمي ، در ادامه، بيان)۴(در شکل  به صورت گرافيکي

نگاشت، يعني شود تقريب شتابگونه که ملاحظه ميانهم

0a  0در زير فضايv  تقريبا برابر صفر است و با جمع زدن
تقريب سيگنال در زير فضاي  0aبا  9dتا 0dجزئيات از 

9v در انتها، اختلاف مابين سيگنال ورودي . آيددست ميه ب
نشان داده شده  9vبا تقريب در زير فضاي ) اطلاعات اصلي(

  .است O−)12(است، که نشان دهنده خطا از مرتبه
  

 محمـل بيان اپراتورهـا در فضـاي موجـک بـا     
  ]۵‐۷[ ۵فرم غير استانداردصورت ه محدود ب

در اين قسمت به صورت خيلي خلاصه بيان اپراتورها          
-در فضاي موجک بر حسب درجه وضوح مختلف بيان مي

] ۵‐۷[توان به مراجع تر ميبراي مطالعه مفصل. شود
 .مراجعه نمود

  :استبه صورت زير  )نگاشت( يک اپراتور Tکنيمفرض مي
)۲۴                                     ()()(: 22 RLRLT →  

موجـک   يدر فضا )NS form( بيان آن به فرم غيراستاندارد
}با بکارگيري اپراتورهاي  }jjj BA Γ,, در هر مرتبه از سطح

) ير فضاهايزبر  Tکه از اعمال اپراتور  jدقت  )jj vw به  ,
اسـتاندارد ضـرايب   فرم غيردر ( .پذيرددست آمده، انجام مي

} صورته بتبديل موجک  }jj sd  و در فـرم ) )۵(شـکل  ( ˆ,ˆ
} صورته باستاندارد  }{ }0, sd j 1,0,...,1که −= nj اسـت ،. 
 گفتهاستاندارد به اين جهت به اين روش لفظ غير به عبارتي

ضـرايب توابـع مقيـاس و موجـک يعنـي       شود که هر دومي
ii sd در ) ۵( شــکل مطــابق ،همزمــانبــه صــورت  را  ,

اپراتور با در نظر گرفتن اندرکنش تصوير  .بندي داريم فرمول
  :صورت زير استه بjwو jvزير فضاهاي نيب
)۲۵   (                                          ;jjj TQQA =           

;: jjj wwA →  
  ;jjj TPQB =       ;: jjj wvB →                        

 jjj TQP=Γ         ;: jjj vw →Γ  
jjj TPPT =         ;: jjj vvT →      

  :شودصورت زير تعريف ميه ب jvزير فضاي هتصوير اپراتور ب
)۲۶                                           (jj vRLP →)(: 2  

  يعني
)۲۷(                     ∑ ><=

k
kjkjj xfxfP )(,))(( ,, ϕϕ  

 :داريم jwزير فضاي هتصوير اپراتور ب براي نيهمچن
   jjj PPQ −= +1 ;)(: 2

jj wRLQ →    
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 ـموجـک   يدر فضـا  Tاپراتورآنگاه  از اي صـورت زنجيـره  ه ب
  :خواهد شدصورت زير ه بر شده يتصو ياپراتورها

 )۲۸(                                     { }
Zjjjj BAT

∈
Γ= ,,  

 ـ   آنگـاه  ،ترين مقيـاس باشـد  درشت صفر اگر ه رابطـه فـوق ب
  :استطول آرايه ورودي n2که در آن ر خواهد شديصورت ز

)۲۹  (                       { }{ }01;
,,, TBAT

njZjjjj −≤∈
Γ=  

  که 
 )۳۰   (                                          000 TPPT =  
  ميارگر ديد يا به عبارتي

)۳۱(         00
1

)( TPPTPPTPQTQQT
j

jjjjjj +∑ ++=
+∞

=
  

 )NSماتريس ( استانداردريان غيب شکل شماتيک         
iiکه  ،نشان داده شده است) ٥( يک اپراتور در شکل sd , 

همان ضرايب تبديل به ترتيب تابع مقياس و تابع موجک 
iiباشند ومي sd فرم ) ٦( در شکل. است NSنمايش  ˆ,ˆ
dxdاستاندارد ماتريسي اپراتورغير براي آرايه با طول  /

به عنوان مثال استفاده شده،  Db12که از موجک  ١٠٢٤
شود اين طور که ملاحظه ميهمان .نشان داده شده است

که خود باعث  صورت نواري استه اپراتور در فضاي موجک ب
- ميو کاهش فضاي ذخيره سازي  محاسبات سرعت افزايش

توان با صرفنظر کردن از همچنين عرض اين نوار را مي ؛شود
تر نمود و در ضرايب کوچک بر حسب دقت مورد نياز باريک

اين حالت نواري . نتيجه سرعت محاسبات را افزايش داد
ا برقرار شدن اپراتور در فضاي موجک براي اکثر اپراتوره

در نتيجه محاسبات در فضاي موجک داراي  .]٦[است 
 چنانچه اپراتور ما مشتق اول .کارآمدي بالايي است

يعني
dx
d اپراتورهاي هاي  باشد و المانjjjj TBA ,,, Γ  را

jjjjب بايبه ترت s,,, γβα ميدار ،مينشان ده:  

li
jjjjjj

il dxlxix −
+∞
∞− =∫ −′−= αψψα 22).2()2(2  

li
jjjjjj

il dxlxix −
+∞
∞− =∫ −′−= βϕψβ 22).2()2(2  

 )۳۲(   

li
jjjjjj

il dxlxix −
+∞
∞− =∫ −′−= γψϕγ 22).2()2(2  

li
jjjjjj

il sdxlxixs −
+∞
∞− =∫ −′−= 22).2()2(2 ϕϕ  

  که

∫ −= ∞+
∞− dxx

dx
dlxl )()( ϕψβ

;)()(∫ −= ∞+
∞− dxx

dx
dlxl ψψα  

∫ −= ∞+
∞− dxx

dx
dlxsl )()( ϕϕ

;)()(∫ −= ∞+
∞− dxx

dx
dlxl ψϕγ  

)۳۳( 
نحوه بازنويسـي فـرم غيـر اسـتاندارد ضـرايب تبـديل       براي 

ــي   ــک يعن }موج }jj sd ــورت ا  ˆ,ˆ ــه ص ــي  ب ــتاندارد يعن س
{ }{ }0, sd j 1,0,...,1که −= njترين درشت 0و در آن است

  .رجوع کرد] ۹[ توان به مرجعمي است،فضا 

 
  

ضرايب . بيان غير استاندارد اپراتورها در فضاي موجک :٥شکل 

{ } { }{ }jj sd به دست  يورود بربا استفاده از تبديل مو جک  ,

}آيد و ضرايبمي }{ }{ }jj sd که براي  استنتيجه عمل اپراتور  ˆ,ˆ
صورت استاندارد نياز به تصوير کردن مجدد به ه بيان ب

  ].٥[ دارد jwو jvفضاهاي

 
dxdنمايش غير استاندارد ي اپراتور :۶شکل  در فضاي  /

  .۱۰۲۴با آرايه ورودي به طول  Db12موجک با 
  

د يبه عنوان روش جد  semi group روش
 هحل معادل يبرا يزمان يگسسته ساز يبرا
  ]PDEs ]۸ ير خطيغ

  :ميريگير را در نظر ميز يخطريمعادله غ          
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)۳۴(                        dR∈Ω  In )(, ufuu t +=  
],0[ Tt ∈  , 1−∈Ω∂ dR    On  0),( =txu ;Ω  In 

)()0,( 0 xuxu =  
نمايانگر اپراتور  نماينگر اپراتور خطي ديفرانسيل وکه
مرز ناحية حل  Ω∂ناحية حل و  Ω؛خطي ديفرانسيليغير

)بوده و , )Bu x t و مقدار تابع در مرز( ,0)u x   شرايط
ه استاندارد ب semi group  آنگاه پاسخ به روش. استاوليه 

  :ر استيصورت ز
)۳۵(    ∫+= −t tt dxuexuetxu 0

)(. )),(()0,(.),( τττ  
 يبـرا  ،ير خط ـي ـلا، بـا توجـه بـه وجـود انتگـرال غ     با رابطه

 چنانچه اپراتور خطي .باشديمناسب نم يعمل يکاربردها
),(عدد ثابتي باشد و تابع  txu      را در لحظـه گسسـته شـده

tnttn ∆+= ),(با استگام زماني  ∆tکه  0. nn txuu  و =
 ـ يخطريقسمت غ )),(( صـورت ه را ب nn txuN نشـان   ≡

) ۳۵(توان نشان داد که گسسته شـده رابطـه  مي ، آنگاهدهيم
  :استصورت زير ه ب

)۳۶( )..(
1

0
11

..
1 ∑+∆+=

−

=
−+−+

∆
+

M

m
mnmnln

tlq
n NNtueu βγ  

هاي گسسته شده تعداد کل زمان M+1که در آن
Mlو tqتابع mβو γضرايب . است ≥ چنانچه در  .است .∆

صريح و در  روشبه  ،روشباشد آنگاه  γ=0رابطه بالا 
   .شودتبديل مي ضمني روشحالات ديگر به 

,0يعنيح، يصر براي حالت) ۱( جدولدر  1lγ =  و  =
3,2,1=M ضرايبγ وnβ يهادر جدول .است آورده شده 
  :داريم )۲(و ) ۱(

)۳۷(                                     j
j

x

j x

xEe
xQ

)(
)(

−
=  

)۳۸(                                             ∑=
−

=

1

0 !
)(

j

k

k

j k
xxE  

)۳۹(                                          )( tQQ kk ∆×=  
 :، آنگاهعدد ثابتي نباشد چنانچه در روابط فوق اپراتور

)۴۰         (                 j
j

t

j t

tEe
tQ

)(

)(
).(

∆

∆−
=∆

∆

  

)۴۱ (                  ( ) ,...1,0;
!

.).(
1

0
=∑

∆
=∆

−

=
j

k
ttE

j

k

k

j  

  يعني
tetQ ∆=∆ )(0  

)۴۲   (                     
1

1 ))(()( −∆ ∆−=∆ tetQ t  
2

2 ))(()( −∆ ∆∆−−=∆ ttetQ t  
  

 يبـرا  اسـکالر  يموج برش يبعد ۲حل معادله 
  SH يامواج حجم

ته، ي، سـرعت، دانس ـ ييجابجـا  يهالفهؤن امواج ميا يبرا     
),(ريي ـدو متغ تابع يحجم يرويو ن يمدول برش zx  اسـت، 

   بيترته ب يعني
),(),,(),,(),,(),,( zxuzxvzxzxzxf yyy ρµ. ــه دو  معادلـ

ش ير نمايصورت زه توان بيرا م SHامواج يموج برا يبعد
  :داد

)۴۳ (      y
yyy f

z
u

zx
u

xt

u
+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂
∂

=
∂

∂
µµρ

2

2

  

 ـيم yف اپراتور يبا تعر ر ي ـصـورت ز ه توان رابطه فوق را ب
   :کرد يسيزنوبا

)۴۴(                                        
ρ

y
y

y f

t

u
+=

∂

∂
2

2

  

)۴۵(              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂
∂

=
z

u
zx

u
x

yy
y µ

ρ
µ

ρ
11  

صورت ه ب معادله موج را semi groupبه کاربردن روش يبرا
  :نماييمبازنويسي مير يز

)۴۶ (                     
ρ

y
yy

y f
u

t
v

+=
∂

∂
.   , y

y v
t

u
=

∂

∂
   

  :ميدار يش برداريو در حالت نما
)۴۷(                                                 FLUU +=  

)۴۸(              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

yyy

y

f
F

v
u 01;

0
0

;
ρ

I
LU  

ترين فوق براي حالت صريح در سادهگسسته شده رابطه 
  : استحالت به صورت زير 

)۴۹(    nn
t

n te FUU L .. 01 β∆+= ∆
+ ⇒== 1&0 Mγ  

1,0ضرايب براي حالت صريح با فرض : ۱جدول  == lγ.  

order 2β 1β 0β  M 
۱ 0 0 1Q  ۱ 
۲ 0 2Q− 21 QQ +  ۲ 
۳ 32 2/ QQ + )(2 32 QQ +− 321 2/3 QQQ ++  ۳ 
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اپراتور semi group براي به کارگيري روابط فوق در روش
بسط (شودبه صورت زير تقريب زده مي ∆Lteنمايي
   ]:١)[تيلور

...
!4!3!2

.
432

+
∆

+
∆

+
∆

+∆+=∆ LLLLIL tttte t  

)۵۰(   
   :است ريز به صورت 0βضريب ) ۴۹(در رابطه 

1))(()(10
−∆−∆=∆= ttetQ LLLβ ⇒== 1&0 Mγ  

)٥١(  
به صورت زير  توانيم را با استفاده از بسط تيلور که آن

 : ]۱[تقريب زد

)۵۲(             ...
246

.
2

32

0 +
∆

+
∆

+
∆

+= LLLI tttβ  

  

  ] ۲، ۱[يانرژ ذبامرزهاي ج
هاي عددي با محدوديت وجود مرزهاي مجازي در مدل      

هـاي گـذرا بـه    با اين حال براي مطالعه پديده. مروبرو هستي
هـاي نيمـه محـدود يـا     عنوان مثال انتشار امواج در محـيط 

نهايـت بـه علـت محـدود بـودن مـدل عـددي قـادر بـه           بي
باشيم و به علت وجـود مرزهـاي   نمي سازي تمام محيط مدل

مجازي تحميلي به صورت مصنوعي با پديده برگشت انـرژي  
به داخل محيط روبرو هسـتيم کـه در حالـت واقعـي وجـود      

نهايـت  ندارد زيرا که در حالت واقعـي امـواج بـه سـمت بـي     
ي که به محـيط داده شـده بازگشـت    کنند و انرژحرکت مي

 ،بنابراين بايستي در محـل ايـن مرزهـاي مجـازي    . کندنمي 
مرزهــايي را تعريــف کــرد کــه باعــث جــذب انــرژي و عــدم 

هــاي روش. بازگشــت آن بــه محــيط مــدل عــددي گردننــد
گوناگوني براي اعمال اين شرايط در مرزهاي مجازي وجـود  

ژي بازگشـتي بـه   دارد که مبناي آنها به حداقل رساندن انـر 
شرايط جذب را بـه صـورت    ،يکي از اين روشها .استمحيط 

ضمني با استفاده از ضرايب اضافي تضعيف کـه وارد معادلـه   
که  استو بدين صورت  کنداعمال مي ،نمايدحرکت موج مي

در مرزهاي مجازي مقدار اين ضرايب غيـر صـفر ودر داخـل    
اي ونـه ضـرايب تضـعيف بـه گ   . اسـت محيط مقدار آنها صفر 

 مشـتق پـذير   ۲تا مرتبه  و شوند که داراي کرانطراحي مي
 ياگونـه ه بو به اندازه کافي مشتق هموار داشته باشند  بوده
در حال حرکت به سـوي   بتواند به صورت تدريجي انرژي که
  .را جذب نمايد مرز

معادلـه اصـلاح    ،نشـان دهـيم   yQچنانچه اين ضرايب را با 
  :موج به صورت زير خواهد بودشده 
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  مرزهاي آزاد
هاي اعمال شرايط مرزي از نوع آزاد،  يکي از روش       

. باشدضمني در معادله مي به صورتمنظور ساختن آن 
روش ديگر اختصاص مشخصات مکانيکي صفر به محيط 

يه آزاد است که از روش دوم در اين مقاله پيوسته در ناح
  .استفاده شده است

  

  اعمال تبديل موجک به اپراتورهاي دو بعدي
توان به دو صورت تبديل موجک را به در حالت کلي مي      

 به صورتتصوير اپراتور . اپراتورها از بعد بالاتر اعمال نمود
ور گونه که براي اپراتهمان] ۱۰[مستقيم به فضاي موجک 

مشتق انجام پذيرفت و يا به عنوان  اپراتور يک بعدي مانند
، با ثابت فرض xمثال در حالت مشتق ضمني در جهت 

. عمل نمود xبه صورت يک بعدي در جهت  yکردن جهت 
  .در اين مقاله از روش دوم استفاده شده است

  

   هامثال
 ۱موجک در مثال  يکنترل صحت حل در فضا يبرا       

است،  ۲نسبت به مثال  يترآسان يط مرزيشرا يکه دارا
  .ه شده استيز ارايمحدود ن يهاحل با روش تفاوت

ک يک قطار موج تخت هارمونين مثال برخورد يدر ا: ۱مثال 
SH  ت مورد مطالعه ينهايط بيدر مح ياک حفره استوانهيبا

ر ييجاد تغيامواج تخت توسط ا يمدل ساز. قرار گرفته است
ن يبنابرا. رفته استيط انجام پذيدر مح يوسنيه سيشکل اول

ط دو دسته موج تخت با نصف دامنه يپس از انتشار، در مح
ر ييتغ. باشنديدر حال انتشار مه در دو جهت مخالف هم ياول

با دامنه واحد  ۶۴با عدد موج  ينوسيه از نوع سيشکل اول
  .است

ر يطبق رابطه ز Qy و ضريب تضعيف يچهار مرز از نوع جذب
  ت اس
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-در جهت يريتعداد نقاط نمونه گ nyو   nxدر رابطه فوق 
  :ط عبارت است ازيمح يکيمشخصات مکان .است yو  x يها

41.8 10 kPaµ = و  ×
3

2
m
ton

=ρ     

ل برخورد قطار امواج تخت با يک تون) ۷(در شکل         
اي شکل، قبل و بعد از برخورد امواج تابيده، نشان داده دايره

نشان  t=0.0048پاسخ در زمان ) ۸(در شکل  .شده است
در شکل . ه استيثان ۵۶۹محاسبه  کل زمان. داده شده است

‐ هاي محدود از نوع صريح رانگروش تفاوته يحل بر پا) ۹(
و  ۰.۰۰۷دو حالت حداکثر فاصله نقاط شبکه  يبرا گوتا

شبکه با حداقل نقاط به  يعني(آورده شده است  ۰.۰۰۵
گونه که ملاحظه همان ).۲۰۰*۲۰۰و  ۱۴۳*۱۴۳ب يترت
محدود به  يهاه تفاوتيز شدن شبکه حل بر پايشود با ريم

و ) ۸(هاي در زير شکل. شودبر پايه موجک نزديک مي حل
گونه همان. در محاسبات آورده شده است زمان کل لازم) ۹(

شود روش بر پايه موجک با تعداد نقاط ملاحظه مي که
شبکه کمتر با زمان مناسب پاسخ با دقت مناسب را داده 

  .است
اي با در اين مثال اندرکنش ديوار با پي نيم دايره: ۲مثال

بر پايه موجک آورده شده  SHخاک تحت اثر امواج تخت 
  .است
و  واريد. استگرد ط همگن و همسانيفرض مسئله مح     

. اندوسته مدل شدهيپط يصورت محه آن ب يارهيم داين يپ
وار، دو مدل يبر پاسخ د يت پير صلبيمطالعه تاث يبرا

ن در يهمچن. فرض شده است يارهيدا‐ مين يپ يمتفاوت برا
  متفاوت  ياثر وزن سازه، دو چگال يبررس يهر حالت، برا

   .و سازه مدنظر بوده است يپ يبرا
در دو حالت عبارتند  يارهيم داين يپ يبرش يهامدول        

74از 101 kPaµ = 7100و × 102 kPaµ =   حالت اول . ×
 يه سازيشب يبرا ير و دوميانعطاف پذ يپ يسازمدل يبرا
   يمدول برش. کار گرفته شده استه نسبتا صلب ب يپ
74وار در هر دو حالت يد 101 kPaµ =    يچگال. است ×

31.8خاک ( / )ton mρ  در دو حالت يوار و پيد يو چگال=
30.5 2.51 ( / )ton mρ = 31.5و  × 2.5 ( / )2 ton mρ = × 

  کار گرفته شده در ه شبکه ب .در نظر گرفته شده است
  و موجک از  ۱۲۸*۱۲۸ابعاد  يروش موجک دارا

امواج تخت مانند  .است ۱۲از مرتبه Daubechiesخانواده 
   .درجه است ۴۵بش آن ه تايو زاو استمثال قبل 

  ن يوار در حيبر د SHاثر عبور موج) ۱۰(در شکل        
  و بعد از عبور امواج نشان داده شده است و 

31.5  ن مثاليا يبرا 2.5, /wall found ton mρ =  و ×
74 10, . kPawall foundµ = ده يعدد موج، موج تاب. است ×

 ۰.۵وار برابر يده به ديو دامنه موج رس k=128شده برابر 
   .است

مشخص است بعد از ) ۱۰(گونه که از شکل همان        
وار به علت يره شده در ديذخ يعبور امواج تخت، انرژ

با در دو برابر يکه تقر ياده است به گونهيل گرديازتشعشع 
ه طور ب .ده استيوار صفر گرديزمان عبور موج، ارتعاش د

، در يت پيده شده و نوع صلبيبسته به طول موج تاب يکل
ل شده است يستا تشکين موج ايا چنديک و يار ويامتداد د

ل به يا کاهش طول موج ميش عدد موج و يکه با افزا
وار يطول د ستا به موازات هم درين موج ايل چنديتشک

   .وجود دارد
جاد شده يستاده ايک نمونه از امواج اي) ۱۱(در شکل          

توجه . گشته استم يوار بعد از گذر امواج تخت ترسيدر د
  . است ۰.۵ود که دامنه موج تابيده ش

، مقايسه نسبت مقادير حداکثر مطلق )۱۲(در شکل       
برخوردي  ۰.۵جابجايي انتهاي ديوار به امواج تخت با دامنه 

به ديوار ولي با اعداد موج متفاوت در دو حالت پي صلب 
اثر (و انعطاف پذير براي دو چگالي متفاوت ) نيمه صلب(

 )وزن ديوار
31 5.2*5.0

m
ton

=ρ و
32 5.2*5.1

m
ton

=ρ 

توان مشاهده نمود که بخصوص عملا مي. آورده شده است
تر در حالت پي صلب برعکس انتظار، پاسخ ديوار سنگين

حل تحليلي نيز اين را نشان (تر است کمتر از ديوار سبک
  ]).۱۱[دهدمي

 همچنين در حالت پي انعطاف پذير پاسخ از حالت پي صلب
تواند خيلي بيشتر باشد که مي) حالت نزديک به گيردار(

  . رساندنتايج فوق اهميت مساله اندرکنش خاک و سازه را مي
از انتهاي ديوار مطابق شکل  مياني نقطه در ادامه رفتار 
  .گيردمورد مطالعه قرار مي) ۱۳(

هاي بالايي و در شکل cپاسخ نقطه ) ۱۴(در شکل      
ي آن در فضاي موجک پيوسته نشان داده توزيع چگالي انرژ

  .شده است
شود با بالا رفتن عدد موج، گونه که ملاحظه ميهمان     

علاوه بر . شودتر متمرکز ميهاي کوچکانرژي در مقياس
  .کنداين پاسخ پس از عبور امواج سريعاً نزول پيدا مي
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  .تنهاياي در محيط بينهبرخورد يک دسته امواج تخت برشي با حفره استوا : ۷شکل 

  
  .ها زمان کل محاسبه استزمان ذکر شده در زير شکل. حل بر اساس تئوري موجک. ثانيه ۰.۰۰۴۸پاسخ در زمان  :۸شکل 

  

  
ها زمان کل محاسبه است و زمان ذکر شده در زير شکل. هاي محدودحل بر اساس روش تفاوت. ثانيه ۰.۰۰۴۸پاسخ در زمان  :۹شکل 

  .حداکثر فاصله نقاط مش محاسبات است dxمنظور از 
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  .شودشود بعد از عبور امواج ديوار به منبع ارتعاش تبديل ميهمانگونه که ملاحظه مي.پاسخ سازه به برخورد قطار امواج تخت :۱۰ شکل

  

  

  
  .روندهتشکيل امواج ايستاده در ديوار در اثر برخورد دسته امواج تخت پيش :۱۱شکل 
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  .هاي متفاوتقايسه نسبت جابجايي حداکثر انتهاي ديوار در دو حالت پي نسبتا صلب و نرم براي دو حالت ديوار با وزنم :۱۲شکل 

  
  .شکل شماتيک ديوار برشي با طول بينهايت با پي نيم دايره و نقاط مورد مطالعه :۱۳ شکل

  

  
  

.ي در فضاي موجک پيوستهجابجايي نقطه وسط انتهاي ديوار در طول زمان و چگالي انرژ :۱۴شکل 
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  نتيجه گيري
توان با تصوير مستقيم طور که نشان داده شد مي همان     

هاي  به فضاي موجک از مزيت) اپراتور مشتق(اپراتورها 
کنترل عرض نوارها در فرم ماتريسي (حل به صورت وفقي 

بيان به صورت . مند شده بهر) اپراتورها در فضاي موجک
ها در فضاي موجک با عرض کم از فرم ماتريسي اپراتور

هاي اصلي اين روش است ليکن تصوير مستقيم مزيت

عدم  اولاً. اپراتور به فضاي موجک داراي دو عيب نيز است
مشکل بودن  و ثانياً ؛توانايي ارضاء انواع شرايط مرزي
به فضاي موجک  ∆Lteتصوير اپراتورهاي غير خطي مانند

ل تقريب با بسط تيلور و لزوم در نظر گرفتن به عنوان مثا(
هاي فوق باعث عيب). جملات زياد براي دقت مورد نظر

محدوديت در کاربرد روش تصوير مستقيم اپراتورها به 
  .شودفضاي موجک مي
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