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 Email: ghadi@ut.ac.ir                                 ،     66469809       :   فاکس       ،     61112171:        تلفن :     نویسنده مسئول  *
 

هاي  توابع پتانسیل اسکالر براي مسائل الاستودینامیک در انواع دستگاه
 اي  مختصات استوانه

  

   2و عزیزاالله اردشیر بهرستاقی 1*مرتضی اسکندري قادي
  دانشگاه تهران - هاي فنی پردیس دانشکده -گروه علوم پایه مهندسی استادیار 1

  ، بابلفنون مازندران دانشگاه علوم و -ارشد سازه  یکارشناسدانش آموخته 2
  )25/8/89 ، تاریخ تصویب3/7/89، تاریخ دریافت روایت اصلاح شده 29/11/87تاریخ دریافت (

  چکیده
هـاي   مختلف دسـتگاه براي انواع   گردهمسانهاي  هدف این مقاله ارائه توابع پتانسیل اسکالر واحد براي حل مسائل انتشار امواج در محیط       

. شـوند  ، بیضوي و سهموي در نظر گرفتـه مـی  )استاندارد(اي دایره اي  هاي مختصات استوانه بدین منظور دستگاه. باشد می اي مختصات استوانه
این توابع به خصـوص  .  شود بریچ اثبات میاتر -هاي پواسون، لامه و چادویک قضایاي کامل بودن توابع پتانسیل با استفاده از کامل بودن جواب

  .دنهاي دایره اي، بیضوي یا سهموي مورد استفاده قرار می گیر ساري و انعکاسی از لبهبراي تعیین امواج انک
  

، اسکالر اي، دستگاه مختصات بیضوي، دستگاه مختصات سهموي، توابع پتانسیل دستگاه مختصات استوانه : هاي کلیدي واژه
  الاستودینامیک

  

  مقدمه
توابـع پتانســیل بـه خصــوص در مسـائل ســه     روش
ي ارتجاعی بسیار کارا بوده و نقـش اساسـی در   بعدي تئور

، 3، 2، 1[ دارد اولیـه  -حل بسیاري از مسائل مقادیر مرزي
برخی از توابـع پتانسـیل مشـهور در حـل مسـائل       ].5و  4

-Somigliana دینـــامیکی تئـــوري ارتجـــاعی توابـــع   
Galerkin، Kovalevchi-Iacavache-Somigliana ،

برخی از این توابع پتانسیل  ].3و  6[ باشند و پواسون میلامه 
اسـتفاده  . حالت برداري داشته و برخی حالت اسکالر دارنـد 

از توابـع پتانسـیل بـرداري بـه جـز در دسـتگاه مختصــات       
آسان نبوده و بـه همـین علـت علاقـه در      کارتزین معمولاً

 ].9و  8، 6، 7[ باشـد  استفاده از توابع پتانسیل اسـکالر مـی  
وابع پتانسیل برداري به شـکل  بدین منظور تلاش در بیان ت

از بـین   ].6[ اسکالر همواره مورد توجه محققین بوده است
الذکر، مشهورترین آنها توابـع پتانسـیل    توابع پتانسیل فوق

. دنباش ـ باشد کـه بـه شـکل بـرداري مـی      پواسون می -لامه
در یک شکل اسـکالر بـراي ایـن توابـع     ترابریج چادویک و 

رده و کامـل بـودن آن را   ارائـه ک ـ دستگاه مختصات کروي 
پواسـون   -پائو و مو اشکال اسکالر توابع لامه. اند اثبات کرده

ــتگاه ــراي دس ــتوانه  را ب ــاي مختصــات اس ــتاندارد،  ه اي اس
اند، اما کامل بودن آنها را ثابت  سهموي و بیضوي ارائه داده

در این مقاله قضایاي اثبات کامل بودن این  ].10[ اند نکرده

این توابع بـراي مطالعـه   . شود ارائه میین بار براي اولتوابع 
سهمی اي شکل،  دایرههاي  امواج انعکاسی و انکساري از لبه

  .دنگیر شکل و بیضی شکل مورد استفاده قرار می
  

 الخط متعامد منحنیدستگاه مختصات 
مختصات هر نقطه نسبت به دستگاه کارتزین به مبداء 

o  1را با 2 3x x x( , , و نسبت به یک دستگاه مختصات  (
1 بـا مبـداء مشـابه را بـا    متعامد الخط  منحنی 2 3  ( , , ) 

  :دراین صورت. دهیم نشان می
 1 2 3 , 1 2 3.( , , ) , ,i ix x i          )1(  

  :شود و عکس این رابطه به صورت زیر نوشته می
1 2 3 , 1 2 3.( , , ) , ,i i x x x i               )2(    

0ihبـا   iاگر ضریب مقیـاس مختصـات در امتـداد      
نمایش داده شود، آنگاه طول پاره خـط در دو دسـتگاه بـه    

  :شود صورت زیر نوشته می
3 3

2 2 2

1 1
.( ) ( ) ( )i i i

i i
ds dx h d

 

    )3(  

به طـوري کـه ضـرایب مقیـاس از روابـط زیـر بـه دسـت         
  :آیند می

3
2 2

1

.( )i
j

i j

xh





   )4(  

   

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

  
  1390ماه  تیر، 2، شماره 45دانشکده فنی، دوره  -نشریه مهندسی عمران و نقشه برداري                                                           126      

  
 

  اي مختصات استوانه هاي دستگاه 
 اي هــاي مختصــات اســتوانه در ایــن قســمت دســتگاه

  .شوند ، سهموي و بیضوي معرفی می)اي دایره( استاندارد
  

  اي استاندارد استوانهدستگاه مختصات ) الف
ــتوانه   ــات اس ــتگاه مختص ــک دس ــتاندارد در ی  ،اي اس

) مختصات , , )r z      به صـورت زیـر برحسـب مختصـات
  :شوند دکارتی نوشته می

2 2
1 1 2

1
2 2 1

3 3

,

tan ,
.

r x x

x x
z x



 




  

 

 

( / )  )5(  

1rhکه از آن ضرایب مقیاس  ،h r  1وzh   به
نوشته به صورت زیر ) 5(معکوس روابط . آیند دست می

  :شوند می
1 2 3 3cos , sin , .x r x r x z       )6(  

  
  اي بیضوي دستگاه مختصات استوانه) ب

ــتوانه  ــتگاه مختصــات اس ــک دس ــا  در ی اي بیضــوي ب
1مختصــات  2 3 3, ,( )x z     ــر وجــود ــط زی ، رواب

  :دارند
1 1 2

2 1 2

3 3

cosh cos ,
sinh sin ,

.

x a
x a
x z

 
 





 

  )7(  

  که از آن ضرایب مقیاس به صورت
  

2 2
1 2 1 2

1 2 3

cosh cos

[cosh(2 ) cos(2 )] 2, 1.

h h a

a h

 

 

  

  
 )8(  

  
توان  می) 7(با استفاده از دو رابطۀ اول . آیند دست میه ب

  :نوشت
2 2

1 2

1 1

1,
cosh sinh

x x
a a 

   
    

   
 )9(  

 
2 2

1 2

2 2

1,
cos sin

x x
a a 

   
    

   
 )10(  

 
هایی را تعریف  ها و هذلولی اي از بیضی خانوادهاین روابط 

عمود بر  بوده و هاي مختصات منحنیکه کنند  می
3محور z  باشند می.  

  اي سهموي دستگاه مختصات استوانه )ج
اي سـهموي، مختصـات    در دستگاه مختصات اسـتوانه 

بـر حسـب مختصـات    ) 11(دکارتی بـا اسـتفاده از روابـط    
  :شوند سهموي نوشته می

2 2
1 1 2

2 1 2 3 3

1 ,
2

, .

( )x

x x z

 

  

 

  
 )11(   

2که در آن  0  1 و 3,     . ضرایب
  :عبارتند از) 4(مقیاس با استفاده از رابطۀ 

2 2
1 2 1 2 3, 1.h h h       )12(  

   : شوند نوشته می) 13(به صورت ) 11(و معکوس روابط 
2 2 2

1 1 1 2

2 2 2
2 1 1 2 3

,

, .

x x x

x x x z x





  

    
 )13(  

به لحاظ  2و 1شود که  مشاهده می) 13(با استفاده از 
هر نقطه در . ابعادي به صورت ریشه دوم طول می باشند

3صفحۀ عمود بر z  تواند به صورت قطبی  می
در این صورت . استاندارد نوشته شود

1 1
2 1 2 1tan ( ) 2 tan ( )x x      2و 0  

اي سهموي را  استوانه اتاي در دستگاه مختص برش شاخه
به علاوه فاصله شعاعی با رابطۀ . کند تعریف می

2 2 2 2
1 2 1 2( ) 2r x x      شود نوشته می.  

  
  اپراتورهاي دیفرانسیلی

فضاي اشـغال شـده بـه وسـیلۀ یـک جسـم کرانـدار        
پیوسته در فضاي اقلیدسـی سـه بعـدي را بـا زیرمجموعـۀ      

نشـان   Bرا بـا   B به علاوه مرز. هیمد نشان می Bباز
داده و  B B B .هــر نقطــه ازB را بــا P نشــان

,0)0 بـا  0tهمچنین یک بازة بـاز تـا   . دهیم می )t   نشـان
M,از کــلاس  uتــابع بــرداري . شــود داده مــی NC  روي

0(0, )tB شـود اگـر    نامیده میu  0)0روي, )tB 
و  Mنسبت به مکان تـا مرتبـۀ    پیوسته بوده و مشتق آن
و در هـر   B از در هر نقطـۀ  Nنسبت به زمان تا مرتبۀ 

,0)0لحظه  )t t    تـابع  . وجـود داشـته باشـد( , )t P 
0)با نماي  Bروي  1)    و ثابتK  پیوسته

شود اگر براي هر جفـت   نامیده می (Hölder)ازنوع هولدر 
 ر صدق کنداین تابع در نامساوي زی Bدر  Qو Pنقطۀ 

  ]:12و  11[
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t t Kd    PQ(P, ) (Q, )  )14(  
dبه طوري که  PQ    فاصلۀ بـین نقـاطP  وQ  در . اسـت

ــه  ــاي ادام ــولتز  و  عملگره ــین، هلمه ــیلی لاپلاس دیفرانس
در هــر یــک از گرادیـان در دســتگاه مختصــات دکـارتی و   

هاي مختصات معرفی شده در بخش قبـل تعریـف    دستگاه
  .ثابت مثبت است cدر روابط زیر. شوند می

  

  ها در دستگاه مختصات دکارتیعملگر
عملگرهاي گرادیان و لاپلاسین در دستگاه مختصـات  

  :دکارتی عبارتند از

1 2 3
1 2 3

2 2 2
2

2 2 2
1 2 3

,

.

e e e
x x x

x x x

  
   

  

  
   

  

 )15(  

  .است ixبردار یکه در امتداد  ieین روابط در ا
  

اي  در دســتگاه مختصــات اســتوانه عملگرهـا 
  استاندارد

عملگرهاي گرادیان و لاپلاسین در دستگاه مختصـات  
  :اي استاندارد عبارتند از استوانه

2 2 2
2

2 2 2 2

1 ,

1 1 .

e e er zr r z

r r r r z

 



  
   

  
   

    
   

 )16(  

بردارهاي یکه به ترتیب در   zeو  re ،eوابط در این ر
  .هستند zو r ،امتدادهاي 

  

ي ا در دســتگاه مختصــات اســتوانه عملگرهـا 
  بیضوي

اي بیضـوي   این عملگرها در دستگاه مختصات استوانه
  :عبارتند از

1 22 2
1 21 2

3

2 2
2

2 2 2 2 2
1 2 1 2

2

2

1
cosh cos

,

1
cosh cos

,

a

z

a

z

  

   

  
      





  

      





e e

e

( )

)17(  

 2و  1بردارهاي یکه در امتدادهاي  2eو  1eدر اینجا 
  .است zبردار یکه در امتداد  3eبوده و 

   

اي  در دســتگاه مختصــات اســتوانه عملگرهـا 
  سهموي

اي سهموي  این عملگرها در دستگاه مختصات استوانه
  :عبارتند از

1 2 32 2
1 21 2

2 2 2
2

2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 ,

1 ,

e e e
z

z

  

   

   
        

   
        

 

)18(  
 2و  1بردارهاي یکه در امتدادهاي  2eو  1eدر اینجا 

  . است zبردار یکه در امتداد  3eبوده و 
 cبراي موج با سرعت انتشار برابـر  عملگر هلمهولتز 

   الذکر به صورت هاي مختصات فوق در کلیه دستگاه
2

2
2 2

1 ,
c t





  


 )19(  

عملگر لاپلاس بسته به مورد از  شود که در آن نوشته می
  .گردد استخراج می) 18(تا ) 15(روابط 

) اگر تابع برداري , )tu P  0)0روي, )tB  نسبت
پیوسته از نوع هولدر تا  الخط متعامد منحنیبه مختصات 

)باشد و اگر مشتق  2مرتبۀ  , )tu P  2,2از کلاسC  روي
0(0, )tB  باشد به طوري که در معادلۀ حرکت     

( 2 ) ( ) ( )u u u             
 ( الف- 20 ) 

  یا
2 2( ) ( )u u ud sc c         ( ب- 20 ) 

  با
2 22 , ,d sc c  

 


   )21(  

)کند، آنگاه  صدق می , )tu P  را تابع تغییرمکان ارتجاعی
رم ج ضرایب لامه و  و  در این روابط . نامیم می

  .است Bحجمی 
  

 توابع پتانسیل اسکالر
در این قسمت توابع پتانسیل اسـکالر بـراي معـادلات    

هاي مختصات معرفی شده ارائه  در هر یک از دستگاه) 20(
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بدین منظور ابتدا توابع پتانسیل پواسـون، لامـه و   . شود می
  .شوند ترابریج معرفی می -چادویک

   ]7[ پتانسیل پواسون توابع: 1لم 
)فرض کنیـد   , )t P     3,2تـابعی اسـکالر و از کـلاسC 

,0)0روي  )tB  آن پیوسته  3بوده و مشتقات تا مرتبۀ
همچنین فرض کنیـد جـواب معادلـۀ    . دناز نوع هولدر باش

ــوج  )مـ , ) 0d t P  ــا 22بـ
2 2d
dc t

  


 
شـود کـه تـابع بـرداري      به همین ترتیب فـرض مـی  . باشد

( , )tA P  2,2از کـــلاسC  0)0روي, )tB  بـــوده و
تـابع  . از نوع هولـدر باشـد   آن پیوسته 2مشتقات تا مرتبۀ 

( , )tA P ــواب ــوج   ج ــۀ م )معادل , ) 0s t A P  ــا ب
22

2 2s
sc t

  


  0و بــا شــرطA   فــرض

)در این صورت تابع برداري . گردد می , )tu P با تعریف:  
 
u(P, ) (P, ) A(P, )t t t    )22(  

  .باشد تابع تغییرمکان ارتجاعی می
  .شود این لم اثبات می) 20(در ) 22(با جایگزینی : اتاثب

   ]6و  7[ توابع پتانسیل لامه: 2لم 
ــد  ــرض کنی )ف , )t P و ( , )tP   ــع ــب تواب ــه ترتی ب

,0)0اسکالر و برداري باشـند کـه روي    )tB   از کـلاس
2,2C  3,2وC  مرتبه دوم مشتقات به ترتیب تا هستند و
به عـلاوه  . پیوسته از نوع هولدر باشد Bها روي  آنسوم و 

 هـاي معـادلات مـوج     جـواب  و  کنیم که  فرض می
0d    وs  0   هستند کهd وs  در لم
  با تعریف uدر این صورت تابع برداري . اند تعریف شده 1

u(P, ) (P, ) Ψ(P, )t t t   )23(  
  .اشدب تابع تغییرمکان ارتجاعی می

مشـخص  ) 20(در ) 23(جـایگزینی   این موضوع بـا : اثبات
,tu(Pگردد کـه   می تـابع تعییـر مکـان    ) 23(مطـابق   (

  . ارتجاعی است
  ]6[ ترابریج -توابع پتانسیل چادویک:  3لم 

)فرض کنید  , )t P  و( , )t Pلاس توابع اسکالر از ک ـ
3,2C  0)0روي, )tB     ــا دســتگاه مختصــات قــائم ب

1 2 3( , , )      3بوده و کلیۀ مشتقات این توابع تـا مرتبـۀ 
بـه عـلاوه   . گـردد  پیوسته از نوع هولدر فرض می Bروي 

)تابع اسکالر , )t P 4,2از کلاسC  0)0روي, )tB  و
پیوسـته از نـوع هولـدر     Bروي  4مشتقات آن تا مرتبـۀ  

هـاي معـادلات    جـواب  و  ، اگـر  . گردد فرض می
0dموج    ،0s    0وs   باشند، آنگاه

 با تعریف uتابع برداري 

1

1

u(P, ) (P, ) [ e (P, )]
[ e (P, )]

t t t
t

 
 

  


 )24(   

بردار یکـه   1e) 24(در  .یک تابع تغییرمکان ارتجاعی است
باشد که وابسته بـه دسـتگاه    تابعی می و  1در امتداد 

  .باشد مختصات می
ــات ــه  : اثب ــات آنک ــراي اثب ــابق  uب ــابع  ) 24(مط ــک ت ی

داري کنیم کـه تـابع بـر    تغییرمکان ارتجاعی است، ادعا می
( , )tP  ــی) 23(در ــابع    مــــ ــا تــــ ــد بــــ توانــــ

 1 1( , ) ( , )e P e Pt t     جــایگزین شــود .
یـک تـابع   ) 24(مطـابق   u، 2در این صورت بر اساس لم 

تغییرمکان ارتجاعی و کامل بودن آن با کامل بـودن توابـع   
فـوق در هـر یـک از     ادعـاي . شـود  پتانسیل لامه اثبات می

اي معرفی شده با اسـتفاده از   هاي مختصات استوانه دستگاه
  .شود دو لم بعدي اثبات می

)فرض کنید تابع برداري  :4لم  , )tv P  2,0از کلاسC 
,0)0روي  )tB  بوده و رويB   پیوسته از نوع هولـدر

  باشد به طوري که در معادلات
0, 0,

0.
v(P, ) e v(P, )

e v(P, )
z

z

t t
t

   

 
 )25(  

)در این صورت . کند صدق می , )tv P روي 
0(0, )tB ثابت است.  

بررسی  هاي مختصات را جداگانه براي اثبات دستگاه
  .کنیم می

  دستگاه مختصات کارتزین) الف
0zvشود  نتیجه می) 25(معادلۀ دوم از   . از معادلات

  :توان نتیجه گرفت نیز می) 25(اول و سوم 
2 2 2 2

2 2 2 20, 0.x yv v
x y x y

      
            

 )26(  
ک هارمونی zeروي صفحات عمود بر yvو  xvیعنی 
کراندار  Bروي  vبر اساس فرض این لم تابع . هستند

است و در تئوري معادلات با مشتقات جزیی نشان داده 
 ].12[ شود که هر تابع هارمونیک کراندار ثابت است می

یا  xeتوان  واضح است که در این دستگاه مختصات می
ye  را جایگزینze کرد.  
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  اي استاندارد دستگاه مختصات استوانه) ب
شود که  مجدداً نتیجه می) 25(با استفاده از معادلۀ دوم 

0zv  . نتیجه ) 25(همچنین از معادلات اول و سوم
  : شود می

2

2 2

2

2 2

( ) ( )1 1[ ] 0,

( ) ( )1 1[ ] 0.

r rrv rvr
r r r r

rv rvr
r r r r

 





 
 

  
 

 
  

 )27(  

rvو  rrvبنابراین توابع   روي هر صفحۀ عمود بر ze 
کراندار  Bروي  vاز آنجایی که تابع . هارمونیک هستند

rvو  rrvست، پس توابع ا   رويB ا . ثابت هستندام
0rدر  vاز آنجایی که    است، آنگاه  کراندارنیز

( , )tv P همه جا روي B صفر است.   
  اي بیضوي دستگاه مختصات استوانه) ج

0zvنتیجۀ ) 25(مجدداً با استفاده از معادلۀ دوم    به
نیز نتیجه ) 25(از معادلات اول و سوم . آید دست می

       : شود می
2 2

12 2 2 2 2
1 2 1 2

2 2

22 2 2 2 2
1 2 1 2

1 0,
(cosh cos )

1 0.
(cosh cos )

v
a

v
a

   

   

  
     

  
     

 

 )28(  
 zeروي هر صفحۀ عمود بر 2vو   1vبنابراین توابع 

روي  vهارمونیک بوده و با استفاده از فرض این لم تابع 
B  ثابت است.  

  اي سهموي دستگاه مختصات استوانه) د
0zvنتیجۀ ) 25(با استفاده از معادلۀ دوم     به دست

    : شود نیز نتیجه می) 19(از معادلات اول و سوم . آید می
2 2

12 2 2 2
1 2 1 2

2 2

22 2 2 2
1 2 1 2

1 0,

1 0.

v

v

   

   

  
     

  
     

 )29(  

 zeروي هر صفحۀ عمود بر 2vو   1vیعنی توابع 
  .ثابت است  Bروي  v در نتیجههارمونیک هستند و 

,tΨ(Pفرض کنید : 5لم  یک تابع برداري از کلاس  (
3,0C  0)0روي, )tB که مشتق اول  باشد به طوري

همچنین فرض . پیوسته از نوع هولدر باشد Bآن روي 
,ta(P  کنید )تابع برداري غیرچرخشی  ( ) a 0 

,0)روي  1,0Cاز کلاس  )tB در این صورت . باشد
)ابع اسکالر تو , )t P  و( , )t P  وجود دارند به طوري
  :     که

z z

t
t t t

Ψ(P, )
e (P, ) [e (P, )] a(P, ) 


  

 )30(  

  :داریم) 30(با اعمال اپراتور کرل روي : اثبات

.z z

t
t t

Ψ(P, )
(P, )e (P, )e 

 
 

 )31(  

,P)با این رابطه واضح است که  ) 0Ψ t  .ع تاب
( , )tv P کنیم را به صورت زیر تعریف می  :  

1

1 .
v(P, ) Ψ(P, ) (P, )e

(P, )e
t t t

t



  


 )32(  

)در این صورت  , ) 0v P t  . اگر توابع  و  را
  :هاي معادلات زیر در نظر بگیریم جواب

  ت دکارتیدستگاه مختصا) الف
  

2 2

2 2

22 2 2
31 1 2

2 2 ,

e Ψzx y

x y x y x z


  

      
      

   
     

  )33(   

2 2
3 2

12 2
2 3 2 3

.e Ψ
x x x x


    

         
 )34(   

  اي استاندارد دستگاه مختصات استوانه) ب
2 2

2 2 2

1 1 ,e Ψzr r r r



   

       
 )35(   

2 2

2 2 2

1 1

1 1 .

e Ψ

( )

z

r

r r r r
r

r r r







   
       

  
 

 

 )36(  

  که در آن 
 

1

+

z
r

r z r
z

r
r z

r r
z r r

( )Ψ e

e e










        
                 

 

 )37(   
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  اي بیضوي دستگاه مختصات استوانه) ج
2 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2

1
cosh cos

,z

a


   
  

     


( )
e Ψ

 )38(  

2 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2

1
cosh cos

.z

a


   
  

     


( )
e Ψ

 )39(  

  که در آن

3 2
12 2

21 2

3 1
22 2

11 2

2 1
2 2

1 21 2

1
cosh cos

1
cosh cos

1 .
cosh cos

z

za

za

a

 

 

  

 

   
    
    
   

          

Ψ

e
( )

e
( )

e
( )

 )40(  
  اي سهموي دستگاه مختصات استوانه) د

2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 ,e Ψz
   

  
      

 )41(  

2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 .e Ψz
   

  
      

 )42(  

  که در آن

3 2
12 2

21 2

3 1
22 2

11 2

2 1
2 2

1 21 2

1

1

1 .

Ψ e

e

ez

z

z

 

 

  

     
    
    
   

          

 )43(  

) 34(و ) 33(لات آنگاه براساس تئوري توابع پتانسیل، معاد
با  ].13[ اریتمی دارندجواب به شکل توابع پتانسیل لگ

توان نشان داد  می) 34(و ) 33(استفاده از 
( , ) 0e v Pz t   و( , ) 0e v Pz t .  در این

   :توان نوشت می 4با استفاده از لم صورت 
Ψ(P, ) e (P, ) [e (P, )] a(P, )t t t tz z    

 )44(  

,ta(Pکه در آن  یک تابع برداري غیرچرخشی دلخواه  (
  . کند این رابطه اثبات این لم را کامل می. است

  

توابع پتانسیل اسکالر براي معادلات حرکـت   
  اي هاي مختصات استوانه در دستگاه

قضیه بعدي توابع پتانسیل کامل براي حل معادلات 
در این اي که  هاي مختصات استوانه حرکت در دستگاه
این توابع . دهد اند را در اختیار قرار می مقاله معرفی شده

براي حل معادلات حرکت یا انتشار امواج به صورت 
  . گیرد تحلیلی مورد استفاده قرار می

در  الاستودینامیک توابع پتانسیل اسکالر: قضیه
  اي هاي مختصات استوانه دستگاه

    :شود ورت زیر تعریف میبه ص uفرض کنید

2 ,

u(P, ) (P, ) [e (P, )]
(P, ) e (P, )

z

z

t t t
t t

z

 




  

     

 )45(  

 4,2Cاز کلاس و  3,2Cاز کلاس و  که در آن 
,0)0روي  )tB و همۀ مشتقات آنها روي  بودهB 

  به علاوه. پیوسته از نوع هولدر است
0, 0, 0.(P, ) (P, ) (P, )d s st t t      

  )46(  
  .یک تابع تغییرمکان ارتجاعی است uدر این صورت 

و توجه ) 20(در معادلات  uبا جایگزینی مستقیم : اثبات
) 45(مطابق  uشود که  دیده می) 19(تا ) 15(به روابط 

هاي  در هر یک از دستگاه یک تابع تغییرمکان ارتجاعی
  .است اي ارائه شده،  مختصات استوانه

  )45(کامل بودن جواب : قضیه
,tu(Pفرض کنید  براي هر تابع تغییرمکان ارتجاعی  (

,0)0حالت دلخواه روي  )tB همچنین فرض . باشد
fکنید  u (P) (P, (P)و  ( (P, )f u    توابع

,0)0در لحظۀ  Bپیوسته روي )t  این در . باشد
و تابع  3,2Cاز کلاس  و  صورت توابع اسکالر 

,0)0روي  4,2Cاز کلاس  اسکالر  )tB  وجود دارند
پیوسته از نوع  Bبه طوري که کلیه مشتقات آنها روي 

  .برقرارند) 46(و ) 45(هولدر بوده و روابط 
,tu(Pفرض کنید : اثبات تابع تغییرمکان ارتجاعی  (
و ) 23رابطه (از آنجایی که توابع پتانسیل لامه . باشد

کامل هستند، اگر نشان داده شود که ) 22رابطه (پواسون 

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

  
  131                                                                                                                                     .....      توابع پتانسیل اسکالر     

  
 

به ازاي هر سه تایی  , ,   توابع اسکالر ) 24(در
 ،  و وجود دارد به طوري که u  45(مطابق (

که در  بدین منظور کافیست .کامل است uباشد، آنگاه 
 zeبه ترتیب تابع ثابت واحد و  1eو  به جاي ) 24(

به صورت زیر در ) 24(در این صورت . قرار داده شود
  :    آید می

.
u(P, ) (P, ) [e (P, )]

[e (P, )]
z

z

t t t
t




  


 )47(  

  با استفاده از اتحاد
.[e (P, )] e [ (P, )]z zt t      )48(  

هاي قائم، آخرین جمله  و تعریف ضرب خارجی در دستگاه
  :کند به صورت زیر تغییر می) 47(در 

 
2

2 1 1
1 1 2 2 1 1

2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 1 1 2 2

[ ] [ ]

1 1 1[ ]

1[ ] [ ].

z z

z

t t

h h h z

h z h h

 

  
  

  
  

   

   
        

  
   

   

e (P, ) e (P, )

e e e

e e

 )49(  

هاي  یب مقیاس در دستگاهاضر 2hو  1h به طوري که
به . سهموي است اي استاندارد، بیضوي و مختصات استوانه

معادل مجموع دو جمله ) 49(توان نشان داد که  راحتی می
. جایگزین کنیم را با  است اگر ) 45(آخر در 

تایی   بنابراین اگر سه ( , , با  (   ( , , ) 
قرار داده شود  1e ،ze و  به جاي جایگزین شود و

معادل هستند و بدین ترتیب ) 45(و ) 24(آنگاه روابط 
  .باشد اثبات کامل می

  
  نتیجه گیري

از آنجایی که حل معادلات برداري موج به جز در     
باشد، توابع پتانسیل  تی مشکل میدستگاه مختصات دکار

اي استاندارد،  هاي مختصات استوانه اسکالر در دستگاه
اولین سوال پس از ارائه . بیضوي و سهموي ارائه شده است

توابع پتانسیل مسئله کامل بودن آنها است که در اینجا بر 
ترابریج به -اساس توابع پتانسیل پواسون، لامه و چادویک

  .ه شده استاین سوال پاسخ داد
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