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استفاده از تئوري کلاسيک صفحات در تحليل ارتعاشات صفحه 

  تابعي دايروي کوپل شده با لايه هاي پيزوالکتريک

  iiعباس راستگو; iابراهيميفرزاد 

  چكيده
کوپل شده با لايه هاي پيزوالکتريک براساس ) FGM(تحليل ارتعاشي صفحات دايروي نازک از جنس مواد تابعي 

مشخصات صفحه تابعي مطابق تابع تواني از جزء حجمي مواد تشکيل . ده استتئوري صفحات کرشهف ارائه ش

دهنده در راستاي ضخامت صفحه و ميدان پتانسيل الکتريکي با يک تابع درجه دو طوري مدل شده است که معادله 

 تکيه گاه معادلات ديفرانسيل حرکت براي اولين بار به صورت تحليلي براي صفحه دايروي با. ماکسول برآورده شود

 روش تحليلي ارائه شده از طريق مقايسه نتايج با تحقيقات مشابه و نيز با نتايج يدرست. گيردار حل شده است

در مطالعات عددي تاکيد اصلي، بررسي اثر تغيير شاخص گراديان . روش المان محدود سه بعدي تاييد شده است

اي تحليلي و نتايج حاصل مدل ساده شده اي براي پاسخه. باشدصفحه تابعي بر روي ارتعاشات سازه مرکب مي

  . دهدمطالعه پارامتري و درک مشخصات ارتعاشي صفحات دايروي ايزوتروپ کوپل با لايه هاي پيزوالکتريک ارائه مي

  كلمات كليدي 

   پيزوالکتريک، تئوري صفحات کرشهفلايه هاي ،مواد تابعي

Vibration Analysis of Thin Circular FGM Plate Coupled 
with Piezoelectric Layers  

Farzad Ebrahimi , Abbas Rastgo 

ABSTRACT 
 

Analytical investigation of the vibration behavior of thin circular functionally graded (FG) plates 
integrated with two uniformly distributed piezoelectric actuator layers based on the classical plate theory 
(CPT) is presented. The material properties of the FG substrate plate are assumed to be graded in the 
thickness direction according to the power-law distribution. The differential equations of motion are solved 
analytically for clamped edge boundary condition of the plate. The detailed mathematical derivations are 
presented and numerical investigations are performed while the emphasis is placed on investigating the effect 
of varying the gradient index of FG plate on the vibration characteristics of the structure.  

KEYWORDS 
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  مقدمه ‐١

به تازگي رده جديدي از مواد تحت عنوان مواد تابعي 

(FGM) که در آنها خواص ماده به صورت تابعي پيوسته 

نسبت به مکان و بخصوص در راستاي ضخامت سازه تغيير 

اين مواد از ديدگاه ميکروسکوپي غير . کند، معرفي شده اندمي

 .شوندهمگن بوده و معمولا از ترکيب فلز و سراميک ساخته مي

اي جهت استفاده در سازه هاي پيشرفته طراحي مواد مرکب لايه

شوند اما تغييرات زياد بين خواص هر لايه در سطح تماس مي

اي بسيار  باعث ايجاد تنشهاي برشي بين لايه،دو لايه مجاور

اين . گرددبزرگ و در نتيجه منجر به پديده جداشدگي لايه هامي

 پيوسته در خواص مواد همانند نقطه ضعف با ايجاد تغييرات

 بنابراين .گرددشود برطرف مي ديده ميتابعيآنچه در مواد 

 قابليت استفاده در سازه هاي پيشرفته را خواهند تابعيمواد 

هاي مختلف از جمله  تحليل اي در زمينهتحقيقات گسترده. داشت

  و تحليل]٣[ ، تحليل ديناميکي ]٢[ ، تحليل دقيق تنش ]١[کمانش 

  تابعيغيرخطي ترموالاستيک سازه هاي ساخته شده از مواد 

 در سالهاي اخير به علت قابليت همچنين.  گزارش شده است] ٤[

، و رواج استفاده از مواد پيزوالکتريک به عنوان حسگر يا محرک

هاي مختلف تعبيه مطالعه و بررسي اين مواد که بر روي سازه

. هشگران قرار گرفته استشده اند مورد اقبال بسيار زياد پژو

/  بهره برداري بهينه از خواص حسگرييدر اين راستا، برا

د اندرکنش بين سازه اصلي و ماده يمحرکي اين مواد،با

به تازگي مطالعاتي برروي . پيزوالکتريک به خوبي شناخته شود

قابليتهاي مختلف مواد پيزوالکتريک براي نصب بر روي 

به .  نيز ارائه شده استعيتابصفحات ساخته شده از مواد 

 به تابعي  مستطيلي صفحه]٥[عنوان نمونه اوتاوا و تانيگاوا 

همراه لايه پيزوالکتريک تحت بار گذاري گرمايي گذرا را مورد 

 صفحهيک حل سه بعدي نيز براي .اندبررسي قرار داده

 کوپل شده با لايه محرک پيزوالکتريک توسط تابعي مستطيلي

 ماتريس انتقال و يستفاده از روشها با ا]٦[ردي و چنگ

يک سازه ] ٧[وانگ و نودا. گسترش مجانبي پيشنهاد شده است

هوشمند مرکب از سه لايه شامل يک لايه فلزي و يک لايه 

در .  بين آنها را تحليل کرده اندتابعيپيزوالکتريک و يک لايه 

حاليکه يک مدل اجزاء محدود براي مطالعه کنترل شکل و 

حسگرو  به همراه لايه هاي تابعي  مستطيليفحهصارتعاشات 

 پيشنهاد شده ]۸[محرک پيزوالکتريک توسط هي و همکاران

  مستطيليبه تازگي نيز رفتار غير خطي ديناميک صفحه.است

 کوپل شده با لايه هاي پيزوالکتريک در بالا و پايين آن که تابعي

در محيط گرمايي ارتعاشات غيرخطي خواهد داشت توسط 

تمامي مطالعات .  است مورد مطالعه قرار گرفته]٩[گ و شنهوان

 با شکل مستطيلي صورت تابعياشاره شده بر روي صفحات 

از مقدمه ارائه شده و بررسي تحقيقات صورت . گرفته است

شود که تاکنون تحقيقي براي مي دهيگرفته در اين حوزه د

بررسي و مطالعه رفتار ارتعاشي و مشخصات ديناميکي صفحه 

 کوپل شده با لايه هاي پيزوالکتريک تابعيحلقوي يا دايروي 

  . ارائه نشده است

در همين راستا، تحقيق حاضربه دنبال يافتن پاسخي تحليلي 

براي رفتار ارتعاشي صفحه دايروي نازک ساخته شده از مواد 

 به همراه دو لايه بر مبناي تئوري کلاسيک تغيير شکل تابعي

 ديفرانسيل حرکت به صورت تحليلي ، معادله.باشدصفحات مي

 علاوه بر نتايج عددي مربوطه، روش بدست .حل شده است

کاربرد .  آوردن معادلات نيز به صورت کامل ارائه شده است

 شاخصمدل پيشنهاد شده با مطالعه اثرات مربوط به تغيير 

 بر روي مشخصات ارتعاشي سازه تابعيگراديان صفحه 

 نتايج حاصل از روش قت و ديدرست. بررسي شده است

پيشنهادي با مقايسه نتايج آن با نتايج موجود در تحقيقات 

مشابه براي صفحه فلزي و همچنين با مقايسه آن با نتايج 

  .حاصل از تحليل سه بعدي اجزاء محدود اثبات شده است

   و پيزوالکتريکتابعيمواد  ‐٢

مدلهاي تحليلي و محاسباتي مختلفي براي توزيع مکاني 

در .  پيشنهاد شده استتابعييزيکي و مکانيکي مواد خواص ف

اين تحقيق از تابع تواني ساده جزء حجمي مواد تشکيل دهنده 

لذا براي ماده . در راستاي ضخامت صفحه استفاده خواهد شد

برقرار ) ۱( ساخته شده از مخلوط فلز و سراميک رابطه تابعي

  :است

1=+ cm VV  )۱(  

 بــه ترتيــب جــزء حجمــي ســراميک و فلــز Vm  و Vcکــه در آن 

 در راستاي ضـخامت صـفحه بـه         Vcهمچنين تغييرات   . باشندمي

  ]١٠[:گرددبيان مي) ٢(صورت رابطه

0,)212( ≥+= ghzV g
fc, )2( 

 شاخص گراديـان ايـن   g و تابعي ضخامت صفحه ٢ hfکه در آن

 و  Eشـود کـه مـدول الاستسـسيته         فـرض مـي   . باشـد   ماده مـي  

 در راستاي ضخامت صـفحه و بـر مبنـاي           تابعي ماده   ρچگالي

 در راسـتاي    υتغيير کنـد در حاليکـه نـسبت پواسـون            )۳(رابطه  

  .]١١[گرددضخامت ثابت فرض مي

mcmc EzVEEzE +−= )()()(  

mcmc zVz ρρρρ +−= )()()(  
νν =)(z  

)٣( 

فلــز  ترتيــب بــه اجــزاء  بــهcو   mکــه در آن زيرنــويس هــاي 

در ) ٢( پس از جاگـذاري از معادلـه         .شوندوسراميک مربوط مي  
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٣

) ۴( با تـابع تـواني    تابعيتغييرات خواص در صفحه    ،  ) ٣(معادله  

 اسـت مـشخص     ]١٠[که همانند تـابع پيـشنهادي ردي و پـراوين         

  : شودمي

m
g

fmc EhzEEzE ++−= )212)(()(  

m
g

fmc hzz ρρρρ ++−= )212)(()(  
)۴(  

 اســتاتيک بــراي يــک مــاده ‐ي دو بعــدي الاســتومعادلــه اساســ

پيزوالکتريک در مختصات قطبي و بـر مبنـاي تئـوري کلاسـيک             

  :]١٢[است )۵(صفحات به صورت رابطه 

z
E

rr
Ep

rr EeCC 311211 −+= θθεεσ  )۵( 

z
E

rr
Ep EeCC 311112 −+= θθθθ εεσ  )۶( 

( ) ( )EE
r

EEp
r CCzCC 12111211 −−=−= θθ ετ  )۷( 

 Ek اجزاي تـنش و کـرنش و         به ترتيب معرف  kεو  iσکه در آن    

Eهمچنين  . باشنداجزاي ميدان الکتريکي مي   
ijC     اجـزاي مـاتريس 

ثابت کاهيده نفوذ پذيري ماده پيزوالکتريـک بـوده          31eو  سختي  

  :]١٢[داده شده اند ) ۱۲(و به صورت رابطه 

( ) EEEE CCCC 33
2

131111 −=  
EE CeCee 3333133131 −=

( ) EEEE CCCC 33
2

131212 −= 

 Cij معرف ثابت نفوذ پـذيري مـاده  پيزوالکتريـک و      eکه در آن    

  .درايه هاي ماتريس مدول الاستسسيته هستند

  معادلات اساسي در ميدان پتانسيل الکتريکي ‐٣

در بيشتر کاربردهاي عملي نسبت شعاع به ضخامت صفحه 

 و از فرضيات کرشهف که در آن اثر تغيير  بوده۱۰بيشتر از 

توان  است، مييمکان برشي و اينرسي دوراني قابل چشم پوش

براساس اين تئوري کلي ترين حالت ميدان تغيير . استفاده نمود

  :]۱۲[است) ۸(اد شده به صورت رابطه يمکان براي صفحات 

),,(),,( trwtruu zz θθ ==  )8( 

r
uztruu z

rr ∂
∂

−== ),,( θ  )9(  

θ
θθθ ∂

∂
−==

r
uztruu z),,(  )10(  

 θ وr  به ترتيب تغيير مکانها در راستاي uz و uθو   urکه در آن 

لايـه هـاي    شود که جهت قطـب در       همچنين فرض مي  .  هستند zو

باشد و در صورت اعمال پتانسيل       مي zپيزوالکتريک در راستاي    

الکتريکي خارجي در اين لايه ها، يک ديفرانسيل کرنش که خـود            

در . گـردد مش صفحه را به دنبـال خواهـد داشـت ، ايجـاد مـي          خ

 و لايــه هــاي  تــابعياينــصورت اجــزاي کــرنش در صــفحه    

  :]١٣[شوندمي داده) ۱۲(و)۱۱(پيزوالکتريک به صورت روابط 
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 بـه   تابعيون هوک مولفه هاي تنش در صفحه        حال بر اساس قان   

  :]٣٨[شوند بيان مي) ١٦(‐)١٤(صورت روابط
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  وتـابعي  نشان دهنـده متغيـر در صـفحه    fکه در آن بالانويس 

E(z)     مدول يانگ صفحه FG   بيـان شـده    ) ۴(ر معادلـه     است که د

  . است

مختلفي براي توزيع پتانسيل الکتريکي در لايه مدلهاي 

در اين تحقيق از تابع درجه دوم زير .  وجود داردپيزوالکتريک

 پيشنهاد شده است استفاده ]١٤[که توسط وانگ و همکاران 

  :شودمي

( )( )[ ] ),,(221 2 trhhhz ppf θϕφ −−−=  )17(  

),,(که در آن     tr θϕ           پتانسيل الکتريکـي در صـفحه ميـاني لايـه 

 تـابعي و  صـفحات  به ترتيب ضخامت  hp  و hf ۲ و پيزوالکتريک

تغييـر    و Eحال شـدت ميـدان الکتريکـي        . باشند مي پيزوالکتريک

 در مختصات اسـتوانه اي بـه صـورت روابـط      D الکتريکيمکان  

  ]:۱۵[خواهد بود) ۲۰(‐)۱۸(

)(1111 r
ED rr ∂

∂
−Ξ=Ξ=

ϕ  )18( 

)(1111 θ
ϕ

θθ ∂
∂

−Ξ=Ξ=
r

ED  )19( 

( )θθεε ++Ξ= rrzz eED 3133  )20( 
ــده دي الکتريـــک لايـــه     11Ξ,33Ξکـــه در آن ــاي کاهيـ ثابتهـ

  ]:۱۴[داده شده اند) ۲۱(پيزوالکتريک بوده و به صورت رابطه 

)( 33
2
333333

ECe+Ξ=Ξ 1111 Ξ=Ξ )21( 
  .ثابتهاي دي الکتريک لايه پيزوالکتريک هستند 33Ξ,11Ξو

  معادلات حاکم ‐٤

براي بدست آوردن معادلات حاکم بر سيستم صفحه 

کوپل با لايه هاي پيزوالکتريک ابتدا اجزاي  تابعي دايروي

بدست  )۲۲(گشتاور خمشي و نيروي برشي را به صورت 

  :]۱۳[شود يآورده م
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و ) ۷(تا  ) ۵(در معادلات   ) ۱۳(تا  ) ۱۱(حال با جايگذاري معادلات     

تـا  ) ۲۲(صـل در معـادلات      و جايگذاري معادلات حا   ) ۱۶(تا  ) ۱۴(

معادلــه حــاکم بــر صــفحه در  يانيــو جايگــذاري روابــط پا) ۲۶(

   :کرشهف 

r
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q
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q rr +

∂
∂

+
∂
∂
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θ  )27(  
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  : آيدبدست مي )۲۸(به صورت رابطه معادله ديفرانسيل حرکت 

( ) 0
3
4

2

2

03121 =
∂
∂

+∆+∆∆+
t
wPehwDD p ϕ

 
)28(  

   لاپلاسين در مختصات استوانه اي بوده وپراتورا∆که در آن 

∫−
= f

f

h

h f
f

f dzz
h

)(
2

1~ ρρ         , 

∫− −
=

f

f
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h
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2
2 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ++=  

)~(20 ppff hhP ρρ +=  
 

 و لايـه هـاي   تـابعي   به ترتيب چگـالي صـفحه       ρp و   ρfکه درآن     

دله ماکسول،  توجه شود که بر مبناي معا     . باشندپيزوالکتريک مي 

ديورژانس چگالي شار الکتريکي در تمـامي نقـاط داخـل محـيط             

اين شرايط بـا صـفر قـرار دادن انتگـرال        . بايستي صفر گردد  مي

ديورژانس چگالي شار الکتريکي در راستاي ضخامت لايه هـاي          

  بـرآورده ) ٢٩(بـه صـورت رابطـه    θ  وrپيزوالکتريک بـراي هـر   

  :]١٥[گرددمي

( )
∫ ∫

+ +
=⎟

⎠
⎞
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∂
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)29( 

ــور ∇ اپرات
r

ــه  ــصات   )۲۹( در معادل ــان در مخت ــور گرادي اپرات

در ) ۲۰(تا  ) ۱۸(حال با جايگذاري معادلات     . باشداستوانه اي مي  

  : شودحاصل مي )۳۰(رابطه  )۲۹(معادله 

0
812 33

31
2

33

11
2

=∆
Ξ

+−∆
Ξ

Ξ
w

ehh pp ϕϕ  )30(

 روش حل ‐٥

 را φتوان مي) ٣٠(و ) ٢٨(در آغاز با حل همزمان معادلات 

  :بدست آورد) ٣١( به صورت رابطه wبرحسب 

( )

2

2

3331

11
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2

3331

1121
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−=

ρρ

θϕ
 )31( 

 
و جايگذاري  )٣١(نک با اعمال اپراتور لاپلاسين به معادلهيا

،معادله ديفرانسيل از نوع ) ٢٨(رابطه بدست آمده در معادله 

معادله با مشتقات جزئي دي کوپله از مرتبه شش به صورت 

  :شودحاصل مي) ٣٢(رابطه

0)( 2

2

02

2

123 =
∂
∂

−
∂
∂

∆+∆∆−∆∆∆
t
wP

t
wPwPwP  )32( 

  :که در آن

33011
2

1 12ΞΞ= PhP p

 
33

2
31

3
212 6Ξ++= ehDDP p

3311
2

213 12)( ΞΞ+= phDDP  )33( 
  : ]٣٩[ شودابتدا فرض مي) ٣٢(براي حل معادله 

( )tmierwtrw ωθθ −= )(),,( 1  )34( 
عـدد   m فرکانس طبيعي زاويه اي صـفحه مرکـب و           ωکه در آن    

بـر  ) ٣٢(بـا بـاز نويـسي معادلـه         . موج در راستاي محيطي است    

1)(مبناي   rw      و پس از حـذف جمـلات     ) ٣٤( و استفاده از معادله

  :شود حاصل مي٣٥نمايي رابطه 

010
2

11
2

1213 =+∆−∆∆−∆∆∆ wPwPwPwP ωω  )35( 
  :که در آن

2222 rmrdrddrd −+=∆  
. ه از روش جداسازي حل کـرد      توان با استفاد  را مي ) ٣٥(معادله  

  در مرکـز صـفحه غيـر تکـين        1wبا در نظر گرفتن اين نکتـه کـه          

  : توان براي آن پيشنهاد کردرا مي )٣٦(باشد، راه حل کلي مي

∑
=

=
3

1
1 )(

n
nnmnm rZAw α  )36( 

  :که در آن

11 x=α , 22 x=α , 33 x=α  )37( 

 x3  , x2, ,x1  ٣٨(ريـشه هـاي معادلـه مشخـصه      )٣٧(در رابطه( 

  :باشندمي

00
2

1
22

2
3

3 =+−− PxPxPxP ωω  )38(  
  و

⎩
⎨
⎧

>
<

==
0,)(
0,)(

),()(
iim

iim
iimiim xrI

xrJ
rZrZ

α
α

αα  )39(  

)( و =١iو٢و٣کــه در آن rJ im αو )( rI im α ــع ــه ترتيــب  تواب  ب

نـک بـراي   يا .باشـند تبه اول معمولي و اصلاح شـده مـي  بسل مر
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٥

),,(بدست آوردن جواب مناسبي براي tr θϕشود ، فرض مي:   
( )tmiertr ωθϕθϕ −= )(),,( 1  )40(  

حل بر طبق رابطه ) ٣١(در معادله ) ٣٦(نک با جايگذاري معادله     يا

1)(براي ) ٤١( rϕشود حاصل مي:  
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  حل معادلات  ‐٦

حال معادلات مربوط به شرايط مرزي در حالت گيردار به 

  :گرددبيان مي )۴۲(صورت رابطه 

)(0 0111 rratdrddrdww ==== ϕ  )42( 
  :خواهد بود) ۴۳(و معادله مشخصه به صورت رابطه 
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 )46( 

 فرکـانس  λ  و   rکه در آن علامت پرايم معرف مشتق نـسبت بـه            

 از معادلـه    ωپـس از محاسـبه      . باشـد اي بي بعد مي   طبيعي زاويه 

ــادلات  ) ۴۳( ــتفاده از مع ــکل) ۴۲(و ) ۳۶(و اس ــد ش ــه w1هاي م  ب

  :آيدبدست مي) ۴۷(صورت 
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)47(  
پتانــسيل ) ۴۲(و ) ۴۱(، ) ۳۶(بــه عــلاوه بــا اســتفاده از معــادلات 

  :گرددارائه مي) ۴۸(الکتريکي به صورت رابطه 
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)48(  

قبل ازشروع بحث و بررسي نتايج، براي تاييد نتايج حاصل 

 ]١٤[به مقايسه آنها با نتايج ارائه شده توسط وانگ و همکاران 

. شودکه براي صفحه دايروي فولادي ارائه شده، پرداخته مي

 کوپل تابعيراي صفحه همچنين از آنجا که تاکنون نتايجي ب

هاي پيزوالکتريک در تحقيقات موجود ارائه نشده شده با لايه

است به تاييد نتايج با مقايسه آنها با نتايج حاصل از تحليل 

مدل اجزاء محدود . شودياجزاء محدود سه بعدي پرداخته م

 گره اي با تعداد کل ۸ارائه شده شامل المانهاي سه بعدي 

            المان و با سه درجه آزادي۲۴۲۷۶ گره و تعداد ۲۶۹۵۰

 تابعيبراي هر گره در مورد المان مربوط به صفحه ) جابجايي( 

سه درجه جابجاي ، دما ، ولتاژ و خواص ( درجه آزادي ۶و 

براي المان مربوط به لايه هاي پيزوالکتريک خواهد ) مغناطيسي

  .بود

   و پيزوالکتريکتابعي خواص مواد): ۱(جدول 

Ec = ۲۰۵ Gpa , ν= ۰,۳ Em = ۲۰۰ FGM 
Plate ρc =۸۹۰۰ (kg/m3) ρm =۷۸۰۰ 

e31 (C/m2)= ۴,۱‐  e33=۱۴,۱ 

ρp =۷۵۰۰ (kg/m3) e15 =۱۰,۵ 

=EC11 ۱۳۲ Gpa =EC12 ۷۱ 

11Ξ =۷,۱۲۴ (nF/m) 33Ξ =۵,۸۴۱ 

PZT4 
Layers 

=EC13 ۷۳,   =EC55 ۲۶ =EC33 ۱۱۵ 

  ارائه نتايج حاصل و بحث و بررسي آنها  ‐٧

 کوپل تابعي در اين بخش، صفحه دايروي از جنس مواد

هاي پيزوالکتريک تحت شرايط تکيه گاهي گيردار و شده با لايه

مورد بررسي قرار ) ۱(ول خواص فيزيکي مطابق جديدارا

 متر و ۶/۰شعاع خارجي صفحه دايروي برابر. خواهد گرفت

 تابعينسبت ضخامت هر لايه پيزوالکتريک به ضخامت صفحه 

اولين سه فرکانس طبيعي .  در نظر گرفته شده است۱/۰برابر 

ا لايه هاي پيزوالکتريک که با يبدون و  تابعي صفحه دايروي

ائه شده در مقاله حاضر محاسبه استفاده از روش تحليلي ار

اين نتايج با نتايج حاصل . اند ارائه شده۳و۲شده اند، در جداول 

  .از تحليل اجزاء محدود سه بعدي نيز مقايسه شده است
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٦ 

  تابعي فرکانس هاي طبيعي صفحه دايروي:  )۲(جدول 

Power 
Index 

Mode 
no. 

FGM plate 

g m Present 
Method 

Present 
(FEM) 

Diff. 
(%) 

Wang et 
al.[14] 

      
۰  ۱۳۸,۴۲ ۱۳۹,۲۷ ۰,۶۱ ۱۳۸,۴۸ 
۱ ۲۸۸,۰۵ ۲۸۹,۷۰ ۰,۵۷ ۲۸۸,۲۰ 
۲ ۴۷۲,۵۵ ۴۷۳,۴۵ ۰,۱۹ ۴۷۲,۷۹ 

۰ 

     
۱ ۰  ۱۳۴,۶۳ ۱۳۵,۴۳ ۰,۵۹ - 

۱ ۲۸۰,۱۷ ۲۸۱,۷۸ ۰,۵۷ - 

۲ ۴۵۹,۶۲ ۴۶۰,۴۵ ۰,۱۸  -  
     

۳ ۰  ۱۳۲,۷۰ ۱۳۳,۶۳ ۰,۶۹ - 

۱ ۲۷۶,۱۹ ۲۷۸,۰۴ ۰,۶۷ - 

۲ ۴۵۳,۰۹ ۴۵۴,۳۴ ۰,۲۸ -  
     

۵ ۰  ۱۳۲,۱۲ ۱۳۳,۰۶ ۰,۷۰ - 

۱ ۲۷۴,۹۶ ۲۷۶,۸۵ ۰,۶۹ - 

۲ ۴۵۱,۰۶ ۴۵۲,۳۹ ۰,۲۹ -  
     

۷ ۰  ۱۳۱,۸۵ ۱۳۲,۷۸ ۰,۷۰ - 

۱ ۲۷۴,۳۹ ۲۷۶,۲۵ ۰,۶۷  - 

۲ ۴۵۰,۱۳ ۴۵۱,۴۶ ۰,۲۹ -  
     

۹ ۰  ۱۳۱,۶۹ ۱۳۲,۷۰ ۰,۷۶ - 

۱ ۲۷۴,۰۷ ۲۷۶,۰۹ ۰,۷۳ - 

۲ ۴۴۹,۶۰ ۴۵۰,۸۴ ۰,۲۸ -  
     

۱۰ ۰  ۱۳۱,۶۴ ۱۳۲,۵۵ ۰,۶۸ - 

۱ ۲۷۳,۹۶ ۲۷۵,۷۹ ۰,۶۷ - 
 

۲ ۴۴۹,۴۲ ۴۵۰,۶۶ ۰,۲۸ - 

 
 کوپل با لايه هاي تابعي  صفحه دايروي يفرکانس ها) : ۳(جدول 

   تابعيپيزوالکتريک براي مقادير مختلف گراديان 

Power 
Index 

Mode 
no. 

FGM plate 

g m Present 
Method 

Present 
(FEM) 

Diff. 
(%) 

Wang et 
al.[14] 

      
0  143,63 144,69 0,73 143,71 
1 298,92 300,49 0,52 299,07 
2 490,37 492,62 0,46  490,62 

0 
 

     
1 0  140,26 142,22 1,38 - 

1 291,89 295,82 1,33 - 

2 478,84 482,09 0,67 -  
     

3 0  138,54 140,60 1,46 - 

1 288,33 292,47 1,42 - 

2 472,99 476,61 0,76 -  
     

5 0  138,01 140,07 1,47 - 

 1 287,21 291,39 1,43 - 

2 471,16 474,81 0,77 - 
     

7 0  137,76 139,82 1,47 - 

1 289,69 290,83 1,43 - 

2 470,30 473,95 0,77 -  
     

9 0  137,62 139,73 1,51 - 

1 286,40 290,54 1,43 - 

2 469,83 473,16 0,70 -  
     

10 0  137,57 139,61 1,46 - 

1 289,33 290,41 1,42 - 
 

۲ ۴۶۹,۶۶ ۴۷۳,۲۶ ۰,۷۶ - 

گردد نتايج مشخص مي) ۳(و)۲(همانطور که از جداول 

 يحاصل از روش تحليلي حاضر در حالت صفحه فولادي برابر

 و همچنين همخواني قابل ]١٤[جع بسيار خوبي با نتايج مر

قبولي با نتايج حاصل از تحليل اجزاء محدود براي گراديانهاي 

  . مختلف داردتابعي

 بر روي تابعيدر مرحله بعد بررسي اثر تغيير گراديان 

نتايج ارائه شده . مشخصات ارتعاشي صفحه مربوطه انجام شد

ر گراديان دهد که با افزايش مقدانشان مي) ۳(و ) ۲(در جداول 

، فرکانس طبيعي مربوط به تمامي مدهاي فرکانسي تابعي

به علاوه اين روند کاهش فرکانسي براي . يابدسيستم کاهش مي

به عنوان نمونه .باشدمقادير کوچکتر گراديان آشکارتر مي

 ۳ به ۱، با افزايش مقدار گراديان از )۲(مطابق نتايج جدول 

 طبيعي مد اول سيستم به ، فرکانس) درصد۲۰۰افزايشي برابر (

يابد در حالي که براي همين  درصد کاهش مي۴۳/۱مقدار 

 ۲۰۰افزايشي برابر  (۹ به ۳ از  صفحه، با افزايش مقدار گراديان

، فرکانس طبيعي مربوط به همين مد فرکانسي به مقدار )درصد

اين روند در مورد مدهاي ديگر . يابد درصد کاهش مي۷۶/۰

ا لايه هاي پيزوالکتريک نيز ي بدون و يتابعارتعاشي صفحه 

، با افزايش )۳(به عنوان مثال مطابق جدول شماره . درست است

 ، فرکانس طبيعي مد سوم سيستم ۳مقدار گراديان از صفر به 

 ۵۴/۳ کوپل با لايه هاي پيزوالکتريک به مقدار تابعيصفحه 

يابد در حالي که براي همين صفحه، با افزايش درصد کاهش مي

 ، فرکانس طبيعي مربوط به همين مد ۱۰ به ۵مقدار گراديان از 

دن بهتر يبراي د. يابد درصد کاهش مي۳۲/۰فرکانسي در حدود 

اين روند و بررسي اثرات تغيير گراديان بر روي فرکانسهاي 

براي نمايش اين ) ۲(و ) ۱(طبيعي سيستم، شکلهاي شماره 

ستم ارائه شده اثرات در مورد مدهاي فرکانسي اول وسوم سي

شود يده ميد) ۲(و ) ۱(همانطور که از شکلهاي شماره . است

روند کاهش فرکانس طبيعي با افزايش مقدار گراديان مربوط به 

تمامي مدهاي فرکانسي سيستم و برجسته بودن اين اثر در 

تر در تمامي حالات مورد مطالعه  مورد مدهاي فرکانسي پايين
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٧

قرار است ولي براي  هوشمند برتابعيسيستم صفحه 

 ثابت ي، فرکانسهاي طبيعي تا اندازه ا۷گراديانهاي بزرگتر از 

  .مانندمي

توان نتيجه گرفت که براي گراديانهاي بسيار در واقع مي

 تبديل به يک صفحه فلزي و صفحه مرکب تابعيبزرگ، صفحه 

      مربوطه به يک صفحه هوشمند مرکب داراي هسته فلزي

  . گرددمي

  

 

  ه گيرينتيج ‐٨

 حاضر يک مدل تحليلي براي ارتعاش  يک صفحه قدر تحقي

 کوپل شده با لايه هاي تابعيدايروي مرکب از يک صفحه 

. پيزوالکتريک براساس تئوري صفحه کرشهف ارائه شده است

معادلات ديفرانسيل حرکت براي اولين بار به صورت تحليلي 

ي براي صفحه با شرايط مرزي گيردار حل شده و پاسخها

روش تحليلي ارائه شده از  يدرست. تحليلي بدست آمده است

طريق مقايسه نتايج با نتايج ارائه شده در تحقيقات مشابه و 

همچنين با مقايسه با نتايج حاصل از روش  المان محدود سه 

  .بعدي تاييد شده است
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  سوم بر روي فرکانس هاي طبيعي مد اول و تابعي اثر گراديان :)٢(و ) ١(شکل 

در مطالعات عددي تاکيد اصلي بر بررسي اثر تغيير 

 بر روي مشخصات تابعيشاخص گراديان صفحه 

همچنين با مقايسه . باشدارتعاشي سازه مربوطه مي

نتايج روش حاضر و نتايج بدست آمده از روش اجزاء 

همچنين . محدود تطابق بسيار خوبي مشاهده شده است

نسهاي پايينتر، روش براي تمامي شرايط مرزي در فرکا

تحليلي پيشنهادي نتايج نزديکتري به نتايج حاصل از 

روش المان محدود در مقايسه با فرکانسهاي بالاتر ارائه 

به علاوه با افزايش مقدار گراديان، فرکانس . نمايدمي

طبيعي مربوط به تمامي مدهاي فرکانسي سيستم براي 

ين اين همچن. يابدتمامي شرايط تکيه گاهي کاهش مي

روند کاهش فرکانس براي مقادير کوچکتر گراديان 

يلي و نتايج حاصل ، پاسخهاي تحل. باشدمشهودتر مي

اي براي مطالعه پارامتري و درک مدل ساده شده

 کوپل با لايه تابعي  مشخصات ارتعاشي صفحات دايروي

تواند در اين نتايج مي. هاي پيزوالکتريک ارائه مي دهد

هاي پيزوالکتريک هوشمند شده با لايههاي طراحي سازه

در کاربردهاي صنعتي همچون موتورهاي التراسونيک 
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