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   تککای پيزوالکتري حل الاستيسيته سه بعدی پانل استوانه

  لايه تحت بار ديناميکی

  iiiمهر عليرضا دانش;iiمحمود شاکری; iمحمد رضا صديقی صابر

  چكيده

ای پيزوالکتريک پلاريزه شده در جهت ضخامت، ارتوترپ،  در اين تحقيق، حلی نيمه تحليلی برای پانل استوانه

با بسط مثلثاتی . طول محدود تحت بارگذاری الکترومکانيکی ديناميکی ارائه شده استگاههای ساده و  با تکيه

ای جفت  های محيطي و محوری، دستگاه معادلات ديفرانسيل پاره  در جهتالکتريکیهای جابجايي و پتانسيل  مولفه

ابجايي و پتانسيل های ج مولفه. يابد شده به دستگاه معادلات ديفرانسيل معمولی با ضرايب متغيير کاهش مي

گاهی  گردند که شرايط تکيه ای انتخاب مي های محيطي و محوری بگونه الکتريکی بصورت سری فوريه در جهت

معادلات ديفرانسيل حاصل با استفاده از روش اجزاء محدود . های محوری و محيطي را برآورده نمايند ساده لبه

پاسخ ديناميکی پانل . ه دوم در هر المان استفاده شده استدر اين روش از تابع شکل مرتب. شوند گلرکين حل مي

  .ای پيزوالکتريک تک لايه تحت بارگذاری ديناميکی خارجی بعنوان مثال عددی ارائه شده است استوانه

  كلمات كليدي 

  . بار ديناميکی با طول محدود، استوانه ای پانلپيزوالکتريک، 

A Three Dimensional Elasticity Solution of Single Layer 
Cylindrical Piezoelectric Panel under Dynamic Loading 

M.R. Sedighi, M. Shakeri, A.R. Daneshmehr 

ABSTRACT 

This research presents a semi-analytical solution of finitely long, simply supported, orthotropic and 
radially polarized piezoelectric shell panel under dynamic electro-mechanical loading. The highly 
coupled partial differential equations set are reduced to ordinary differential equation set with variable 
coefficients by the trigonometric function expansion of displacement and electric potential in 
circumferential and axial directions. The displacement components and electric potential are expanded in 
appropriate trigonometric Fourier series in circumferential and axial coordinate to satisfy the boundary 
conditions at the simply supported circumferential and axial edges. The resulting ordinary differential 
equations are solved by Galerkin finite element method. In this procedure, a quadratic shape function is 
used for each element. Numerical example is provided for dynamic response of a single layer 
piezoelectric cylindrical panel under dynamic external loading. 
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١٠ 

  مقدمه ‐١

بر هم کنش بين ميدانهای الکتريکی و مکانيکی در مواد 

ی استفاده الکتريک سبب شده تا از اين مواد بطور وسيع پيزو

 ٢ و معکوس١مواد پيزوالکتريک دارای دو اثر مستقيم. شود

از خاصيت اثر مستقيم آن در ساخت سنسورهای . باشند می

....... گيری تغيير شکل ، فشار و   برای اندازه٣الکترومکانيکی

اختلاف پتانسيل الکتريکی ايجادشده در . شود استفاده می

بار وارده، آنها را به سنسورها در اثر تغيير شکل حاصل از 

ابزاری قوی برای اندازه گيری پديده های فيزيکی مبدل ساخته 

 ٤از خاصيت اثر معکوس مواد پيزوالکتريک در عملگرهای. است

اين عملگرها می توان کميتهای . شود الکترومکانيکی استفاده می

مهم عملکرد سيستمهای ديناميکی و يا استاتيکی را کنترل 

 اعمال اختلاف پتانسيل مناسب در سطوح اين مهم با.کرد

از اين خاصيت براي کاهش وزن . پيزوالکتريک انجام می گيرد

ها  ها، مقاومتر کردن آنها و همچنين کنترل هوشمند سازه سازه

در عمل اين مواد به دو صورت ]. ١[می توان بهره گرفت 

  . می تواند مورد استفاده قرار گيرند٦ای  و تکه٥يکپارچه

دقيق معادلات الاستيسيته سه بعدی حاکم بر مواد حلهای 

پيزوالکتريک که در آنها خواص الکتريکی و مکانيکی با هم کوپل 

های خاص موجود  هستند بسيار کم و فقط برای بعضی هندسه

 دوبعدی که برای های تئوري از طرفی برای ارزيابی. است

ها  شوند، دستيابی به اين حل ه میئفرمولبندی اين مواد ارا

  ]. ٢)[ پوسته و ورق پيزو الکتريکتئوريهای(ضروری است

ای  و همکارانش حل دقيقی از پانل استوانه) Dumir(دومير

اند  کرده هئپيزوالکتريک با طول نامحدود برای حالت استاتيکی ارا

شده با جوابهای دقيق  ه ئايشان ضمن مقايسه روش حل ارا]. ٢[

های   برای بارگذاریموجود برای پانل همسانگرد نتايج را

بررسی پوسته . است مکانيکی و الکترواستاتيک بررسی کرده

ای پيزوالکتريک با طول نامحدود تحت اثر بارهای  استوانه

و همکارانش ارائه شده ) Chen(حرارتی و مکانيکی توسط چِن

ایبا طول  حل الاستيسيته سه محوری پانل استوانه]. ٣[است

شاکری ضمن ارائه ].٤[ استمحدود توسط شاكری ارائه شده

ای ضخيم غيرايزوتوپ  حل الاستيسيته سه محوری پانل استوانه

به حل نيمه تحليلی الاستيسيته سه ] ٥[ای  تحت بار ضربه

ای ضخيم ارتوتروپ به همراه يک  محوری برای پانل استوانه

  .نيز پرداخته است]٦[لايه پيزوالکتريک 

 آناليز ديناميکی پانل در مقاله حاضر، حلی نيمه تحليلی برای

اين پانل . ای با طول محدود ارائه شده است پيزوالکتريک استوانه

گاههای ساده قرار داشته و تحت اعمال بار الکتريکی  روی تکيه

ماده پيزوالکتريک . گيرد و مکانيکی بطور همزمان قرار می

استفاده شده در اين تحقيق ارتوتروپيک بوده و در جهت 

  . شده است٧شعاعی پلاريزه

از آنجاکه معادلات ديفرانسيل حاکم بر حرکت پانل 

پيزوالکتريک به هم کوپل شده است، با استفاده از بسط توابع 

متعامد متغيرها، دستگاه معادلات مشتقات جزئی به دستگاه 

. شود معادلات ديفرانسيل معمولی با ضرايب متغير تبديل می

سيل الکتريکی بصورت های جابجايی و پتان  بدين منظور، مؤلفه

شوند که شرايط مرزی  ای انتخاب می سريهای فوريه بگونه

با . گاهی پانل در جهتهای طولی و محيطی را برآورده نمايند تکيه

 ٩ معادلات ديفرانسيل حاکم به فرم ضعيف٨اعمال روش گالرگين

شده تبديل شده و از روی آن معادله ديفرانسيل مجزا شده 

گفتني است که در . گردد  استخراج میسيستم بصورت ماتريسی

دوم جهت استخراج  روش گالرگين از توابع ميانيابی مرتبه

  .ماتريسهای جرم، سختی و نيرو استفاده شده است

  معادلات حاکم ‐٢

 دارای خاصيت پيزوالکتريک هت رفتاری يک مادمعادلا

  :]١[  است)١(رابطه بصورت 

)١(  { } [ ]{ } [ ] { }TC e Eσ ε= −  , { } [ ]{ } [ ]{ }D e Eε η= +  

}، )١(در رابطـه   }σهــای تـنش،   مؤلفــه{ }εهــای کــرنش،   مؤلفــه

{ }E بــردار ميــدان الکتريکــی و{ }D بــردار جابجــائی الکتريکــی 

),,(ی ا باشند که در سيستم مختصات اسـتوانه   می zr θ  عبارتنـد 

  :]١[از 

{ } [ ]Tr z z rz rθ θ θσ σ σ σ τ τ τ=  

{ } [ ]Tr z z rz rθ θ θε ε ε ε γ γ γ=  

{ } [ ]Tr zE E E Eθ=  

{ } [ ]Tr zD D D Dθ=  

]همچنين   ]C  ،][eو][η   الاسـتيک، های    بترتيب ماتريسهای ثابت 

معادله تعادل حاکم بـر پانـل      . الکتريک هستند  پيزو الکتريک و دی   

ــادل شــارژ     ــه تع ــی و معادل ــروی حجم ــا چــشم پوشــي از ني ب

    :]٤[از   ای عبارتند الکترواستاتيک درسيستم مختصات استوانه
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ای کـه در جهـت       برای ماده پيزوالکتريـک ارتوتروپيـک اسـتوانه       
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١١

 در مرجـع    η][وe][،  C][ضخامت پلاريزه شـده، ماتريـسهای       

  :داده شده است) ٦(بصورت رابطه ] ١[

)٦(  [ ]
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، )٦(بــا اســتفاده از ماتريــسهای ثابــت داده شــده توســط رابطــه

  :نوشت) ٨(و ) ٧(توان بصورت روابط  را می) ١(معادله رفتاری 

  11 12 13 33r rr zz rC C C e Eθθσ ε ε ε= + + −  

  12 22 23 32rr zz rC C C e Eθ θθσ ε ε ε= + + −  

  rzzrrz EeCCC 31332313 −++= εεεσ θθ  

)٧(  44z zCθ θτ γ=  

  55 15rz rz zC e Eτ γ= −  

  
66 24r rC e Eθ θ θτ γ= −  

  و

  33 32 31 33r rr z rD e e e Eθε ε ε η= + + +  

)٨(  24 22rD e Eθ θ θγ η= +  

  15 11z rz zD e Eγ η= +  

 و L، طول محدود  H، ضخامت Rmپانلی با شعاع متوسط 

اين پانل در . در نظر بگيريد) ١( را مطابق شکل αزاويه دهنه

)0,(دو انتهای طولی  LZ αθ( و محيطی = روی تکيه ) =0,

ر داشته که در اين نقاط پتانسيل الکتريکی گاههای ساده قرا

سطوح خارجی و داخلی پانل تحت بار مکانيکی و .صفر است 

بارهای مکانيکی و الکتريکی . الکتريکی بطور همزمان قرار دارند

. وارده نسبت به محورهای طولی و محيطی پانل متغير هستند

),,(های جابجايی ها و مؤلفه روابط بين کرنش zr uuu θ در 

  :ای عبارتند از سيستم مختصات استوانه
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ان بر حسب پتانسيل الکتريکـی      تو از طرفی ميدان الکتريکی را می     

،ψ ٦[بيان کرد ) ١١(و ) ١٠(، توسط روابط:[  

)١٠(  , ,1
r zE

r r
E E

zθ
ψ ψ ψ

θ
∂ ∂ ∂

= − = − = −
∂ ∂ ∂

 

، معادلـه تعـادل حـاکم بـر پانـل           )١٠(تا  ) ٧(با استفاده از روابط     

 بـا .  نوشـت  ١٠تـوان بـه صـورت نـاوير        را مـی  )) ٥(تا  ) ٢(روابط  (

  :آيدبازنويسی معادلات حاصل بصورت اپراتوری بدست مي

)١١(  

1 1 1 1
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] ٤[هـا، در مرجـع      ijLهای معادله ماتريـسی يـاد شـده،        که درايه 

) j=١،٢،٣،٤(بايد توجـه داشـت کـه در اينجـا           . داده شده است  

,(و , ,j r zθ ψ= (است.  

با فرض اينکه فشار و پتانسيل الکتريکی يـا جابجـايی الکتريکـی             

),,(وارده روی سطوح داخلی و خارجی پانـل بترتيـب            tzpa θ ،

),,( tza θψ ــا ),,( يــ tzDa θ و ),,( tzpb θ ،),,( tzb θψ ــا  يــ

),,( tzDb θ        تـا  ) ١٢( باشند، شرايط مرزی پانل بصورت روابط

  :خواهد بود) ١٥(

z,0(شرايط مرزی در دو انتهای طولی  L=(عبارتند از،:  

  0),,,(),0,,( == tLrutru rr θθ  

  0),,,(),0,,( == tLrutru θθ θθ  

)١٢(  ( , ,0, ) ( , , , ) 0z zr t r L tσ θ σ θ= =  

  ( , ,0, ) ( , , , ) 0r t r L tψ θ ψ θ= =  

ــی    ــای محيط ــرزی در دو انته ــرايط م αθ(ش ــين )=0, ، را چن

  :توان نوشت می

  0),,,(),,0,( == tzrutzru rr α  

  0),,,(),0,0,( == tLrutru zz α  

)١٣(  ( ,0, , ) ( , , , ) 0r z t r z tθ θσ σ α= =  

  0),,,(),,0,( == tzrtzr αψψ  

ba(خـارجی   وشرايط مـرزی روی سـطوح داخلـی و           RRr ,=( ،

  :است) ١٥(و ) ١٤(بصورت روابط 

  ),,(),,,( tzptzR aar θθσ −=  

)١٤(  ( , , , ) 0rz aR z tτ θ =  

  ( , , , ) 0r aR z tθτ θ =  

),,(),,,( tztzR aa θψθψ = ),,,(),,( يا tzDtzRD aar θθ =  

  و
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١٢ 

  ( , , , ) ( , , )r b bR z t p z tσ θ θ= −  

)١٥(  ( , , , ) 0rz bR z tτ θ =  

  ( , , , ) 0r bR z tθτ θ =  

( , , , ) ( , , )b bR z t z tψ θ ψ θ= ) يا  , , , ) ( , , )r b bD R z t D z tθ θ=  

، بترتيب برای حالتهايی است کـه       ψ و rDدر اين روابط شرايط     

ــستقيم   ــرات مـ ــسوری(اثـ ــستقيم  ) سنـ ــر مـ ــری(و غيـ ) عملگـ

  .پيزوالکتريک مدنظر باشد

  حل معادلات حرکت ‐٣

های جابجايی و پتانسيل الکتريکی  با درنظرگرفتن مؤلفه

شرايط مرزی تکيه گاهی برآورده ) ١٩(تا ) ١٦(بصورت روابط 

  .شوند می

)١٦(  ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
1 1
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m n

nmrr zbbtru θφ  
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∞
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∞
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1 1
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m n

nm zbbtru θφθθ  

)١٨(  ( ) ( ) ( )∑∑
∞
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1 1
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m n

nmzz zbbtru θφ  

)١٩(  ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
1 1

sinsin,
m n

nm zbbtr θφψ ψ  

، ايـن  )١١(در رابطـه ماتريـسی   ) ١٩(تـا   ) ١٦(با جاگذاری روابط    

ای مجـزا     ای جفت شده بفرم پـاره       دستگاه معادلات از حالت پاره    

دلات بـشکل ماتريـسی،     با بازنويسی دستگاه معا   . در خواهد آمد  

  :توان نوشت می

)٢٠(  

* * * *
1 1 1 1

* * * *
2 2 2 2

* * * *
3 3 3 3

* * * *
4 4 4 4 0

rr z r

r z

zr z z

r z

L L L L
L L L L
L L L L
L L L L

θ ψ

θθ ψ θ

θ ψ

ψθ ψ

ϕ ρϕ
ϕ ρϕ
ϕ ρϕ
ϕ

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎩ ⎭⎣ ⎦

&&

&&

&&
 

داده ] ٤[ استفاده شده در ايـن رابطـه در مرجـع            *ijLعملگرهای  

برای حل دستگاه معـادلات ديفرانـسيل يـاد شـده از            . شده است 

. شـود  مـی روش اجزاء محدود مبتنی بر روش گالرگين اسـتفاده          

 &&ψφ و   &&rφ  ،θφ  ،zφ  ،ψφ  ،rφ&&  ،θφ&&  ،zφتوابع ميانياب مرتبه دوم   

   :ستا) ٢٢(و ) ٢١(بصورت روابط 

)٢١(  [ ] ψθ
φ
φ
φ

φ ,,,, zrsNNN

sk

sj

si

kjis =
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=  

)٢٢(  [ ] ψθ
φ
φ
φ

φ ,,,, zrsNNN

sk

sj

si

kjis =
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
&&

&&

&&

&&  

 بترتيـب بـصورت روابـط       kNوiN،jNتوابع شكل مرتبه دوم     

  :شوند تعريف می) ٢٥(‐)٢٣(

)٢٣(  2)(
)2)(()(

ik

ikk
i rr

rrrrrrN
−

−−−
=  

)٢٤(  2)(
))((4)(

ik

ik
j rr

rrrrrN
−

−−
=  

)٢٥(  2)(
)2)(()(

ik

iki
k rr

rrrrrrN
−

−−−
=  

شود، هر المان سه گره دارد و به ازای هر           همانگونه که ديده می   

 ١٢ درجـه آزادی وجـود دارد ، لـذا بـرای هـر المـان                 ٤گره نيـز    

با ضـرب اولـين تـابع شـکل،         . دی وجود خواهد داشت   درجه آزا 

، و يکبـار  )٢٠(، در اولـين معادلـه ديفرانـسيل دسـتگاه          iNيعنی  

انتگرالگيری جزء به جزء روی المان، شکل ضعيف شده معادلـه           

  :آيد، که عبارت است از بدست می

)٢٦(  

11211109

87654

3211211

109876

54321

Fkkkk

kkkkk

kkkmm
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mmmmm

kkzkkr

jjzjjri
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kkrjjzj

jriiziir
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ψθψ
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θψθ

ψθ

φφφφ

φφφφφ

φφφφφ

φφφφφ

φφφφφ

&&&&

&&&&&&&&&&

&&&&&&&&&&

 

ام المـان  i جه شود که اين معادله جبری فقط مربوط بـه گـره   تو

ام کافی اسـت در فراينـد يـاد شـده     k ام وj برای گرههای . است

بـرای  .  اسـتفاده شـود    kNوjN بترتيـب از     iNبجای تابع وزن  

ياز است عمليات گفته شده تشکيل معادله ماتريسی تعادل المان ن     

پـس از اتمـام عمليـات،       . روی بقيه معادلات دستگاه تکرار گـردد      

  .حاصل خواهد شد) ٢٧(معادله ماتريسی 

)٢٧(  [ ] { } [ ] { } { }eeeee FXKXM =+&&  

][1212که   ×M،1212][ ×K،12}{F    جـرم و    ایه ـ ، بترتيـب مـاتريس 

  :همچنين.باشند  سختی و بردار نيروی يک المان غير مرزی می

{ } { , , , , , , , , , , , }T
ri i zi i rj j zj j rk k zk ke

X θ ψ θ ψ θ ψϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ=  

{ } { , , , , , , , , , , , }
T

ri i zi i rj j zj j rk k zk ke
X θ ψ θ ψ θ ψϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ=&& && && && && && && && && && && && &&  

روی اولـين و آخـرين گـره        ) ١٥(و  ) ١٤(با اعمال شرايط مرزی     

و حل معادلات بدست آمده برای      ) سطوح داخلی و خارجی پانل    (

توانند بر حسب     مرزی مي مرزی، متغييرهای    های  گره متغيرهای

.  شـوند شـان بيـان   های همسايه توابعی جبری از متغييرهای گره    

، 1rφ ،1θφاز اينرو اگر متغييرهای گره واقـع روی سـطح داخلـی       

1zφ  ،1ψφ   1 وrφ&&  ،1θφ&&  ،1zφ&&  ،1ψφ&&  برحسب   توانند بترتيب    باشند، مي

2rφ،2θφ  ،2zφ  ،2ψφ  ،3rφ  ،3θφ  ،3zφ  ،3ψφ  ،aP  ،aψ 2 وrφ&&  ،2θφ&& ،

2zφ&&  ،2ψφ&&  ،3rφ&&  ،3θφ&&  ،3zφ&&  ،3ψφ&&  ،aP&&  ،aψ&&   همچنـين  .  بيان شـوند
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١٣

، rMLφ  ،MLθφ  ،zMLφاگر متغييرهای گره واقع روی سطح خارجی      

MLψφ و , , ,ML zML ML rMLψ θφ φ φ φ&& && &&   تـوان آنهـا را بترتيـب         باشد، مـي   &&

)برحــــــــــسب  2)r MLφ −،( 2)MLθφ −،( 2)z MLφ −،( 2)MLψφ −،( 1)r MLφ − ،

( 1)MLθφ −،( 1)z MLφ −،( 1)MLψφ −،bP،bψو( 2)r MLφ −
&&،( 2)MLθφ −

&&،( 2)z MLφ −
&& ،

( 2)MLψφ −
&& ،( 1)r MLφ −

&& ،( 1)MLθφ −
&& ،( 1)z MLφ −

&&،( 1)MLψφ −
&& ،bP&& ،bψ&& بيـــان 

  .کرد

ر هـای مـرزی د      با جاگذاری معادلات متغييرهای مربوط به گـره       

، معادله تعادل اجزاء محدود المانهای مـرزی بدسـت          )٢٧(رابطه  

  :خواهند آمد

)٢٨(  
[ ] { } [ ] { } { }
[ ] { } [ ] { } { }MLMLMLML FXKXM

FXKXM

=+

=+

&&

&& ,1111  

، معادله تعادل اجزاء محـدود کلـی        )٢٨(و)٢٧(با مونتاژ معادلات    

  :آيد سيستم بدست می

)٢٩(  [ ] { } [ ] { } { }FXKXM =+&&  

نياز است با يکی از     ) ٢٨(يل معادله ماتريسی شماره     پس از تشک  

  .روشهای انتگرالگيری زمانی موجود به حل آن پرداخته شود

 ١١در اينجا ، بـرای حـل ايـن دسـتگاه از روش ضـمنی نيومـارک              

اين روش در کتابهای پايه محاسبات عددی       ( استفاده شده است    

  ).تر آمده است بصورت جزئي

   آننتايج عددی و بحث پيرامون ‐٤

ای  برای بررسی نتايج روش استفاده شده، يک پانل استوانه

 نسبت شعاع متوسط و L = Rm =١ طول π  =  α / ٣با زاويه دهنه 

 که در جهت شعاع پلاريزه شده و روی تکيه ٤به ضخامت 

در اين مثال فقط . گاههای ساده قرار دارد انتخاب شده است

بطوريکه پانل تحت . خاصيت عملگری پيزوالکتريک مد نظر است

بار مکانيکی متغير با زمان قرار داشته و پتانسيل الکتريکی 

در اين حالت شرايط . سطوح داخلی و خارجی برابر صفر است

  :نوشت) ٣٠(توان بصورت رابطه  را می) ١٥(و ) ١٤(مرزی 

0),,(),,(),,( === tzptztz aba θθψθψ  
)٣٠(  

0( , , ) ( )sin( / )sin( / )bp z t p t z Lθ πθ α π=  

 بــار فــشاری روی ســطح خــارجی بــصورت زيــر انتخــاب تــابع

علت انتخاب اين تابع بخاطر آن است که با تغيير ثابـت            . شود می

 بار وارده روی پانل از شبه استاتيکی تا پله مي توانـد             cزمانی  

  .تغيير کند

)٣١(  )1()( 00
cteqtp −−=  

 ٥٠٠٠برابـر  c  و 0q=١٦/ π ٢ تابع بازای مقـادير  اين) ٢(در شکل 

  .ترسيم شده است) برثانيه(

. مــاده پيزوالکتريــک انتخــاب شــده الاســتيک و ارتــوترپ اســت 

هـای   های مربـوط بـه ايـن نـوع پيزوالکتريـک، ماننـد ثابـت               ثابت

. آمـده اسـت   ) ١(الاستيک، پيزوالکتريک و دی الکتريک در جدول        

توسـط   همگـی ) ١٢(الـی    )٣(های نتايج عددی ارائه شده در شکل     

  .بعد شده است بی) ٣٣(روابط 

),,,(100),,(
0

4
***

zrzr uuu
qHS
Yuuu θθ = ψψ

0
2

*

qHS
Yd

=  

2
* * * * * *

2
0

( , , , , , )
( , , , , , ) r z z rz r

r z z rz r
S S S S

S q
θ θ θ

θ θ θ
σ σ σ τ τ τ

σ σ σ τ τ τ =  

)٣٢( t YDimensionless time
H ρ

=  

ــط  ــن رواب ــه در اي ــکال  (Y= ٥٠ک ــا پاس  d= ‐٣٠٠×١٠ ‐١٢ و) گيگ

بترتيب مدول الاستيسيته و ثابت پيزوالکتريک      ) کولمب بر نيوتن  (

) ٣٢( بعـد نيـز طبـق تعريـف          بـي زمـان   . در جهت شعاع هـستند    

عبارت است از نسبت زمان به مدت زمانی که موج الاستيک نياز            

 هندسـی و  رامترهـای پا. ر ضخامت پانل را طی نمايدادارد تا يکب 

  :زير است) ٣٣(پانل بقرار بعد بی

)٣٣(  ( )/ , , / 2m b a m a bS R H H R R R R R= = − = +  

  ]٧ [PZT4الکتريک  های الاستيک، پيزوالکتريک و دی ثابت): ١ (جدول

Unit  PZT4  Modulii  Unit  PZT4  Modulii  

C/m2  ۷/۱۲  15e  GPa  ۵/۱۳۸  11C 

C/m2  ۷/۱۲  24e  GPa  ۵/۱۳۸  22C  

C/m2  ۲/۵‐  31e  GPa  ۷/۱۱۴  33C  

C/m2  ۲/۵‐  32e  GPa  ۶/۲۵  44C  

C/m2  ۱/۱۵  33e  GPa  ۶/۲۵  55C  

nF/m  ۱/۱۳  11η  GPa  ۶/۳۰  66C  

nF/m  ۱/۱۳  22η  GPa  ۴/۷۷  12C  

nF/m  ۵/۱۱  33η  GPa  ۶/۷۳  13C  

kg/m3 ۷۵۰۰  ρ  GPa  ۶/۷۳  23C  

ی ادامه حل لازم است که بار خارجی وارده بـصورت بـسط             برا

نيم سينوسی سری فوريـه دوگانـه بيـان شـود، امـا از آنجاکـه                

توزيع بـار درنظـر گرفتـه شـده روی سـطح خـارجی پانـل نـيم             

، کليه جمـلات سـری مگـر جملـه اول آن در          )٣٠(سينوسی است   

 .شود بسط و در نتيجه در حل پديدار نمی
 ارائه نتايج، روش استفاده شده در اينجا در اين ميان قبل از

مورد ارزيابی قرار ) Ren(بکمک حل انجام شده توسط رِن 

ای ارتوتروپ  برای پانل استوانه] ٨[از آنجاکه حل رِن . گيرد مي

با طول نامحدود تحت بار استاتيکی است به منظور نزديک شدن 

صی حل ديناميکی ارائه شده به حل ياد شده بايستی شرايط خا
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١٤ 

های  بدين منظور از اعدادی خيلی کوچک برای ثابت. لحاظ گردد

برای حذف خاصيت پيزوالکتريکی و (الکتريک  پيزوالکتريک و دي

جهت ميل (و ثابت زمانی واحد ) برقرار نمودن کوپلينگ ضعيف

و انتخاب يک ) بارگذاری ديناميکی به بارگذاری شبه استاتيکی

 شدن به طول بينهايت و برای نزديک( طول بزرگ برای پانل 

 :استفاده شده است) ای خمش استوانه
١: ٢٥: ١: ٥/٠: ٥/٠: ٢/٠: : : : :r z r z zrY Y Y G G Gθ θ θ = 

C2N-1m-1١٠×١٠ ‐ ١٠‐11 22 33η η η= = = 
٢٥/٠r z rzθ θν ν ν= = = 

Cm-2١٠ ‐١٠24 15 31 32 330,e e e e e= = = = = 
 ١=c ، ٣  / π  =  α  ،١=Rm ، Rm ١٠٠٠=L 

داده ) ٢(ت آمده ضمن مقايسه بـا حـل رِن در جـدول             نتايج بدس 

هـای    همخوانی نتايج حاصل از اين روش بـرای پانـل         . شده است 

بيانگر درستی روش ارائه شده  ) S= ٢(و ضخيم   ) S= ٥٠٠(نازک  

البته ميزان خطـايي کـه در ايـن جـدول ديـده           . در اين مقاله است   

. ت است شود بخاطر کم بودن تعداد المان در راستای ضخام          مي

  ) المان استفاده شده است١٠در اينجا از ( 

  در حالت استاتيکی] ٨ [Renمقايسه حل ارائه شده با حل ): ٢ (جدول

500  500  2  2  

Ren(1987)  Present  Ren(1987)  Present  
HRS m /= 

0.749  0.4914  9.986  8.634  )0,2/(~ αu  

-0.752  -0.461  -2.455  -2.123  )2/,2/(~ H−ασθ  

0.750  0.459  1.907  1.627  )2/,2/(~ H+ασθ  

-0.0075  -0.0044  -0.0245  -0.0212  )2/,2/(~ Hz −ασ  

0.0075  0.0048  0.0816  0.07881  )2/,2/(~ Hz +ασ  

0.563  0.343  0.555  0.443  )0,0(~
θτ r  

های  تاريخچه زمانی مؤلفه) ١١( الی )٣(های  در شکل

 مربوط تنشهای  مؤلفهجابجايی مکانيکی، پتانسيل الکتريکی و 

= ‐ ٥/٠( و داخلی ) ξ= ٠(، ميانی )ξ= ٥/٠( به سه نقطه خارجی 

ξ ( پانل داده شده است )HRr m /)( −=ξ ضخامت بدون بعد 

تخاب شده در هر يک از اين نمودارها نقاطی از پانل ان). است

جابجايی شعاعی پانل ) ٣(شکل . است که مقادير غير صفر دارند

واقع روی سطوح خارجی ميانی و داخلی ) α/٢، L/٢(را در نقطة 

شود که اين منحنی رفتاری سينوسی  مشاهده می. دهد نشان می

داشته و حدوداً پس از ده بار رفت و برگشت موج در ضخامت 

گيری فاصله  با اندازه. رسد  ميپانل به حداکثر جابجايي شعاعی

است ) بعد زمان بي(دو قله نوسانات پانل که حدوداً پانزده 

 بر ثانيه خواهد ٦٩٠فرکانس پايه ارتعاشات طبيعی پانل برابر 

  .بود

بترتيـب تاريخچـه زمـانی جابجـايی محيطـی          ) ٥(و  ) ٤(در شکل   

داده شــده ) α/٢، L(محــوری نقطــه  و جابجــايی) ٠، L/٢(نقطــه 

اين دو کميت نيز مانند جابجايی شعاعی، رفتاری سينوسی         .است

شـود ميـزان      همانگونـه کـه ملاحظـه مـي       . دهند از خود نشان می   

جابجايي محيطی سطح داخلی از سـطوح ميـانی و خـارج بطـور              

امـا جابجـايي محيطـی سـطوح        . ای بزرگتـر اسـت      قابل ملاحظـه  

د مختلف پانل نسبت به جابجايي محيطی رفتاری متفاوت از خـو          

بطوريکه در اين حالت حرکت سـطوح خـارجی و          . دهند  نشان مي 

  .کنند داخلی مخالف جهت هم حرکت مي

در شکل  ) α/٢،  L/٢(تغييرات پتانسيل الکتريکی با زمان در نقطه        

تغييرات اين کميت نيز مانند جابجـايی       . نشان داده شده است   ) ٦(

همانگونـه کـه در ايـن شـکل         . شعاعی و محيطی سينوسی اسـت     

ن داده شده است پتانسيل الکتريکی مربوط به سطوح داخلی          نشا

و خارجی پانل صفر است و اين امر بيانگر برآورده شدن کامـل          

  .و دقيق شرايط مرزی اعمال شده است

) ٧(در شــکل ) α/٢، L/٢(تاريخچــه زمــانی تــنش شــعاعی نقطــه 

شـود ، مقـدار      همانگونه کـه مـشاهده مـی      . نشان داده شده است   

تدا بطور ناگهانی افـزايش وسـپس بـه آرامـی بـا             تنش شعاعی اب  

افزايش تدريجی ياد شده همراه بـا       . يابد گذشت زمان افزايش می   

نوساناتی است که فرکانس آن از فرکانس نوسانات مربـوط بـه            

ای  قابـل توجـه   ة های جابجايی و پتانسيل الکتريکی به انداز       مؤلفه

 نوسـانات   شود که پوش يـا ميـانگين ايـن         ديده می  . است بزرگتر

کند که از هر جهت مشابه بار خـارجی وارده           ای ايجاد می   منحنی

 همچنين مقدار اين مؤلفه تنش در سطح ميـانی نزديـک بـه              .است

رفـت    همانگونـه کـه انتظـار مـي       . نصف بار خارجی وارده اسـت     

، L/٢(سطح داخلی بدون تـنش و مقـدار تـنش شـعاعی در نقطـه           

٢/α (     ذاری اعمـال شـده در      روی سطح خارجی، همان تابع بارگ ـ

  .شرايط مرزی است

تغييرات مؤلفه های تـنش محيطـی و محـوری نـسبت بـه زمـان                

ــب در شــکل ــای  بترتي ــشان داده شــده اســت ) ٩(و) ٨(ه ــن . ن اي

ــه   ــرای نقط ــا ب ــانی و  ) α/٢، L/٢(نموداره ــع روی ســطح مي واق

ــت    ــده اس ــشان داده ش ــارجی ن ــی و خ ــطوح داخل ــين س . همچن

هـای تـنش در سـطوح        يـن مؤلفـه   شود ا  همانگونه که ملاحظه می   

داخلی و خارجی بـا نوسـانات سينوسـی همـراه بـوده و حالـت                

سطح خـارجی کـشش و سـطح        ( تنشی عکس نسبت به هم دارند     

و درضمن مقدار ايـن دو مؤلفـه تـنش          ) داخلی فشار و يا بلعکس    

  .روی سطح ميانی نسبت به سطوح داخلی و خارجی ناچيز است

نش برشی عرضی، بـا زمـان       تغييرات تنش برشی در صفحه و ت      

واقع روی سطوح داخلـی، ميـانی و        ) α/٢،  ٠(و  ) L  ،α(برای نقاط   

تغييرات . نشان داده شده است   ) ١١(و  ) ١٠(خارجی در شکلهای    

اين نمودارها نسبت به زمان مشابه هـم اسـت و هـردو رفتـاری      

شـود، روی سـطح ميـانی         همانگونه که ديده مي   . سينوسی دارند 
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١٥

رضـی از تـنش برشـی در صـفحه بزرگتـر            مقدار تنش برشی ع   

رفت روی سطوح خـارجی       همچنين همانگونه که انتظار مي    . است

  .و داخلی مقدار تنش برشی عرضی صفر است

   گيرینتيجه ‐٥

در اين مقاله بررسی پاسخ ديناميکی پانل پيزوالکتريک تحت 

پانل . بارفشاری خارجی از روش نيمه تحليلی ارائه شده است

محدود ، ارتوتروپيک و در جهت شعاعی مزبور دارای طول 

نشان داده ] ٦و٥[همانگونه که در مراجع . پلاريزه شده است

های مکانيکی وپتانسيل الکتريکی  شده است، توزيع جابجايی

توان مانند مواد  مواد پيزوالکتريک بسيار پيچيده است و نمی

الاستيک و فرض تغييرات خطی جابجايی و پتانسيل الکتريکی 

ينرو، آناليز سه  از ا. ضخامت به بررسی آنها پرداختدر جهت

های ساخته شده از مواد پيزوالکتريک حتی  بعدی رفتار سازه

  .گردد در حالتی که ضخامت آنها بسيار کم است سفارش می

ای از پاسخ  از آنجاکه هنوز مطالعة دقيق و همه جانبه

های پيزوالکتريک در دسترس نيست، مطالعة  ديناميکی سازه

حاضر به شناسايی رفتارهای ديناميکی ، مکانيکی و الکتريکی 

نتايج اين مقاله همچنين برای .کند اين مواد هوشمند کمک می

نتايج حاصل .ارزيابی آناليزهای ديناميکی تقريبی نيز مفيد است

  :از اين تحقيق، با توجه به بار وارده ، به طور خلاصه عبارتند از

 مناسب تحليل ديناميکی پانل روش ارائه شده در اين مقاله −

ای پيزوالکتريک است و شرايط مرزی در اين روش  استوانه

 .شود برآورده مي
های جابجايی ، اعم از شعاعی ،محيطی، محوری و  کليه مؤلفه −

 .پتانسيل الکتريکی رفتاری سينوسی دارند
های تنش ، تنها تنش شعاعی روی سطح مياني  از ميان مؤلفه −

 .ته و با نوسانات محلی همراه استرفتار سينوسی نداش
پوش منحنی مؤلفه تنش شعاعی مشابه بار وارده روی پانل 

  . و از آن کمتر است

 
  پانل استوانه ای با تکيه گاه سادهمشخصات): ١ (شکل

  
  . فشاری اعمال شده روی سطح خارجی پانل با زمان):٢ (شکل

  

*(شعاعی تاريخچه زمانی جابجايی : )٣(شکل 
ru(  

  

*(محيطی تاريخچه زمانی جابجايی : )٤(شکل 
θu(  

  

*(تاريخچه زمانی جابجايی محوری : )٥(شکل 
zu(  
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١٦ 

  

  )ψ*(الکتريکی تاريخچه زمانی پتانسيل : )٦(شکل 

  

*(تاريخچه زمانی تنش شعاعی ): ٧(شکل 
rσ( 

  

*(تاريخچه زمانی تنش محيطی ): ٨(شکل 
θσ (  

  

*(تاريخچه زمانی تنش محوری ):٩(شکل 
zσ(  

 
* ( در صفحهتاريخچه زمانی تنش برشی):١٠(شکل 

zθτ( 

  
*(  عرضیتاريخچه زمانی تنش برشی):١١(شکل 

rzτ( 
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١٧

  

  ويس هازيرن ‐٧

  

                                                            
١  Direct effect 
٢  Inverse effect 
٣  Electromechanical sensor 
٤  Electromechanical actuator 
٥  Distributed 
٦  Patch 
٧  Polarized 
٨  Galerkin 
٩  Weak form 
١٠  Navier 
١١  Newmark Implicit Method 
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