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Numerical and Analytical Investigation of Induced 

Voltage in the Liquid Pressure-Driven Micro-Flows 

Mirbozorgi, Seyed Ali  ;  Niazmand, Hamid 

ABSTRACT�

In the present study, the interplaying effects of a pressure-driven flow and the induced electric potential, 

corresponding to the zero net electrical current, have been numerically investigated. The governing 

equations, which consist of the Poisson equation for the distribution of electric potential, the Nernst-Planck 

equation for the distribution of charge density, and the modified Navier-Stokes equations for the flow field 

are solved numerically for an incompressible steady flow of a Newtonian fluid using the finite-volume 

method. In the presence of electric double layer and the maximum induced voltage condition, the mass flow 

rate decreases negligibly with respect to the corresponding pure pressure-driven fellow. Surprisingly, the 

absolute value of induced voltage approaches a maximum value at zeta potentials smaller than 100 mV and 

then drops. The exponentially increase of the average electric conductivity coefficient beyond 100 mV is 

accounted for this behavior. Thus the common practice of assuming constant electric conductivity is justified 

at low zeta potentials. 
KEYWORDS: Electrokinetics effects, Induced potential, Zeta potential, Microchannel, Pressure-driven 

flow

                                                            

���������	����	�� !"#$#"%$&��

�����'��()*���	�� !$#+#"%$$ 

i��,�-./0�1��0�.�����������	�
�������������	��������������������	�������Email : mirbozorgi@birjand.ac.ir 
ii�����������������	�
��������������	�������������	���������Email : hniazmand@yahoo.com 

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


 

�����������	�
������������������������������������������ !"�  

��

%&��

*� +����		

��23�4� ��*�� ��� �5(��6��76�*� 8�0��79� ���.���:��;� �*�

�<����=3	.>�� ���,�76�*�3�?*�@
�	� �*���A������� '�B��C�

����3���,�76�*� 1���9� ��� �C�*	� 	�� *	�7D����*� �7E�F�*����G

	�@3��HEI�1�*��*����"�����7,�6��"������*�@
�	�*	��7

�������GJ<��K�,�A�����LC���>0���4���*�A�*��?*�@�A�*�

J@�� ����'�M� ��� *	� -��7�*� 1���9� *N�� ,� ��*� O	
�� 	��0�� P�M

�	*�5���Q����R���	��0��1,(�����S��?�36�
���'*�Q*��*����4�

�?*�@�	��P.�4��3�.�B���A�*�	�����.>��J<�O	
��T�������

T�����?3�,�J<�U���D2.4�1�*��*������*��9�*	�V��W������4�G

6��	��� �Q*� S'*�Q*� A�*� �*��?3,	� D���7�,�76�*�3�	*.���

��4����?*�@
�	����'����*��X�(�8��5�'�<=.���*3�*	�

�?���	�4�	�3���<��6M
9�,����*�1�*��Y�H7Z*��.Z�����G��

P���=��?3	�I�� [���\�D�� �<�]� 8��� -���� �4� ^�R�

*�@
�	�	����*����,�76�*�-.�R��D�7���,�76�*��Q*�D����� �?

M���� ��_� 	.`�� �*�6��76�*� ����,��a�*3��3-*�b��c*.��

�������d�ef�GP.��S-�����4��������?�*��*�3��3������5��4�-*�

� �@��=� -���� P���=� ��� 
��� ��	*�� �4�����D�� *N�� ,� ��.M

6��76�*�P���=�g�����7�*�P���=�c���� ����.�����.M�G�P���=

�
��� 8)����g�����7�*�8�0��79� ���h�7�,�D�� �����*.�!�>���8�

�.M�G��

,	��B��C3�?*�@�32�4���,�A������i�.��D2.4��d�"f�

� ,� �M� ��W]jk���*,� ,� j�*	� i�.����?d�"%f�� S����,� A�*,

�U�*	�6�?d&f��,�g����S���d"&f�U�*	�6�?�,�g����S�d"+f�,�P	�S

�U�*	�6�?d"ld�f""f�^,�,�g����S�d"$f�d"m�f�U�*	�6�?�,�A2�,

d!f��F�9�3������� G� '�B��C��M��1�D�7���,�76�*� 8�0��79� ���

1������ n.CB�6��76�*� �=
�� '*�Q*� ��� ��*�P���=� P,	����?3�

	�I��\������� ��=.�� *	� ^�R�� G���	,�� -��� A�*� ��� �*3�D��

1���9� A�*� �*� ���=� ���	�4��c.<o� P]� 	�� �4� ��*� 1�M� 	*���9�

�;��3�U�*	�6�?�,�g����i�.��D�7���,�76�*�d!lf�,���<�I�9�

��B��������*� 1�� Gj9� P]� �*� U�*	�6�?� ,� P�2�d%f�P�I��

�;���
�	�c.<o�	���X���	.�g�����7�*�8�0��79��4����*�3�S

6��76�*� ��*�?� V��p� U?�4� S8�0��79� ���� U�*
�*� ���RC����

� ����� *�@
�	� q�BM� U�*
�*� ,� �?	*.�����.M� G	.H�3�,�

� U�*	�6�?d+f�'�M� ��� g�����7�*� 8�0��79� �4� ���*�� P�I��

*,�.�� �X�W� S*�@� ����?� ��� �70����F2� ,��RC�� 	�����

��*� �?	*.��� G��	
���� U�*	�6�?� ,�dmf��	�� �4� ���*�� P�I�

6��76�*� r���,�� r�_� 	.`�� '	.)��h�7�,� i�*�M� -���*� ,�

����*���� S�s4*�����=����� ��� �>0�� P���=���	�� t��X��

	�I�� P���=�\
�2��� U?�4� Su��Z� ^�R�3�������� G��*

�F�?�� 1�,
�*� *�@� A���;� ��� J?� P��E� �4������*� S��.M

�,	,� 	�I�3=,�Z� 	�I�� U�*
�*� ,���U?�4� V=.� S*�@�

��Z���� �7I����� P���=����D�7���,�76�*� i�*�M� ,� �.M

1��v�9�*3�*.��	����,	,�3=,�Z�,�����@�*�*�@
�	�������G��

� 	,�RC��HHE�� P.7����1�M� ��� P�I������4� �?�

�K�,��2��*���)*��<����=����i>���D�7���,�76�*�8�0��79�3�

	�I��\�i�*�M� '*�Q*� �*� S��*� 1�M� 8��R�� ,� w��B�� ^�R�

��36��76�*� P���=� P*�����	��� V���� 	.;� ��� P.�4�����

��*�1�I��G	�I��-����P���=��p����B��C�	�\�c*.��^�R�

�*.� �Ro)� ,�� A��� D�7���,�76�*� �Q*� ��3a��P��E� P,��

��;���� b���� 8)*� ��� Y�Z� �=.�� ��36��76�*� P���=���	�� �4�

�9�P���� i�*�M�3���=�3*��� *	�3P*����6��76�*��������

��?�����	.;����3���R��,���	��������.MG��

,� -��	.��
/���	�		

*�@� 
�	� D�3� q�o�	*� ��� �E��H� -.;� ,�L�J70��� ,�

�86M�	��1�M�1�*��P�I��'�H7E"����F���X��	���*	��G�x��

��M�?	*.����4��.3*	*��*�@
�	�36���7�*,�76�*�	�����-��B�

RC�� 8�0��79��ζψ =wall��70?�� G�-���*� ��� 8��� -���

� 	�I�� n(7Z*
outin

PPP −=∆� �<=� 	��x���� *�@
�	� P,	��

	���4������]G��

H

L

ψ
wall

= ζ

P
in

P
out

x

y

ψ
wall

= ζ

��
��'&^�5�����	��
���3(CM�@��*�
+���
�� ������"
#�/�<_2�

�,#-.;�*�/ 

`��� \'�
�'��� 	�(1�$a	./�� ��� ����3�A4��� r7�0��76�*�

6��76�*�8�0��79�[��.���),( yxΨ�P.�*.9�����B�D��:��;��*�

��'	.)�������B��9�����C�*	��a"�b��F2����6��76�*�	�����S
e

ρ�

�y.�����.MG��

e

k

yx
ρ

2

2

2

2

2

2

−=
∂

Ψ∂
+

∂
Ψ∂

 

"�# 

��zzzzzzzzzzzzzzzzz4�P]�	�HKk =�zzzzzzzzzzzzzzzzz9��7*	�EDL�,�
2/1

00

22 )/2( TknezK
br

εε=���D�����=��������������7*	�z9�c�z���z���zB��

�3����3\�84.?�$������T.z6B��4���*�P]��SK/1��������Ezp�n�zB�S�

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


��

�����������	�
�������������������������������������������� !"��

 

��

%'

rHEI%�*�3���3����z�*�-*��G���zF2�������������zX�W��z��Jz?�u��zZ�	�z��

P.��������*���*N��,���*��70�*,��?3����z��,�76�*�Dz���������zX���*�P	�z�7��

�zz<�.�3zzo��,��zz>s��a�+
n�,�−

n�b��-.zz�R��zz�X�KCl�86zzM�S�

��������zF2��B���������z�*	�u��zZ�	�z������������'	.z)��z��P*.z�����zC�*	a!b�

�M.� ��
−+ −= nneρ  

"�# 

b�\4*��<K0c���;*2$a�X�W�[��.����?3�.���a�+
n�,�−

n�b

�0�	*�'_��B�i�.��\D�(9�&�A��B����*	*���4��.M3�86M�

�����B��i�*,	a%�b�,a{b��70?�G��

( ) ( )

��

�
�
�

��

�
�
�

��
	



��
�



∂
Ψ∂

∂
∂

+�
	



�
�



∂
Ψ∂

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

++
++

++

y
n

yx
n

xy

n

x

n

Sc

y

vn

x

un

2

2

2

2

Re

1

 

"�# 

( ) ( )

��

�
�
�

��

�
�
�

��
	



��
�



∂
Ψ∂

∂
∂

−�
	



�
�



∂
Ψ∂

∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

−−
−−

−−

y
n

yx
n

xy

n

x

n

Sc

y

vn

x

un

2

2

2

2

Re

1

 

" # 

�P]�	���zzz4µρ HUeR
ref

=�zzz�*�[zzz=����zzz�.��	���zzz���G

LPHU
ref

µ8/2∆=�P�zz��=�Dzz��	���|�zz�7�J��
4�zz����zz��

	�I�\�����*�u��Z�^�R��G����1,(��DSc ρµ=������M*�����

��,D������<�.��UE9�V��p��G����������z�*	��z���c,��,�-,*�'(z�=

����M���UE9��F�����S'_��B�A�*���P���*����*����?3�����	���z�*��X�W�

���z��AzzM�F���'(zz�=�c�zz���zz��c	�zz<2�,�c.zz��'(zz�=��zz4�'�

Z��M��7�����.Md$Gf��

d�\
���4�e(&�A=.���9������B8*�3���a��

P���=
�	��?3��.�?�S[�����x���T��*������*.���?3�D��

��>M� �7�.�9� i�R����3��.M�d{� Gf*��� A�*�����3�P���=�

J4*�����.���-����	*���9�,�c*	]���N9�������M*��P*.� ��

0=
∂
∂

+
∂
∂

y

v

x

u

 
aeb 

( ) ( )
x

B
y

u

x

u

x

P

y

vu

x

uu
e ∂

Ψ∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

ρ)(
Re

1
2

2

2

2

 

"$# 

( ) ( )
y

B
y

v

x

v

y

P

y

vv

x

vu
e ∂

Ψ∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

ρ)(
Re

1
2

2

2

2

 

"%# 

����P]�	���4P����*�	�I���G�7o������������z�.��	��z4��z�*��9��1�z]���	��

���J7���'_��B��1�M����*���3��P�z��=�����z?3��	�Iz��\�����Dz��^�zR�

�������������-�z��*�	�Iz��n(7zZ*�P*
z��n�B�,�}.0R�[=�����.��	

���*�1�M�G���������,�z���S1�zM�~()*�J7���'_��B�	���Z]�'(�=3�

�@����z6��76�*�������,�z���c�z���z��3��
7�	.z���(���������z<�]�	���z4���70z?�
2

0
/

refb
UTknB ρ=������7*	�9�D��������������z6�
����zX���*�,�1�.z���zB���

�.��	�I���>0��n�B�6������	�I��������*�G��

��

0�1� .��	2���3	
		

`��� \D�13� 	��
�� 	�(1�a���� 	��������� i�*�M� �4�

���*��� t
��3� �7���� �X�� 	�� �?	*.������.M� Su,v=0�	�� �

�,	,3=,�Z�,��P���=�����|��7�J70�����?3	�I���\�^�R�

	.R� ����� �o�.3�o)� P���*��� ��� 0
u

x

∂
=

∂
���o�.� ,

	.R��W�����3�o)�	*������ v=0����R���������G�i�*�M

��3,	� 	�I��3�'	.)� ��� 
��� �?	*.���
2222 )2/(2/ kBnP

e
ρ=∂∂�� ��*dmGf�	.R� �<=� 	�3�	�I��

=,�Z��o)� Pout=0�S�,	,�	�I��,3�c.�B�	*���D����E7�*��

�	��7Z*�*	����4�G����8��	��-���A�*�����*3�	�I��[��.��D��S

�����70�*,y�����B�:>;�S�a"m�b�-���*�	�I�����,�1�M��>��R

�,	,�	��c.�B���M3�1�,
�*���M�.G��

b�\4*��	�(1�$� �������+
n�,�−

n�1��o7�*�����?	*.���	���

� SA
7�.�� [��.�� �*)exp( ζ�=±

walls
n�c.�B� ��� �=.�� ��� ,�

� A��B�� 	*.��� 8�0��79� ���� P�.�����.M� G*��3��,�Z� ,� �,	,�

� A
7�.�� [��.�� �*� 
��a� 	�� c.�B� [��.�� �*�7*yb�S�

)](exp[ yn
ends

ψ�=±� 1��o7�*����.M� G�x��� 1,(�� ��

���?	����Z*.�6��������4��.M36��76�*�������<7�*�,���?�	��

��.��*3P���*��� �4� ��*���?3	.R�3� �+
n� ,�−

n�A�*� 	��

P�6���70?��o)��?�G�x���A�**��3���P�������i�*�M�V�3�

6��76�*�P*�����*�c�_�G��

d� \'�
�'��� 	�(1�$�  .��� 86M��P*��� 3��� i�*�M�

6��76�*�������i�*�M��*���*.�36��76�*�P���=������t��X��

��]� ����dmf� G*��� *N�3��� i�*�M�3���� �=.�� ��� S�?	*.���

,	� �o)� ����3*��� �4� ������ A�*� ,� �?	*.���3�:���� 	*.���

76�*�P���=6����S��*��o)�	*.�������.������M.��P*.� ��

wallwall nn

nnn

n

yx

)(

]/)([),(
−+

−+

−

∂−∂
−=

∂
∂ψ

 

"&# 

����P]�	���4n���������z�*�	*.z����z���.����<=��G���������z4��.zM��z�4����z���

��2��*ζψ =
wall

�	*�z��S��*� 
wall

Ψa����O	
z��n�z���z��b��c.z�B

�����C�*	�,��0�����1	��zMa$b������z�i�*�zM�3���*�z��c�_�3�9���8�0z��7

zz6��76�*��zz�*��zz?	*.���	���Gzz75,��zz<���zz6��76�*�P*�zz���SΨ�

�	.R�'*�����3����	*�������P*.�ζψ ==Ψ
wallwall

���P*.z����z��*	�

����y�M3���c�_���.M��7����G��	����7I����z75,�'_�z������z?	���3�

�������������������z���70z��S��70z?��z��Q�-��z��P�z��=��z<=�	��	*.���u��Z

���i�*�M�6��76�*�P*������<7�*�,��	��3�����8�0��79�P��*����D��S*�@�

6��76�*��	.R�3���������������8�0z��79�*Nz��,��.M����*�1�.��P,	����*.�

6��76�*�����?	*.����������,�zo7���������*.����������z���>0z��*	�ζ��	��

���?	*.��F�����G�����������-��zB��,�zZ�,��,	,�	���oz)�P���=�i�*�M

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


 

�����������	�
������������������������������������������ !"�  

��

%(��

�_�������	���z4���*���������z��*�h�z7�,��z<�]����������c.z<o�	���zR���	.z�

�;��
�	3������������*�z��'	.z)�A�*�	��*N��,��	*��*	��.Z��s4*���3����z?�

��<7�*�,����M.��P*.� ��

dyyuy
eScR

yx
x e

avg �−=Ψ
∂
∂ 1

0
)()](sinh[),( ψ

σ 

"'# 

0�0� ����	'��45�	
		

�x����p����B��C�	�������P.6������*�*�@
�	��4��.M

� ��*�� 	�� ���7� 8�0��79� �����7Z���

��*�1�M�G���R�����7��t	*
��	���4���*�L�p.�����c�_��,�

���3����4��I��?������75,��F�S��*��B����P]�	*�������4�

� 1	�M*����� ��*,� ,� 	*��B�� '	.)� A�*� 	�� �4� �.M����,�

amV�b�P]�	��4�	��7o�����.M�G�-.�R����}]�8���-���KCl�

�.� �X�W� �4� ��*��<�.��3P]�kmol/m3�e�\"lC = �uEI�

��*� 1�M� GrC�*	� �*� 1��o7�*� ��� A�*�����
A

CNn =
0

�P]� 	�� �4�

AN� ,	���,,]� ���������� �X�W� S�M��3P.�����*��� �?�

ions/m3�!"�"l×l!!#&�0�n�� ��������]� G�x��� 1,(�� ��

����� �4� �.M3.�R�	�� -!m$�V��p� ,� ��*� ���Q� A�.�4�

�=�UE9�P.����?3�K+ �,�Cl-� ��
���J?����D���M���G�����

���Q�6�
��.��� Y*.Z� ,� �?��	�� '�>��R� 	�� �7�	� 	�4� ���

� -,�="1�M� ���<�����*� G8�� c���� 	���?3����3�
in

P� S�k�,� �

HL /�������V��������$lS��!l�,�"l�	��7Z*�*	������4�G�A�*���

�����S75,���4��"Re=� S��*�m�!≅�H�,�������������������

mm
s

�ell�refU ≅���.���?*.Z�G*��3���]���=����S3�1	�M*�

n(7Z*� ������*� 	�I������� A�*� �*� St�|��7� [=�� ���.��	� ,�

�i����B�Re��t	*
��[=����.M�G��

�D�(�^�5<���'� 1�*�
2�f�*O����M$g�^hi��

��)�� "�*���#��+� 

D  [m2/s]�
���

��× � 

e �C����
�� ×��	
� 

kb [J/K]�
	��

��×���
� 

AN  [1/mol]�
	�

��×�		
� 

rε �
�� 

0ε [C/Vm]�
�	�

��×���
� 

� [kg/m3]�
�

��×� 

µ [Pa.s]�
��

��×� 

6� ���	78	9��
		

���� �,�R� J@�� t,	� �*� 1��o7�*� ��� J4��� '_��B

�?���73J?������ ��� :>C�� '�H7E� J70��� D�� 	�� P�6

����	.;����,�8Ho�3�8������.M�G~�;���8k�������d"{f�

*P*��� A��� y�>�	��?3� 	*�5��� *	� 	�I�� ,� ���������4� G�A�*� ��

� -��*��3@��CM� �Q*� �*� 
�?�9��M��� 	�I�� P*��� 	�����*�

�?���7� ���	�43J?���c�=� P���=� ���� �>��R� 	�� SP�6

��@��=��������~�;��*��*	�3�\.2����d"!f��*�1�M�1��o7�*��G

��@��=�,�UE9�'(�=���~�;��*�1��o7�*����
���
4��8p�o3�

J@�� 1.=,� 8R� 	���?3����	*� -�7�4������t,	� *N�� ,� ��.M

*	*�� �p��3��*� P�6� 	�� c,�� �>��� �5��� G�J70��� jk�

�>=3�1��o7�*����iZ����iZ�	*�6��t,	����'_��B��*�8)���

��J7�	.F�*���3*�c*�3���8������.M�G�.�B��6>M�D���	�4����

�86M�	���B��C�A�*�	���7�	j*��P�I���P]�	���4���*�1�M�1�

1����?31�M� 1��I�� J?� ��� 	*.��� 	��4����*� G�y�0>�*� V��p� D�

?���� 	*.��� 	��4� 	�� -.�B��
��� ��� Dl$#"�Fy��	�� ��*�

�,	,� 	�� �6����3=,�Z� ,��?��� y�0>�*� V��p� *�@������

�P*
�le#"��Fx���*G��

�

F
x

= 1.05 F
x

= 1.05F
y

= 1.08

��

��'&j�5�*H���,'J&�!�$����,������'��
�� ��/�<_2���������

^k�L/H=[��
/C&���$M
G���;*2�
��1�$
�H8�/�@����	��4�

<3��@(&\��

,	� ��� �6>M� y���� �*�B�� �Q*� rB��C3������ 8��,�9� ���7��

��4��*��P�I� NN
ji

×�,�
y

F85*���V��������������"ll���"el��

�,le#"����7������M��������1�]1����*�B���*�8�70���M����?�G

iN�,�P���=��<=�	���6>M�y�����*�B��
j

N��6>M�y�����*�B��

p��� �<=� 	����*�� G�	�� c�=� P���=� ���� r>��R� ���7�

� -,�=!�*�B�� U�*
�*� ��� �4� ��*� ������ A�*� �F������1�����S�?

�����?3���=� ��M� �>��R��S:��� ��*,� ��� c�=� P

�=
1

0

)( dyyum ρ����R�� 8�� 	�� �|��7� c�=� P���=� ���� ��� S���

a� ����B!l� b� �76��
���� S��.M�kg/s/m��{\"l�×����#&=
a

m��G

���� �)	�� V0���� P���=� ���� ������ n*�R�*� S-,�=� A�*� 	�

'	.)���*�1�M��>��R���G�	�

�S�@�7�;�����*�B������6>M�D���*�1��o7�*���
�����D�"ll���"el �

*��3�������*�8�70�,�-.>5�8��5�8��D����*.�

������J?*���*	��6>M�y�����*�B��G��

� �

� �

� �

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


��

�����������	�
�������������������������������������������� !"��

 

��

%)

�D�(�j�5�()�l���4/`0�_���'J&�,3����X
��	��
��m
4���

 NN ji × 104
�×m� %mD 

��×���  ������  ����	  

��×
�� ������  �
���  

��×
�� ������  	����  

:� ����	78�		

6���K�,� �*����?3�86M� 1���� 8�� D�� r�*	*� �p��� 	�4�

*��� L��)3	�I�� [��� P���=��\*� '*�Q*� 	.`�� 	�� ^�R�3�

�3��*� -*�� G	�6�����,	��?� �7���� �B�.�� i�*�M���

a�B��0
u

x

∂
=

∂
� b�.�� r7���� �B�.�� ,�a��B�� 0

n

x

∂ ±
=

∂
� b�	�

���� 1���� ��� ,� *�@
�	� ��*��3�� V����� D�4� ���3���3\�

�84.?���4��*��P�I��P*.�dm �f��

)()(),( 0 xEyyx x−Ψ+=Ψ ψ  "�(# 

)2/cosh(

)2/cosh(
)(

k

kky
y

−
= ζψ  "��# 

��
	



��
�

 −
−−−= )

)2/cosh(

)2/cosh(
1(4)( 2

k

kky
Qyyyu  "��# 

2)
2

(
8 k

eBR

Q
Ex ζ

=  "��# 

�
�

	




�
�

�



−++

−

×=

1)2//()2/tanh()2/(tanh)2/(

)2//()2/tanh(1

)2/(

1

22

2

kkkkN

kk

k
Q

 "� # 

))(sinh()(2, yyui sx ψ−=  "�!# 

0, =dxi  "�$# 

)(, y
eScR

E
i e

x
cx σ=  "�%# 

))(cosh(2)( yye ψσ =  "�&# 

2

max
)2/cosh(

)2/cosh(
)( ��

	



��
�

 −
=

k

kky
PyP  "�'# 

HU
k

k
Qm refa ρ��

	



��
�


�
	



�
�

 −−=
2/

)2/tanh(
1

6

1
4�  "�(# 

����P]�	���4
0

Ψ���,�
x

E���������,���70z?��z��Q��=���?�xE�����P*�z��'	�z5�

zzzzzz6��76�*���zzzzzz��*���	.zzzzzzR��zzzzzz<=�	��3�zzzzzz�*��G

))(/(2 2ζσ eRScBN
e

=�����������Jz?�Swz��B��:>;��4��.M��=.��,�B�

�Jzzz?�,Re:zzz��;��*�
ref

U�zzz��P∆��70zzz�*,��zzz�*�G
sx

i
,

�rzzzo�.�

��Sg�����7�*
dx

i
,

,�UE9�ro�.�cxi ,7�*�?�ro�.�����P�z��=�'�zM�

	.R3���*��G��A��v�?�=
1

0

)()/1( dyyA
ece

σσ���	*�����iz�.7

�6��76�*���*�?����p���[C��	�������������,��z�*��z�*,�:z��������LCz�

�p���[C��������B���"�Ac����z�*���G2

max
ζBP =�����s4*�z��	�Iz��

���������	��?	*.���'	,�@�	���4���*�[C�����?��G
a

m����P���=�����

������������iz�.7����z��V0�����4���*�*�@
�	�:�����*,����c�=

p�����*�1�]��������G��

;� ���	78	<���=	>?����
����	�	�			

�86M�	���4�	.;�P��?%��������7��S��*�1�M�1�*��P�I�3�

���R�� 8�� ,����*��3�.Z��8�0��79� ���� 	�� *	���?3��������������

mV�!e�P�I�����?��G��

x

Ψ
(x

)

0 2 4 6 8 10

0

20

40

60

80

100

120

140

160
Numerical results without D-H App.

Numerical results with D-H App.

Analytical solution

D-H App. refers to Debye-Huckel approximation

ζ = -50 mV

ζ = -25 mV
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