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٩

: ري متغيکير با خواص مکاني در تيرخطيغ بزرگ يرشکل هاييتغ

   يليحل تحل
  ٭ ii شعربافيمين رحي ؛غلامحسiکي نيرضا داوديعل

  دهيچک

 ضخامت ارائه ير در راستاي متغيكير با خواص مكانير انعطاف پذي تهلأ مسيلي و حل تحلين مقاله فرمولبنديدر ا

ار يک بسي الاستي اما با کرنش ها،افتديم بزرگ اتفاق ياندازه هار در ير انعطاف پذيرشکل در تيي تغ گرچه.شده است

 بزرگ با استفاده از مختصات يرشکل هايي تغيبند فرمول. شوديک وارد نمي پلاسته به محدود،کوچک همراه بوده

ل يفرانسي دهادلک معي آزاد، منجر به ‐ ردار ي گيط مرزيرهمسانگرد با شراير غير انعطاف پذي تين براي و کارتزيمحل

 يليج حل تحلينتا. ديآيدست مه رشکل بيي تغي آن، مؤلفه هايليشود که با حل تحلي دوم مه درجيرخطي غيمعمول

ع ير معکوس شدن توزيتأث. سه شده استي مقاسيانسج حل المان محدود يرهمسانگرد با نتاير غير انعطاف پذي تيبرا

ر در ي متغيکير خواص مکانيزان تأثير و مير انعطاف پذي تي در بعد ضخامت بر رفتار خمشيکيخواص مکان

ج روش ارائه شده را ينتا. دست آمده استه  ثابت، بيکير نسبت به حالت خواص مکانير انعطاف پذيرشکل تييتغ

ر ي متغيكير با خواص مكانير انعطاف پذي تهلأ حل مسي که برايگري ديج روش هاي نتاي اعتبار سنجيتوان برا يم

  .کار گرفته شود، بيمارائه 

   المان محدود،يلير، حل تحلي متغيکي، خواص مکانيرخطير، هندسه غير انعطاف پذيت: ي دي كلكلمات

Large deflection of Flexible Functionally Graded Beams 
with Geometric Non-linearity: Analytical Approach  

Davoodinik, A.R.; Rahimi, G.H. 

ABSTRACT 

Motivation of this paper is presentation of analytical solution for flexible functionally graded beams 
problem when carry elastic large deflection, with small strains and without concerning plastic region. The 
formulation of large deflection in curvilinear and Cartesian coordinate systems for the free-clamped flexible 
functionally graded beam, culminate in the second order non-linear ordinary differential equation that can 
solve it in the analytical approach. The components of deflection that are derived with analytical solution and 
ANSYS approach are compared. The influence of the distribution reversing of the material property and the 
influence of the variable material property in the components of deflection are studied. This analytical 
approach can be used for verifying the other method results, if any. 

KEYWORDS : Flexible beam, large deflections, functionally graded materials, Analytical approach, 
ANSYS 
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١٠ 

  مقدمه ‐١

 است که يزم، عضويک مکانير در يک عضو انعطاف پذي

 يکرنش ها(ک ي الاستۀ را در محدودينيرشکل بزرگ معييتغ

گونه  نيا. کند  يمن تحمل ي معيرويک ني ه سببب) ار کوچکيبس

رو و ي انتقال نيهاستمي روبات ها، سي برخيرفتار در اعضا

 ينيزگيجا. شود  يم مشاهده عيبرگشت سر يهام زيمکان

، موجب يچند عضو يزم هاير در مکاني انعطاف پذياعضا

ش و ي از اصطکاک، سايار در اثرات مخرب ناشيکاهش بس

 در ،زم شدهي صلب در مکاني از عملکرد اعضاي ناشيتکانه ها

، موجب ي ساخت و نگهدارينه هايجه علاوه بر کاهش هزينت

 يها بران مجموعه يدر ا. گردد  يمز يزم ها نيش عمر مکانيافزا

ر يک تير غالباً آنها را همانند ي انعطاف پذي رفتار اعضايبررس

 ک عضوياز  يوقت. ]٣[ ‐ ] ١[ کنند  يم يردار مدلسازيکسرگي

ا يش و يا تحت ساي بالا ي با دمايطيط محير در شرايانعطاف پذ

ش عمر و ي افزايبراک راهکار يارتعاش مداوم استفاده شود، 

در  ري متغيکيبا خواص مکان  مواديريکارگه  آن، بييکارا

 ه هندسکهن مسائل لازم است يدر حل ا. ]٤[ساختار آن است 

رشکل ها و چرخش يي که تغير، وقتير انعطاف پذي تيرخطيغ

ش ها در اندازه  کرني ولکند  يمک را تحمل ي بزرگ الاستيها

 ياز طرف.  شوديساز ، مدلافتد  يمار کوچک اتفاق ي بسيها

 روابط ير در فرمولبندي متغيکير خواص مکانيست تأثيبا  يم

ن موضوع تاکنون در ي که ارمکان مسئله وارد شودييتغ‐کرنش

تا حد امکان انتخاب . ر مطالعه نشده استيپذ طاف انعيرهايت

 يکيخواص مکان  استفاده ازا که در آنهيروش حل در مسائل

 ي است که براييها م روشي تعمهي بر پا،شود  يم مطرح ريمتغ

 که يي روش هاي با بررس.]٧[ ‐ ]٥[مواد همسانگرد وجود دارند 

 ،نگرد ارائه شده استر همساي انعطاف پذيرهاي تيتاکنون برا

تانسور ز ين و ]٨[ون کارمن   که تانسور کرنششود  يممشاهده 

رشهف نوع يک‐ ولايپکه با تانسور تنش   لاگرانژ–ن يگرکرنش 

نکه ياه توجه ب اب.  دارندييها ک نقصي هر ]٩[ همراه است دوم

ک را از نوع انتقال و ير الاستيپذ رانعطافيرشکل تيي تغتوان  يم

چرخش جسم صلب درنظرگرفت، استفاده از کرنش ها و تنش 

ن يدرا. ]١٠[ شده است يگر معرفي دي به عنوان روشي محليها

 يگاه مختصات محل کرنش نسبت به دستيريگ اندازه روش با

و نه  يت کرنش از نوع کرنش هندسيافته، ماهي رشکليير تغيدرت

ن نوع ي که اشود  يمفرض  ي کرنشي انرژهآورندد يپدکرنش 

 ين تفاوت که برايبا ا. دينام ژائومن تـوان کرنشيکرنش را م

ان ي مربوط به گراد راستيـدگيتانسور کشف آن از يتعر

 هيتجز هديچي به روش پيازيو ن شود  ينمرشکل استفاده ييتغ

 يرمکان هايياستفاده از تغکه  نياه با توجه ب. ]١١[ سـتين يقطب

رمکان کاملاً ييتغ‐دست آوردن روابط کرنشه  بي برايمحل

ن ين دراي بنابرا]۱۲[ برد  يمن ي را ازبيدگيچين پي، چنيرخطيغ

  .ن روش استفاده شده استيمقاله ازا

ر ي بزرگ در تيرشکل هايي تغيدست آوردن فرمولبنده در ب

 علوم ياديم بني از مفاه،ييرو و ممان انتهاير تحت نيانعطاف پذ

 ي ولشود  يموسته استفاده ي پيط هايک محي مانند مکانيمهندس

 دوم ه درجيل معموليفرانسي دهک معادليکه منجر به  يياز آنجا

 ي از روش هاتوان  يم حل آن تنها ي برا،شود  يم يرخطيغ

 مذکور در ۀمعادل.  استفاده کرديا عددي و يليمه تحلي، نيليتحل

 شده يلي باشد، حل تحليير همسانگرد که تحت بار انتهايحالت ت

ر همسانگرد و ير انعطاف پذي تهلأن مسيهمچن. ]١٤[، ]١٣[است 

 ي و بارگذاريي انتهاي تحت بارگذاريرهمسانگرد وقتيا غي

مه يا ني و نگيروش شوت مانند ي عددي از روش ها، باشديانيم

. ]١٦[، ]١٥[است  حل شده اني آدوميهروش تجز مانند يليتحل

 محدود يط بارگذاريشرا  دري حتيلياما تاکنون روش حل تحل

رهمسانگرد انجام نشده ير غيانعطاف پذ ريت  درييبه بار انتها

ر ي بزرگ در تيرشکل هايي تغي فرمولبندهارائرو  نيا از. است

 ه معادليليحل تحلو  ري متغيکيخواص مکان با ريانعطاف پذ

ن مقاله است که يکرد ايرور، ير انعطاف پذيرشکل تييحاکم در تغ

ز ي و ني محليف انحناها، کرنش ها و تنش هايدرآن از تعر

 ‐نرمت ين قابليهمچن. شود  يم استفاده يضوي بيانتگرال ها

روش . ]۱۶[ شده است يله بررسأن مسيدر حل ا سيانسافزار 

ج ي نتاي اعتبارسنجي تواند براين مقاله مي ارائه شده درايليتحل

رمکان ها ييزان تغيدرآخر، م. کارگرفته شوده ب گري ديروش ها

 يازا رهمسانگرد دريغ و ر همسانگرديپذ انعطاف ريت در

  .سه شده استي مقايکيخواص مکان  ازي متفاوتيها عيتوز

  لهأ مسفيتعر ‐۲

 و b به عرض يلير با سطح مقطع مستطير انعطاف پذيت

شکل  آزاد مطابق ‐ ردار ي گيه گاهيط تکي را با شراhضخامت 

ب در ي و ضخامت که به ترتيبعد عرض. ديريدرنظر بگ) ١(

ر ي تيسه با بعد طولي واقعند، در مقاY وZ ي محورهايراستا

 يها بر راستاX کوچک هستند؛ امتداد محور ) X يستادر را(

  .افته منطبق استيرشکل نيير تغيتار مرجع از ت
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 و XYZافته يرشکل نيير تغيدستگاه مختصات ت): ۱(شکل 

  ξηζافتهيرشکل يير تغيمختصات ت دستگاه

xc   و yc  ۀ نقط يو عرض  يانگر مختصات محور  يب ب ي به ترت C در  

 يرويــ کــه نيه ايــ زاوα تــارمرجع ، ير بــر رويــ آزاد تيانتهــا

 .سازد   ي م Xبا محور ) C ۀنقط(ر  ي اثر خود بر ت    ه درنقط Pمتمرکز  

0ψ يروي اثر ن  هر در نقط  يب ت يانگر ش ي ب P  ثابت است   ي و مقدار 

 از  Q1(xQ1,yQ1) دلخـواه ماننـد      هر در هر نقط   يب ت يانگر ش ي ب ψو

.  اسـت  sرات  يي ـرات آن وابسته به تغ    يي تغ ،ر بوده ير انعطاف پذ  يت

ــ ــ تيوقت ــيير تغي ــد    يرشــکل م ــداد آن مانن ــد، امت ــده ــان ي ک کم

 يهـا   گاه تا نقطه   ـهيـر از تک  يان طول کمان ت   ي ب ي برا .خـواهدشد

C(xc,yc)و Q1(xQ1,yQ1)ب ازي به ترتLو s شود  يم استفاده.  

   مختصاتي دستگاه هايمعرف ‐۱‐۲

ک ي در يرخطيدست آوردن معادلات حاکم کاملاً غه  بيبرا

 مختصات نشان ير از دستگاه هاي انعطاف پذيبرنول‐ لرير اويت

 استفاده يبرنول–لرير اويات تيو فرض) ١(شکل داده شده در 

 يرهايم بر خلاف تي ضخيرهاينکه در تياه با توجه ب. شود  يم

رات ييک تغي پلاستهر به منطقينازک، انحناها قبل از وارد شدن ت

که  ني نازک با وجود ايرهايز در تي نخواهند داشت و نيا عمده

 ي برشيرشکل هايي دارا هستند، اما تغيرات عمده اييانحناها تغ

ات ي فرضيريکارگه ب بين تقري بنابرا؛ استيچشم پوشقابل 

گونه که مشاهده  همان. ]۱۲[ قابل قبول است ينولبر‐لرياو

 ξηζ الخط متعامد با ي منحني دستگاه مختصات محل،شود يم

 مشخص شده اند XYZن مرجع با يو دستگاه مختصات کارتز

]س انتقال يکه انتقال مختصات به کمک ماتر ]T صورت 

  :ميکه داريطوره رد، بيگ  يم
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ê
ê
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 يب در راســتايــکــه بــه ترتي ي بردارهــاzê وxê،yêکــه درآن 

)بـوده و     Z و   X   ، Y يمحورها )321 ,,j;ĝ j کـه  ي ي بردارهـا =

تـوان  يکه م  يه گونه ا   ب ، هستند ζوξ،ηي محورها يدرراستا

  :نوشت

)٢(  jkkj ĝĝ δ=⋅  

  . کرونکر استيانگر دلتاي بjkδکه در آن 

   آوردن انحناهادست هب ‐۲‐۲

ــه از   ــال چنانچـ ــه  )٢(حـ ــسبت بـ ــود  s نـ ــه شـ ــشتق گرفتـ  مـ

)و ) ( ) s∂•∂=′•مي باشد، دار:  

)٣(  3210 ,,k,jfor;ĝĝĝĝ,ĝĝ jkkjjj =⋅′−=⋅′=⋅′  

) از   يريکه با مشتق گ    )321 ,,j;ĝ j ده از  و اسـتفا s نـسبت بـه    =

  :]۱۰[ توان نوشت ي م)٣(
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ĝ

K
ĝ
ĝ
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]که درآن  ]K،برابر است با،س انحناي ماتر :  
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ĝĝĝĝĝĝ
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  :گريعبارت ده ا بي

)٦(  213132321 ĝĝ,ĝĝ,ĝĝ ⋅′=⋅′=⋅′= ρρρ  

ا ي ي چرخش يانحناξ  ،2 ρ حول محور  ي چرخش ي انحنا ρ 1که

 ζ حـول محـور    ي خمـش  ي انحنـا  ρ 3 و η حـول محـور    يخمش

بـه  ≡"" اسـتفاده از علامـت     )٤(م که در    يتوجه داشته باش  . است

ح کـه   ين توض ـ ي ـبـا ا  .  هم ارز بودن دو طرف رابطـه اسـت         يمعن

ــچنانچــه تغ ــرات هريي ) هکــي يک از بردارهــاي )321 ,,j;ĝ j  را =

ــه تغ ــسبت ب ــن ــال؛  (م ي بخــواهsرات يي ــوان مث ــه عن sĝب ∂∂ 1( ،

  دو بـردار ير در راستاير انعطاف پذي تيزان انحنا يست تا م  يکاف

32 ين مثال؛ انحناها  يدر ا (گر  ي د هکي ,   ρρ (  حـال بـا   . ميرا بـدان 

 ري ـر انحنا رابه صـورت ز     يتوان مقاد    ي، م )٦( و   )٥(،  )١(توجه به   

  :نوشت

)٧(  [ ] [ ]
 )(sin  cos) (cos sin

 ) (cos)(sin  )(sin  ) (cos

3 

213 

′=′+′−=⇒

+−⋅+=

⋅′=

ψψψψψρ

ψψψψ

ρ

yxyx êêêê

ĝĝ
 

)٨(  00 132 321 =⋅′==⋅′= ĝĝ,ĝĝ ρρ  

  ي محليرمكان ها و كرنش هاييتغ ‐ ٣‐٢
 هک سازيالمان از  رمکان هرييتغ  برداريدرحالت کل

 حرکت يکيکـه دانست  شامل دوبخش توان  يمر را يپذ انعطاف

 المان يرشکل محليي تغيگريو د) چرخش/ييجابجا(جسم صلب 

 ي کرنشيا انرژيگونه کرنش  چي از حرکت جسم صلب ه.باشد

‐  به روابط کرنشيابي دستين برايبنابرا ؛شود  يصل نمحا

‐ دانير، از ميانعطاف پذ ريت  دريرخطيرمکان کاملاً غييتغ
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 يکه از تئور ييآنجااز . شود  يم استفاده يرمکان محلييتغ

، ين تئوريات ايشود و طبق فرض  ي استفاده مي برنول‐ لرياو

 عمود بر ،رشکل، مسطح بودهيير قبل و بعد از تغيسطح مقطع ت

رمکان ييدان تغيم) ۲(شکلماند، با استفاده از   ي ميتار مرجع باق

ر در حالت ي از تي نقاط سطح مقطعي براXYZدر دستگاه 

  :شود  يف ميتعر ريصورت زه  بيدوبعد

)٩(  [ ]
0),(

)(cos1)(),(

),(sin)(),(

3

0
22

0
11

=

−−=

−=

ysu

sysuysu

sysuysu

ψ

ψ

 

0آنکه در 
1u0 و

2uۀرمکان نقطيي تغي مؤلفه ها Q1 از 

 ، بودهY و X ي محورهايمرجع المان مورد نظر در راستا تار

ψچرخش المان مورد نظر نسبت به محور هي زاو Zاست  .

مان  الي از سطح مقطع عرضH دلخواه ۀ ارتفاع هر نقطyن،يهمچن

 ضخامت و نسبت به تار مرجع ي در راستا،افتهيرشکل نيير تغيت

. دهد  يت مير موقعيي تغH1افته به يرشکل يياست که در المان تغ

ار ي بسي محليرمکان هايي با استفاده از مفهوم تغ)٩(در واقع 

  :دست آمده استه ر بيز عبارات زيو ن)) ٣(شکل (کوچک 

)1(
sincos

2

212111

ψ
ψψ

cosyHH
,yHH,yHQ,yHQQH

−=
====

  

  
با ري از تيرمکان تارمرجع و نقاط سطح مقطعييدان تغيم): ۲(شکل

 تارمرجع نسبت به ۀانگر فاصلي بry کهري متغيکيخواص مکان

  . استيانيتارم

 
 ξηζ به دستگاه رمکان نسبتييدان تغيحال چنانچه م

2211م ي شود، دارگرفته نظردر  )( )()(U ĝ,su~ĝ,su~,s ηηη += 

ب ي به ترتي محليرمکان هايي تغي مؤلفه ها~2u و ~1uکه در آن 

 ξηζستگاه که د يي بوده و از آنجاη و s≡ξ يدر راستا

 متصل به المان مورد نظر است، يک دستگاه مختصات محلي

  :توان نوشت يم

)١٠(  0~~,0~~ 0
2

0
2

0
1 =∂∂=== suuu ψ  

0که در آن    
1

~u   0 و
2

~u منطبـق بـر تـار       ي نقطـه ا   يرمکان ها يي تغ 

 چـرخش   ۀيانگر زاو ي ـ ب ~ψقطع مـورد نظـر و       مرجع در سطح م   

 کــه ∋ يبــرا. هــستند s و وابــسته بــه ξηζالمــان در دســتگاه 

 در  ،افتـه يرشـکل   يير طـول تـار مرجـع در حالـت تغ          يي ـانگر تغ يب

  :مي است دارξيراستا

)١١(  =∈∂∂ su 0
1

~  

  :توان گفتي م)٦( هو رابط) ٣(شکل علاوه، با استفاده از ه ب

)١٢(  321
21

0
ρψ

=⋅′=
⋅

=
∂
∂

→
ĝĝ

ds
ĝĝdlim

s

~

ds
 

د از بـردار   ي ـ با ي محل ـ يوردن کـرنش هـا    دسـت آ  ه   ب ـ يحال برا 

 ξηζ ي کــه در دســتگاه مختــصات محلـ ـ  يرمکــان محلـ ـييتغ

  : مشتق گرفتsشود، نسبت به   يدرنظرگرفته م

)١٣(  
s

ĝu~
s
ĝu~ĝ

s
u~ĝ

s
u~

s ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ 2

2
1

12
2

1
1U  

 )١٢( تـا    )١٠( واستفاده از    s نسبت به    )٩( از   يريحال با مشتق گ   

  :توان نوشت  يم

)١٤(  
0)(sin

)(cos

2

31

=′−=∂∂
−=∈′−=∈∂∂

ψψη
ηρψψη

~~s/u~
~~s/u~  

 المـان مـورد نظـر در        يرمکان محل ـ يي تغ ياما در مورد مؤلفه ها    

  :)٩( در )١٠( يگذاري، باجا)۲(شکل

)١٥(  0~~
21 == uu  

  :نيبنابرا

)١٦(  13)( U ĝs/ ηρ−∈=∂∂  
 

  
ت کوچک در ي نهاير بيي تغير هندسيتعب): ۳(شکل 

  يمحل  چرخشهيزاو

  

U)(رمکان  ييحال اگر از بردار تغ     η,s    نسبت به η   مشتق گرفته 

  :شود

)١٧(  
ηηηηη ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ 2

2
1

12
2

1
1U ĝu~ĝu~ĝu~ĝu~  

 ي وقت ـ ηرمکان نسبت به    يي تغ ير مشتق مؤلفه ها   يآن مقاد که در 

شـود، بـا    ي درنظرگرفتـه م ـ   ξηζ يدر دستگاه مختـصات محل ـ    

  : استريصورت زه  ب)١٠( و )٩(استفاده از 
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١٣

)١٨(  ( ) 0cos10sin 21 =−−=∂∂=−=∂∂ ψηψη ~u~,~u~  

  :نيبنابرا

)١٩(  0U =∂∂ η  

 را نـسبت    يرمکان محل ـ ييتوان مشتق بردار تغ   يطور مشابه م  ه  ب

  :دست آورده ر بي با عبارت زζبه 

)٢٠(  0U 2
2

1
12

2
1

1 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

ζζζζζ
ĝu~ĝu~ĝu~ĝu~  

 تـا   )١٣( بـا اسـتفاده از     تـوان يم را   ي کرنش محل  يحال مؤلفه ها  

 ي تئـور  يکه منطبق بـا کـرنش هـا       (ر نوشت   ي به صورت ز   )٢٠(

  ): استيک مقدماتيکلاس

)٢١(  

0
0)U()U(

)U(

23133322

1212

3111

====
=⋅∂∂+⋅∂∂=

−=∈⋅∂∂=

εεεε
ηε

ηρε

ĝĝs

ĝs
 

  تعادلمعادلات  ‐۴‐۲

 تعادل ممان ها حول تار مرجع در يبرا) ٤(شکل با توجه به 

توان يتر، م  کوچکه ازمرتبيير با حذف جمله هايهر المان از ت

  :نوشت

)٢٢(  ( ) )1(01 22 ∈+′−=⇒=∈++′ MFdsFdsM  

  :توان نوشتير ميروها در هر مقطع از تي تعادل نيز برايو ن

)٢٣(  0PF =+  

ر ي ـ از ت  ي متمرکـز وارد بـر نقطـه ا        ي خـارج  يروي بردار ن  Pکه  

 سـطح   ي اسـت کـه رو     ي داخل ـ يروهـا يند ن ي بردار برآ  Fبوده و 

  :که يطوره کند، بيمقطع اثر م

)٢٤(  
( ) ( ) yx êPêP

,ĝFĝF

αα sincosP

F 2211

+−=

+=  

  :مي دار)٢٤( در )٢٣( و )١( يگذاريبا جا

)٢٥(  

( )
( )
( ) ( ) 0ˆsinˆcos

ˆcossin

ˆsincos

21

21

=+−

−−+

+−

yx

y

x

ePeP

eFF

eFF

αα

ψψ

ψψ
 

  
  رير انعطاف پذي از تياگرام آزاد المانيد): ۴(شکل 

  

ک از يــب هري تعــادل، ضــراهدســت آوردن معادلــه  بــيکــه بــرا

  :ني بنابرا؛ميدهي قرار م را برابر صفرyê وxêيها مؤلفه

)٢٦(  0cossincos 21 =−+− αψψ PFF  

)٢٧(  0sinsincos 12 =+−− αψψ PFF  

 F2 و Pن ي بــــه، رابطــــ)٢٧( و )٢٦( از F1حــــال بــــا حــــذف 

  :ديآ يم دست هب

)٢٨(  ( )ψα += sin2 PF  

ــه باجا ــذاريک ــ)٢٢( در )٢٨( يگ ــه رابط ــن ني ب ــايروي  و يي انته

  :ديآيدست مه ر بي طول تي در راستايرات ممان خمشييتغ

)٢٩(  ( )ψα +=∈+′− sin)1( PM  

ر ي تي تنش و انحناها براي منتجه هانيبروابط  ‐۵‐۲

  ري متغيکيبا خواص مکانر يانعطاف پذ

ر در ي متغيکي خواص مکانير دارايرانعطاف پــذيچنانچه ت

 ييرات بر اساس تابع نمايين تغي ا، ضخامت بودهيراستا

  :توان نوشت  ي، م]۱۷[، ]۷[، ]۵[ف شود يتعر

)٣٠(  )(1 12
)(

0)( EElnh,eEE ry =⋅= + ληλ
η  

ب در يک به ترتي مدول الاست2Eو  1Eر،  ي ضخامت ت  hکه در آن    

( ) ryh −−= 2η   و ( ) ryh −= 2η    است که ry هانگر فاصـل  ي ب 

. ر اسـت  ي ـ در خمـش ت    ياني ـنسبت به تار م   ) تار مرجع  (يتار خنث 

ف ي ـبـا تعر  .  اسـت  يکنـواخت يريار غ ي ـبعـد و مع    ي ب λ/1ن  يهمچن

)( rye +ηλ ضــخامت   در بعــديکيع خــواص مکــانيــ توز)٣٠( در

 و  0E يها ثابت.  خواهد شد  ي تار خنث  ييمستقل از مقدار جابجا   

1/λ  ه ع مـاده ب ـ   ي ـ توز يط مـرز  يتوان با اسـتفاده از شـرا       ي را م

ار کوچـک و    ير کـرنش بـس    يکه مقاد  ييحال از آنجا  . دست آورد 

 کرنش را مطـابق     ‐توان روابط تنش    يک هستند، م  يدر حد الاست  

  : نموديبا قانون هوک معرف

)٣١(  ( ) 11)(11 εσ ηη E=  

 در هـر    ي ممـان خمـش    ي بـرا  )٣١( و   )٣٠(،  )٢١(که با استفاده از     

  :توان نوشتير حول تار مرجع مي از تيمقطع عرض

)٣٢(  

ryh

ryh
ry

b

b

ryh

ryh

ebE

dzdE

M

−=

−−=

+

−

−

−−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−=

+∈−=

−=

∫ ∫

∫

2

2

32

2
)( 

30

2

2

2

2
3

2
)(

A
)(11

)22(

  ][  

dA 

η

η

ηλ

η

η

λλ
η

λ
ηρ

ηρηη

ησ
 

ر ي تيت آمده است که وقتدسه ن فرض بي با ا)٣٢( ۀرابط

ا انبساط يتوان از مقدار انقباض و ير، نازک است، ميانعطاف پذ

نظر کرد   بزرگ صرفيرشکل هايي تارمرجع آن در تغيطول
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١٤ 

له أن مسي ايليست که حل تحلــ ا آنين فرض برايا). =∋0(

 نسبت )٣٢(، مشتق ryافتن مقدار ي يحال برا. رشوديامکان پذ

صورت عبارت  شود که در آني برابر صفر قرار داده مryبه 

ف ي و پارامتر توص(h)ر ي برحسب ضخامت تry ير برايز

  :ديآيدست مه ب) λ (يکيع خواص مکانيتوز

)٣٣(  ( ) λλ

λ

λ
1

)1(2
)1(

 

 
−

−
+

= h

h

,hr e
ehy  

  :ليصورت ذه  بλCف پارامتريحال با تعر

)٣٤(  
ryh

ryh
ryebEC

−=

−−=

+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−=

2

2

32

2
)( 

0 )22(
η

η

ηλ
λ

λλ
η

λ
η  

 يسي ـ را بازنو  )٣٢( و   )٢٩(تـوان   ي است م  =∋0ن فرض که    يو ا 

  :کرد

)٣٥(  ( )Ψ+=′− αsinPM  

)٣٦(  3ρλCM =  

  :مي دار)٣٥( در )٣٦( يگذاريباجا

)٣٧(  ( )Ψαρλ +=′−  sin3 PC  

  يلي حل تحليفرمولبند ‐٣

  :توان نوشتي م)٣٧( و )٧(با استفاده از

)٣٨(  0)]sin([)( 22 =++ λψαψ CPdsd  

 آن يليک فرم استاندارد، حل تحلي به )٣٨(ل يحال با تبد

ر يف زيل از تعارين تبدي انجام ايبرا. ر خواهد شديامکان پذ

  :شودياستفاده م

)٣٩(  ,Lss =  

)٤٠(  ,αψα +=1  

)٤١(  λCPP =  

ج از آن  ي نتـا  ي بعد بار بوده و در بررس      ي پارامتر ب  Pگه در آن    

 )٤٠( و )٣٩(از  . شـود يز اسـتفاده م ـ   ي ـرو ن ي ـان مقـدار ن   ي ـ ب يبرا

  :توان استنتاج نمود که يم

)٤٢(  
ds

dL
sd

d
sdL

d
ds

d ψααψ .
.

11 =⇒=  

)٤٣(  
2

2
2

2
1

2

22
1

2

2

2
.

. ds
dL

sd

d

sdL

d

ds
d ψααψ

=⇒=  

 آزاد آن اثـر     ي انتهـا  ي، رو α هي ـ بـا زاو   P معلوم يروين يکه وقت 

ر نوشــته يــصــورت زه  بــ)٤٢( و )٣٩(، )٣٨(د، بــا اســتفاده ازکنــ

  :شود يم

)٤٤(  0sin) ()( 1
22

1
2 =+ αα LPsdd  

   برقرار است؛ψ وs يل براي ذيدوده هاکه مح يياز آنجا

)٤٥(  00,0 ψψ ≤≤≤≤ Ls  

ــ ــت يم ــوان گف 01,10: ت ψααα +≤≤≤≤ s  ــوده و ــرار ب  برق

  : عبارتند ازيط مرزيشرا

)٤٦(  ( ) αα ==01 u
 

)٤٧(  ( ) 0
011 =+= αψαα sdd  

  روش حل  ‐۱‐۳
ر يک تي ي، که برا)٤٧( و )٤٦( يط مرزيبا استفاده از شرا

 دلخواه از هک نقطيل در يردار با بارمايکسرگير يانعطاف پذ

 ي مؤلفه ها،نموده يلي را حل تحل)٤٤(وان تيطول آن است، م

در . دست آورده ر را بير انعطاف پذيرمکان تارمرجع از تييتغ

 آمده است که در )٤٤( ي شرح کامل روش حل برا]۱۳[مرجع 

 يليج راه حل تحلي نتــــا.شوديان ميطور مختصر به نجا بيا

  : عبارتست از

)٤٨(  Pgnmpx ]cos)()cos(cossin2[ αψα +−=  

)٤٩(  Pgnmpy ]cos)()cos(coscos2[ αψα −−=  

  : که در آنها

)٥٠(  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]mpEnpEnpFmpFg ,2,2,,)( −+−=ψ

ــه ترتy و xو  ــ ب ‐ از شــکلي وعرضــي طــوليب مختــصه هــاي

 کــه.  اســتXYZدســتگاه مختــصات   تــارمرجع درۀافــتيرييتغ

( ) ( ) ( ) ( )mpEnpEnpFmpF     ، فــــــرم اســــــتاندارد ,,,,,,,

شده ف  ي تعر )٤١( در   Pو ]۱۳[بوده  لژاندر   يضوي ب يهاانتگرال

  :نيهمچن. است

)٥١(  ]2/)sin[( 0 αψ +=p  

)٥٢(  ( )[ ]pm 2sinsin 1 α−=  

)٥٣(  [ ]pn ]2/)sin[(sin 1 αψ += −  

حـلّ  شود از ي م ي نامگذار مدول شکل  که   pان پارامتر ين م يدر ا 

  :ديآيدست مه ر بي زهرابط

)٥٤(  ( ) ( )[ ]m,pFn,pFLP −=  

ر يک تيرمکان يي تغيدست آوردن مؤلفه هاه مراحل ب

)(لي مايروي آزاد که ن‐ ردار ير گيپذ انعطاف α,Pآن اثر ي رو 

  . آمده است)٥٥ تا ٥٢صفحات ( ]۱۳[در مرجع کند يم

 ر همسانگرديرانعطاف پذي تهلأحل مس ‐۴

ر همسانگرد از يپذ ر انعطافيمشخصات ت) ۱(جدول در 
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١٥

آزاد تحت بارمتمرکز ‐رداري گيط مرزي با شرا"فولادفنر "جنس

ط ي آن در شرايراش بيج آزماي آمده است، که البته نتاييانتها

31.P   .]۱۲[موجود است =

 ر همسانگرد ير انعطاف پذيمشخصات ت): ۱(جدول 

Value Parameter 

2.84× 107(psi) E 

2× 0.02(in2) Width× Thickness (b× h) 

15(in) Length (L) 

1.333× 10-6(in4) I 

1.3,0.9,0.2 P  

90o α 

 ي و حل المان محدود برايليج حل تحلينتا ‐۱‐۴

  ر همسانگرديرانعطاف پذيت

 که از مراحل يليج حل تحلين مرحله علاوه بر نتايدر ا

ج حل المان يد، نتايآ يدست مه ب] § ‐ ۱‐ ۳ [مذکور در بخش 

ر ير انعطاف پذي تيز براين سيانسمحدود به کمک نرم افزار 

 ي بررسي برايدست آمده است تا به عنوان ابزاره همسانگرد ب

. ردي قرار گيابيرهمسانگرد مورد ارزير غير انعطاف پذيرفتار ت

رد با استفاده از المان ر همسانگي تيحل المان محدود برا

 هق با هندسيت تطبيبا قابل (solsh190 يبي ترکيبعد سه

 حل ي چرا که مدت زمان لازم برا؛انجام شده است) يرخطيغ

کدهم يکمتر از (تر  عيار سري بسsolsh190با المان  سيانسدر 

  . استshellا ي و solidاز مدت زمان لازم با هر المان نوع ) برابر

 ]۱۸[ که تاکنون انجام شده است ييک هاينبا توجه به تک

 در بعد ضخامت و طول solsh190 المان يتوان ازتعداد کاف يم

 ينچ از راستايمناسب در هر ا يتعداد المان ها .استفاده نمود

 1000 و 120ب برابر ير به ترتيز بعد ضخامت از تي و نيطول

ن دقت را يشتريج آن همگرا شده و بي است که نتاانتخاب شده

دهد که   ينشان م) ۵(شکل .  دارديليج حل تحليسه با نتايدر مقا

 را معتبر solsh190ج المان ي، نتايتوان با اعتبار قابل قبول يم

 ر همسانگرد بهي از تي نقاطي که برايج تجربينتا. دانست

 هگر و شامل مختصات هنــدسيکدي از (in)1 يفواصل مساو

سه ي مقايز براي ن]۱۲[ر است ير انعطاف پذي تهافتيرشکل ييتغ

  .نشان داده شده اند

  
 ي براي و تجربيليج المان محدود، حل تحلينتا): ۵(شکل 

  )۱(جدول ر همسانگرد ي تهافتيل رشکييتغ  ههندس

  ر همسانگردير غير انعطاف پذي تهلأحل مس ‐۵

ر ي تيکي که در آن خواص مکانيله اأ مسيحال به بررس

ر يي تغييطور نمــاه  ضخامت بير در راســــتايپذ انعطاف

 ي به گونه اλ/1 و 0E يمقدار ثابت ها. ميپردازيکنــد، م

ر ين از تيريک در سطح زيشود که مقدار مدول الاست يانتخاب م

گر يو در سطح د) ۱(جدول ر همسانگرد يک تيبرابر مدول الاست

  .ش داشته باشدي دو برابر افزايبيزان تقريبه م

 يکي مکان با خواصرير انعطاف پذي تمشخصات ‐۱‐۵

    ريمتغ

ر مورد نظر ذکر يرانعطاف پذيمشخصات ت) ٢(جدول در 

ر ير انعطاف پذي مانند تيط مرزي و شرايابعاد هندس. شده است

  .است) ۱(جدول همسانگرد 

   ر همسانگرديغري تي و هندسيکيخواص مکان): ۲(جدول 

Value Parameter 

3.986× 107(psi) E0 

33.9 λ 

1.97 E2/E1 

2× 0.02 (in2) Width×Thickness (b×h) 

15(in) L 

(0.75,45o),(1,45o),(3,45o) ( P , α) 

  يليج حل تحليج حل المان محدود و نتاي نتاسهيمقا ‐۲‐۵

ک ي در قالب يسيت ماکرو نويمحدود، به کمک قابل حل المان

و با اسـتــفاده از المان  سيانس در نرم افزار يل متنيفا

solsh190ت يو با رعارهمسانگرد يغر ير انعطاف پذي تي برا

ج بدست ينتا) ۶(شکل در . ]۱۹[شود ي مناسب انجام ميبند مش

جدول  رهمسانگرديغر يپذ ر انعطافي تيآمده از دو روش برا
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ر يشود، رفتار ت يگونه که مشاهده م همان. سه شده انديمقا) ۲(

ج دو ي نتايمقدار عدد.  هر دو روش مذکور مشابه استدر

ن ي در اسيانسج ين نتاي بنابرا؛آمده است) ٣(جدول روش در 

  . معتبر استيط بارگذاريشرا

  

  
 مختصات ي و المان محدود برايليج تحلينتا): ۶(شکل 

  ) ٢(جدول  ري تهافتيل رشکييتغ  ههندس

  

 ي مختصات انتهاي و المان محدود برايليج تحلينتا): ۳(جدول 

  )٢(جدول   ريت

 P  = 3 , α = 45° P  = 1 , α = 45° 

s = 15 (inch) xC (inch) yC (inch) xC (inch) yC (inch) 

ANSYS 8.8028 10.74 14.24194 4.2682 

Analytical 8.35803 10.99463 14.18241 4.433613 

  يکيع خواص مکانير معکوس شدن توزيتأث ‐۳‐۵

ر معکوس ي، تأثري متغيکيخواص مکان با ييدر سازه ها

 ي، قابل بررسي در رفتار خمشيکي مکانع خواصيشدن توز

توان ي مλ=−9.33با انتخاب ) ٢(جدول در . ]۱۸[، ]۷[است 

که مدول  يطوره ب. س نمود را معکويکيع خواص مکانيتوز

ک در يباً دو برابر مدول الاستير، تقرين تيريک در سطح زيالاست

 و يليج روش حل تحلين مورد نتايدر ا.  آن شوديسطح فوقان

 خواص  معکوسعيتوزر بودن يتأث يبانگر يحل المان محدود ب

ه ر است بي تي رفتار خمشي در بعد ضخامت، بر رويکيمکان

  .کسان استي ها يير دو حالت، مقدار جابجاکه در ه يگونه ا

ر يپذ ر انعطافي تي رفتار خمشهسيمقا ‐۶

  رهمسانگرديغهمسانگرد و 

ر ي تيزان اختلاف در رفتـار خمشيانگر ميب) ۷(شکل 

جدول رهمسانگرد يغر ي و ت)۱(جدول ر همسانگرد يپذ انعطاف

ن يهمچن.  استP=0.22(lb) برابر يي انتهايرويبا مقدار ن) ٢(

رشکل نشان ييز در مقدار تغي را نλر مختلف ير مقاديتأث

ر از ير خواص تييشود با تغ يگونه که مشاهده م همان. دهد يم

 يرات در رفتار خمشييان تغزيرهمسانگرد ميهمسانگرد به غ

گر يکديرهمسانگرد با ير غيکه دو ت  استيشتر از حالتيار بيبس

 در يکيرات خواص مکانييزان تغي اگر ميحت(شوند  يسه ميمقا

رات خواص از همسانگرد به ييزان تغيشتر از ميآنها ب

باشد E2/E1=1.97 که اگر مقدار  يطوره ب). رهمسانگرد باشديغ

 ي آزاد آن با کاهشير در انتهاي تيکي استات‐  يز خمشيآنگاه خ

 در دو ياما وقت.  همراه خواهد شدE2/E1=1 نسبت به %25تا 

زان يباً پنج برابر شود مي تقر E2/E1رهمسانگرد مقدارير غيت

  . است%25ر برابر ي تيز انتهايکاهش خ

  
 رير همسانگرد و تي تيسه رفتـار خمشيمقا): ۷(شکل 

  رهمسانگرديغ

  يريجه گينت ‐۷

 بزرگ در يرشکل هايي تغهلأ مسين مقاله فرمولبنديدر ا

 همراه يرخطي غهرهمسانگرد که با هندسير غيرانعطاف پذيت

 دوم ه مرتبيرخطي غيل معموليفرانسي دهک معادلي شامل ،بوده

 حل يليروش تحلن معادله با يا. دست آمده استه شود، بيم

  ؛عبارتند ازق ين تحقي اجياز جمله نتا. شده است

ج يد نتايم داده شده، امکان تأئي تعميلي حل تحله با ارائ‐ 

 زمانبر و يها شياز به آزماي، بدون نيبعد  سههديچي پيها مدل

  .  آمده استديپدبر  نهيهز

 در يکيع خواص مکاني توزه با معکوس نمودن نحو‐ 

 در يکيشکل استات رييزان تغي ضخامت، ميراستا

  .کند ير نمييتغرهمسانگرد يغر يپذ انعطاف ريت

 ضخامت از ي در راستايکي خواص مکانييع نماي در توز‐ 

رشــــکل ييزان اختلاف تغيردار، ميکسر گير يرانعطاف پذيت

کنواخت يع ي ثابت نسبت به توزيي تحت بار انتهايکياستات
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  . وابسته استيي به توان تابع نمايرخطيطور غ هب

 و ي عدديهاتفاده از روش، با اسيقات بعديدر تحق

رهمسانگرد يغر ير انعطاف پذي حاکم بر ته معادل،يليتحل مهين

   روها و ي به همراه نيير و ممان انتهايرو و وزن تيتحت ن

را   زوي پيعملگرهاط عملکرد ير، که شراي در طول تييهاممان

  . کند، حل خواهد شديه سازيشب
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