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ارائه حدود پايين جديد روي مقدار بهينه زمان انجام کل 

  گر انباشته ي پردازش کارها در يک سيستم تک ماشينه

  ٭iiبهروز کريمي; iعلي حسين زاده کاشان

  چكيده

 )Cmax(سازي زمان انجام کل کارها  گر انباشته با هدف حداقل بندي يك ماشين پردازش در اين مقاله زمان

زمان روي   ماشيني است كه قابليت انجام عمليات هم،ر از يك ماشين پردازشگر انباشتهمنظو. بررسي شده است

البته با اعمال اين محدوديت که مجموع اندازه کارهايي که در .  از كارها را در قالب يك دسته يا انباشته دارديگروه

 اندازه و زمان پردازش عاملز كارها دو براي هر يك ا. بيشتر نباشد )B(آيند از ظرفيت ماشين  هم مي  بايک انباشته 

زمان عمليات مورد نياز کاري است که در با زمان انجام عمليات ماشين بر روي يک انباشته برابر . مفروض است

براي اين مساله، دو روش جديد توليد حد . را داردترين زمان پردازش  ميان کارهاي متعلق به آن انباشته بزرگ

شود که نسبت به تنها حد پايين   ارائه شده و ثابت ميLB3 و LB2 هاي با نامه تابع هدف پايين روي مقدار بهين

 حداقل به LB3 عملکرد  کهشود چنين ثابت مي هم. عملكرد بهتري دارند) LB1(موجود در ادبيات موضوع مساله 

  . استLB2خوبي عملکرد  

  ين، زمان انجام همه كارهاگر انباشته، حد پاي بندي، ماشين پردازش زمان: كلمات كليدي 

New Lower Bounds for the Optimal Makespan on a 
Single Batch Processing Machine  

A. Husseinzadeh Kashan, B. Karimi 

ABSTRACT 

This paper considers minimizing makespan (Cmax) on a single batch-processing machine. A batch-
processing machine can process a group of jobs simultaneously, as long as the total size of jobs in the 
batch does not exceed the machine capacity (B). For each job, we assume a specific job size and job 
processing time. The processing time of a batch is just the longest processing time of all jobs in the batch. 
We introduce two new procedures for obtaining lower bounds of the optimal makespan, entitled LB2 and 
LB3, respectively. We prove that both of the new bounds are tighter than the only existing bound called 
LB1. We also prove that LB3 is at least as tight as LB2. 

KEYWORDS : Scheduling, batch-processing machine, lower bounds, makespan 
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  مقدمه ‐١

بندي   اخير مسائل مربوط به تعيين توالي و زمان در دو دهه

وجه قرار اي مورد ت هاي توليد انباشته عمليات در سيستم

  ها در سيستم بندي انباشته كه امروزه زمان طوري به. اند گرفته

.  در بسياري از صنايع استمعمولهاي   يكي از سياست،توليد

اي، بر حسب  بندي در توليد انباشته هاي زمان به طور كلي مدل

در نوع اول، . دشون ميبندي   طبقهدستهسازي به دو   نوع انباشته

رتي در قالب در صو) شود  ميگفته" كار" آنها بهكه (سفارشات 

اندازي ماشين داراي  شوند كه از نظر راه يك انباشته توليد مي

ين در هر لحظه، عمليات چن هم. هاي مشابه باشند نيازمندي

ولي طي دو دهه . شود انجام مي روي يك سفارش ماشين فقط

اي مورد  بندي توليد انباشته هاي زمان اخير شكل ديگري از مدل

ه نظريه تعيين توالي عمليات و توجه محققين فعال در زمين

سازي   نوع دوم انباشتهشاملاست که  بندي قرار گرفته  زمان

زمان  اي، چندين كار به طور هم در اين نوع توليد انباشته. است

اما ظرفيت ماشين محدود . گيرند تحت عمليات ماشين قرار مي

كه هر يك ممكن است داراي (بوده و گردآوري كارها 

 به ها بايد در قالب انباشته) شند متفاوت با ظرفيتيهاي  نيازمندي

هاي   مدلبهبه طور خاص . مؤثر صورت پذيردي  گونه

هاي   مدل،بندي كه با اين نوع محيط توليدي سروكار دارند زمان

  .شود  ميگفته ١ انباشتهگر پردازشهاي  بندي ماشين زمان

ي ها  از ايستگاهفراوانيهاي  مثال، بندي در ادبيات زمان

 استفاده   انباشتهگر پردازشهاي  توليدي كه در آن از ماشين

 در ٢، عمليات فر درون سوزبراي مثال. اند شدهآورده شود  مي

شود كه  توليد بوردهاي مدار مجتمع، در داخل فرهايي انجام مي

توانند در خود جاي داده و تحت  چندين گروه از بوردها را مي

هاي   در اينجا فرها نقش ماشين.]۱۸ [عمليات حرارتي قرار دهند

  . دارند انباشته را گر پردازش

هاي  بندي ماشين هاي زمان هاي اخير مدل در سال

هاي ظرفيتي   با فرض وجود نيازمندي  انباشتهگر پردازش

در عمل . اند  متفاوت براي كارها مورد توجه قرار گرفته )اندازه(

. جود داشته باشدممكن است تعابير متفاوتي از اندازه يك كار و

 درنظر گرفته عاملياز طرفي ممكن است اندازه يك كار بعنوان 

از سوي ديگر ممكن . شود كه معرف ابعاد فيزيكي آن است

به عنوان . است اندازه يك كار معرف نيازمندي عملياتي آن باشد

يك كار وسيله  قدار انرژي مصرفي غيرمستقيم بهتوان م مثال مي

رتي كه مقدار انرژي صرف شده براي در انباشته را در صو

، به عنوان يك ويژگي از كار و در قالب باشدانباشته محدود 

بندي با فرض وجود  در مسائل زمان. اندازه كار درنظر گرفت

شود كه   فرض مي،هاي ظرفيتي متفاوت براي كارها نيازمندي

شكستن يك كار و تخصيص آن به بيش از يك انباشته مجاز 

 يكپارچگي فيزيكي رضي با توجه به  درنظرگرفتنچنين ف .نيست

 فيزيكي قابل از نظر كارها اگرحتي . شود كارها مطرح مي

بعنوان مثال با . شكست باشند، ممكن است انقطاع مجاز نباشد

چنين سياستي، رديابي سفارشات مشتريان و درنظرگرفتن 

تواند با سهولت بيشتري انجام  ارائه خدمات پس از فروش مي

نكته قابل توجه اين است كه خانواده مسائل . ]۸[ دگير

 با كارهاي با اندازه  انباشتهگر پردازشهاي  بندي ماشين زمان

زيرا اين . ]۲۳ [گيرد  قرار ميNP-hard در طبقه مسائل نامساوي

مسائل به طور غيرمستقيم شامل مساله تخصيص كارها به 

د در ادبيات ترين مسائل موجو  سختجزءها هستند كه  انباشته

 . مسائل تركيباتي است
شامل  مساله در نظر گرفته شده در اين مقاله ،به طور خاص

  : فرضيات زير استبا   انباشتهگر پردازش بندي يك ماشين  مانز

 گر پردازشبندي بر روي يك ماشين   کار براي زمانnتعداد  −

 .د که همگي در لحظه صفر در دسترس هستند وجود دارانباشته

دسترس در ه کارهاي هم شامل انديس Jنيد مجموعه فرض ک

 .باشد
با شروع عمليات ماشين روي يک انباشته، توقف عمليات  −

پذير نبوده و پيش از اتمام عمليات ماشين هيچ کاري  امکان

 .تواند به انباشته اضافه و يا از آن خارج شود نمي
  واحد از منابع محدودsiمقدار کميتي معادل ، iبراي هر کار  −

 . مورد نياز است) ظرفيت ماشين(
 کارهايي که متعلق به يک عمليات تمام پايانزمان شروع و  −

زمان پردازش انباشته . انباشته هستند با يکديگر يکسان است

 ساير کارهاي بينزمان پردازش کاري است که در با نيز برابر 

 .ترين زمان پردازش را دارد متعلق به انباشته طولاني
ت ماشين براي انجام عمليات همزمان روي حداکثر ظرفي −

به عبارت ديگر مجموع اندازه کارهاي .  استBکارها برابر 

 . شودبيشتر  B  از مقدارنبايدمتعلق به يک انباشته 
 انباشته در مقايسه با ساير عمليات، گر پردازشهاي  ماشين

 ايستگاه گلوگاه بنابراينو دارند تري  زمان انجام عمليات طولاني

برداري بالا از اين نوع  بنابراين ميزان بهره. هستندليد تو

 افزايش توان عملياتي کل سيستم تواند منجر به ها مي ماشين

تواند به معني  برداري بالاتر مي از آنجا که ميزان بهره. دشو

يا به طور معادل مقدار (کاهش زمان انجام عمليات کليه کارها 

Cmax (ماشينوسيله به )معيار عملکرد نابراين بباشد، ) ها

 . استCmaxسازي  حداقل
 BPM-CMAX عنوان بادر ادامه، به مساله با فرضيات فوق 
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 نخستين بار در سال BPM-CMAXمساله . اشاره خواهد شد

پس از آن نيز اين مساله توجه عده . ]۲۳[  بررسي شد۱۹۹۴

هاي صورت  اما تلاش. زيادي از محققين را به خود جلب نمود

هاي حل بوده و در رابطه با   محدود به ارائه روشقطفگرفته، 

 انجام نشدهها تلاش چنداني  ارزيابي عملكرد واقعي اين روش

رو در اين مقاله به جبران ضعف موجود در زمينه  از اين. است 

-BPMمساله هاي ارائه شده براي  ارزيابي عملكرد الگوريتم

CMAX طريق ارائه  کار به طور خاص از  اين. خواهيم پرداخت

 توليد حدود پايين قوي روي مقدار بهينه برايهاي كارا  روش

Cmaxمنظور از يک حد پايين روي مقدار بهينه .  انجام خواهد شد

 l مقداري است مانند ،سازي  در يک مساله حداقل(z)تابع هدف 

zlکه همواره شرط  ترين  از مهم. سازد  را برقرار مي≥

  :عبارتند ازاي حدود پايين کاربرده

هاي دقيق مانند  استفاده از حدود پايين در بدنه الگوريتم −

 .روش شاخه و حد
هاي رياضي به عنوان  استفاده از حدود پايين در بدنه مدل −

 .يک محدوديت
هاي  استفاده از حدود پايين در ارزيابي ميزان نزديکي جواب −

 .هينههاي مختلف به جواب ب از الگوريتمبدست آمده 
استفاده از حدود پايين توسعه داده شده براي يک مساله در  −

 .تر ايجاد حدود پايين براي مسائل پيچيده و کلي
. شود  نشان داده مي*Cمقدار بهينه تابع هدف با نماد 

 از براي اشاره به مقدار حد پايين حاصل ACچنين از نماد هم

* راتعبا. شود  استفاده ميAروش 
QC يا A

QC نشان  به ترتيب

دهنده مقدار بهينه تابع هدف و يا مقدار حد پايين حاصل از 

، به ازاي مجموعه کارهايي است که انديس آنها متعلق Aروش 

  .باشد مي Q به

 فرض BPM-CMAX ارائه حدود پايين براي مساله ازپيش 

 yي هر نمونه مساله ورودي، نخست هر کار شود که به ازا مي

J متعلق به }|min},{{ با شرط ′ JyssByJ iJiy ∈<−=′
∈

 را 

 )J ( کارهادر يک انباشته مجزا قرار داده و آن را از مجموعه

Jکه کارهاي متعلق بهدليل اين به . منمايي حذف مي توانند   نمي′

. بندي شوند ارهاي موجود در يک انباشته گروهبا هيچ يک از ک

*بنابراين داريم
\

*
JJJj j CpC ′′∈

بدون اينکه از کليت . ∑=+

 هيچ کاري وجود ندارد شود فرض ميکار کاسته شود در ادامه 

Jکه در مجموعه    . قرار گيرد′

به مرور مقالات مرتبط با موضوع مقاله بخش دوم در 

 و در بخش سوم به معرفي تنها حد پايين ارائه شده پرداخته

در اين بخش . خواهيم پرداخت BPM-CMAXبراي مساله 

چنين دو حد پايين جديد براي مقدار بهينه تابع هدف ارائه  هم

در بخش چهارم نيز کيفيت حدود پايين سنجيده و . شود مي

گيري  بندي و نتيجه بخش پنجم به جمع. شوند مقايسه مي

 .دازدپر مي

  مرور ادبيات ‐٢

 گر پردازشهاي  بندي ماشين هاي اخير مسائل زمان در سال

به طور گسترده مورد توجه محققين فعال در زمينه     انباشته

 مروري ]۲۰ [در مرجع. اند  و توالي عمليات قرار گرفتهبندي زمان

 گر پردازشهاي  بندي ماشين جامع بر ادبيات مسائل زمان

در اين بخش به مرور مقالاتي .  است گرفتهانجامانباشته 

پردازيم که فرضيات درنظر گرفته شده در آنها نزديک به  مي

 است؛ يعني مقالاتي که در آنها BPM-CMAXفرضيات مساله 

  . اندازه کارها يکسان در نظر گرفته شده است

 بندي زمان زمينهنخستين تلاش صورت گرفته در 

ض وجود کارهاي با اندازه  با فر  انباشتهگر پردازشهاي  ماشين

اما .  نسبت داد]۸[ توان به دابسون و نامبيمادوم  را مينامساوي

 محل کاربرد ]۲۳[ ها به طور جدي پس از اينکه اوزوي اين مدل

ها يافت، مورد توجه محققين  هادي آنها را در صنايع توليد نيمه

 روي يک ΣCi و Cmaxسازي  حداقل، ]۲۳[در مرجع . قرار گرفتند

 در مرجع.  انباشته مورد توجه بوده استگر پردازشاشين م

 ارائه BPM-CMAX نيز دو الگوريتم ابتکاري براي مساله ]۱۰[

  در مرجع معرفي شده تمشده که يکي بر مبناي اصلاح الگوري

و ديگري بر مبناي تعيين اقلام يک انباشته با استفاده از  ]۲۳[

 ]۲۵[انگ و همکاران ژ. دنماي پشتي عمل مي حل يک مساله کوله

 براي ]۲۳[مرجع هاي ارائه شده در  به تحليل عملکرد الگوريتم

 در بدترين حالت پرداخته و يک Cmaxسازي  مساله حداقل

حسين زاده کاشان و . اند کردهالگوريتم تقريبي جديد ارائه 

را ] ۲۵[مرجع فرضيات مساله معرفي شده در ] ۱۳[همکاران 

م ابتکاري با نسبت عملکرد معلوم ارائه تعميم داده و يک الگوريت

 يک الگوريتم تقريبي براي حالتي چنين به ارائه آنها هم. اند داده

 ، پردازش کارها موافق يکديگر هستند که اندازه و زمان

محققان يک الگوريتم شاخه و حد ، ]۹[در مرجع . اند پرداخته

ئل اند که قابليت حل مسا  ارائه کرده BPM-CMAXبراي مساله

 اخيراً نيز مولفان مقاله.  بزرگ را داراستبه نسبتبا ابعاد 

شاخه و قيمت را براي حل اين مساله مبناي  روشي بر حاضر

را  ]۹[که قابليت رقابت با روش شاخه و حد  ]۲۲[اند  ارائه کرده

  .دارد
 انباشته با گر پردازشهاي   ماشينبندي زمانحل مسائل 

، با استفاده از امساوينفرض وجود کارهاي با اندازه 

ابتکاري نيز مورد توجه محققين قرار گرفته  هاي فرا الگوريتم
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سازي بازپخت براي   يک الگوريتم شبيه]۲۱[مرجع در . است

 شده است که   ارائه شده و نشان دادهBPM-CMAXمساله 

هاي حاصل از حل مدل   شده در مقايسه با جوابمعرفيروش 

 نتايج بهتري را ٣ سيپلکس نرم افزاررياضي مساله با استفاده از

نيز يک الگوريتم  ]۶[  مرجعدر. دهد در زمان کمتر بدست مي

 ارائه شده و عملکرد آن BPM-CMAXژنتيک ساده براي مساله 

 ]۲۱[ مرجع در سازي بازپخت ارائه شده با الگوريتم شبيه

مولفان مقاله  ]۱۵[ براي اين مساله، در مرجع .مقايسه شده است

 نمايش کروموزومي بر اساس بر مبنايگوريتم ژنتيک يک ال

کليدهاي تصادفي و يک الگوريتم ژنتيک ترکيبي که از يک 

نتايج . اند ارائه کردهرا برد  نمايش کروموزومي ابداعي بهره مي

دهد که الگوريتم ژنتيک ترکيبي ارائه شده   مينشانمحاسبات 

 الگوريتم هاي بسيار بهتري را نسبت به  کارا بوده و جواب

و الگوريتم ژنتيک  ]۲۱[ مرجع سازي بازپخت ارائه شده در شبيه

 نمايش کروموزومي بر اساس کليدهاي تصادفيمبتني بر 

  در مرجعTmax  وCmaxزمان  سازي هم مساله حداقل. دهد مي

براي اين مساله مولفين يک . مورد مطالعه قرار گرفته است ]۱۶[

نتايج محاسبات . اندارائه کردهالگوريتم ژنتيک دو هدفه ترکيبي 

هاي   که اين الگوريتم قابليت يافتن جوابدهد ميآنها نشان 

اخيرا نيز محققين از . هاي بهينه پارتو را دارد نزديک به جواب

و  ]۲۷[  جستجوي آزادمانندابتکاري نسل جديد  هاي فرا روش

بهره  BPM-CMAXبراي حل مساله  ]۲۶[ تکامل تفاضلي

 Cmaxسازي  دادي از محققين به مطالعه مساله حداقلتع. اند برده

 ]۲۴[ ،]۱۴[ ،]۵[، ]۴[  انباشته موازيگر پردازشهاي  روي ماشين

 گر پردازش هاي سيستم فلوشاپ از ماشينچنين روي يک  و هم

با فرض وجود کارهاي با اندازه  ]۱۹[، ]۱۲[، ]۷[ انباشته

  .اند  پرداختهنامساوي

 با فرض وجود بندي زمانئل  که گفته شد مساطور همان

. معرفي شدند ]۸[ بار در مرجع نامساوي اولينکارهاي با اندازه 

 ، در نظر گرفته شده در آنجابندي زماناز جمله فرضيات مدل 

سازي  با هدف حداقل. ست اهاي ناسازگار کارها وجود خانواده

ΣwiCiنشان داده شده است که اين مساله  ]۸[ ، در مرجعNP-

hardريزي عدد صحيح ترکيبي براي   و يک مدل برنامه بوده

، براي اين مساله يک روش ]۲[ در مرجع. مساله ارائه شده است

 تعدادي روش ابتکاري و يک ]۱۷[شاخه و کران و در مرجع 

نمايش کروموزومي بر اساس مبناي الگوريتم ژنتيک بر 

نيز يک  ]۱۱[ در مرجع. کليدهاي تصادفي ارائه شده است

سازي کولني مورچگان، در دو نسخه   بهينه مبنايرچارچوب ب

  . متفاوت ارائه شده است

  BPM-CMAXحدود پايين براي مساله  ‐٣
هاي توليد حد پايين روي  در اين بخش به معرفي روش

ابتدا به معرفي تنها روش موجود . پردازيم  ميCmaxمقدار بهينه 

 است ارائه شده ]۲۳[ كه در مرجع) LB1(براي توليد حد پايين 

هاي جديد توليد حدود پايين  پرداخته و سپس به معرفي رويه

براي  LB1  از]۱۵[ ،]۱۰[ ،]۲۳[ تعدادي از محققين. پردازيم مي

هاي خود استفاده  هاي حاصل از الگوريتم سنجش كيفيت جواب

هاي توليد حدود پايين براي  اند و يا از آن در بدنه الگوريتم كرده

 و يا از آن ]۱۴[ ،]۱۲[اند  تفاده كرده اسبندي زمانساير مسائل 

  .]۹[ اند  كرده در بدنه الگوريتم شاخه و حد استفاده

  LB1 الگوريتم

ابتدا همه كارها را به ترتيب نزولي زمان پردازش آنها مرتب 

با شروع از ابتداي ليست، نخستين كار را در تنها . کنيد 

 Bر از ظرفيت آن كمت(اي كه به طور كامل پر نشده  انباشته

ها به حد بالاي ظرفيت خود  اگر همه انباشته( قرار داده ) است

و چنانچه فضاي لازم ) اند يك انباشته جديد تشكيل دهيد رسيده

براي قرار دادن كار در انباشته مذكور وجود ندارد، قسمتي از 

سازد  كار را كه ظرفيت خالي انباشته را به طور کامل اشغال مي

سپس يك انباشته جديد تشکيل داده و . هيددرون انباشته قرار د

اين فرآيند را تا . باقيمانده كار خرد شده را در آن قرار دهيد

  .که هيچ كاري در ليست باقي نماند تكرار نماييد يزمان

بدين ترتيب .  الگوريتم فوق بر اساس آزادسازي استمبناي

كه در آن فرض مجاز نبودن شكست كارها به اجزاي با اندازه 

زمان اجراي الگوريتم فوق از مرتبه . چكتر، آزاد شده استكو

nn logسازي   مرتببه دليل فقطاين پيچيدگي زماني .  است

 nO)(هاي الگوريتم در زمان اجراي ساير قسمت. كارهاست

عملكرد الگوريتم نسبت اخيراً ثابت شده كه . پذير است امكان

  .]١ [٤است ۵/۰ رترين حالت برابفوق در بد

  BPM-CMAX حدود پايين جديد براي مساله ارائه ‐۱‐۳

 اندازه كارها نسبت به ظرفيت ماشين كوچك است، وقتي

در واقع ثابت شده كه . شود  مي  خوب تلقيLB1عملكرد متوسط 

 اندازه كارها نسبت به ظرفيت ماشين كوچكتر شود چههر 

طور كه در  همان. ]۱[شود  ميدر بدترين حالت بهتر LB1 عملكرد 

 گزارش شده است، براي بسياري از مسائلي كه در ]۱۵[مرجع 

آنها اندازه كارها نسبت به ظرفيت ماشين كوچك است، مقدار 

  برابر Cmax با مقدار بهينه LB1 وسيله بهحد پايين توليد شده 

 كه اندازه  كارها شود کاسته مي زماني LB1عملكرد از اما . است

توان براي توليد  از اين نقطه ضعف مي.  بزرگ باشدسبتبه ن

   . استفاده کردحدود پايين جديد 
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 را در قالب بندي زمانفرض كنيد كارهاي در دسترس براي 

مجموعه كارهايي كه ابعاد آنها . دو مجموعه تفكيك نماييم

 است و مجموعه /٢Bبزرگتر از نصف ظرفيت ماشين يعني 

. وچكتر از نصف ظرفيت ماشين استكارهايي كه ابعاد آنها ك

بديهي است كه هيچ دو كاري كه اندازه آنها بزرگتر از نصف 

 وسيله بهتوانند در قالب يك انباشته  ظرفيت ماشين است نمي

صورت محدوديت ظرفيت   زيرا در اينپردازش شوند،ماشين 

بنابراين، براي هر يك از اين نوع كارها . شود ماشين نقض مي

 εچنين كاري با اندازه  هم. جداگانه مورد نياز استيك انباشته 

)٢B/≤ε (تواند با كاري با اندازه بزرگتر از  نيز نميB-ε در يك 

 به يك حد پايين روي براي رسيدنبنابراين، . انباشته قرار گيرد

 εتوان به ازاي مقادير مختلف  بهينه تابع هدف مي مقدار

)٢B/≤ε( اجازه داد كارهايي كه اندازه آنها در دامنه فقط 

[ ]εε −B,فرض .  قرار دارد قابل شكست به اجزايشان باشند

),(}|,  {کنيد  JgvsugvuS g  دلالت بر مجموعه =>≥∋

 و كوچكتر يا uكارهايي داشته باشد كه اندازه آنها بزرگتر از 

: توان تعريف كرد ه ميبه طور مشاب.  استvمساوي با 

}  ,|{),( JgvsugvuS g  يك NLB رويه زير با نام. =≥≥∋

  .دهد  ميCmaxحد پايين معتبر را روي مقدار بهينه 

  NLB الگوريتم

، يك حد پايين روي مقدار B[∈ε ,۲/0[به ازاي يك مقدار  ‐١

  : را به صورت زير محاسبه كنيدCmaxبهينه 

1
),(),(

LB
BSBBSj j

NLB CpC εεε

ε
−−∈

+=∑
  

1كه در آن
),(

LB
BS

C
εε −

له يوس  مقدار حد پايين بدست آمده به

LB1 بر اساس مجموعه كارهايي است كه متعلق به مجموعه ،

),( εε −BSهستند .  

ترين مقدار  ، بزرگε به ازاي همه مقادير ۱با تكرار گام  ‐٢

بدست آمده براي
εNLBCيين روي مقدار بهينه ، يك حد پا

Cmaxيعني.   است : 

)۱(  }.{max
]2,0[

ε

ε

NLB

B

NLB CC
∈

=  

چنين  هم.  استCmaxيك حد پايين روي مقدار بهينه  NLBC .١لم 

1LBNLB CC ≥.  

، از آنجا كه هيچ يك از εبه ازاي يك مقدار مفروض . اثبات

توانند در   نمي است[ε, B- ε]ازه آنها در بازه كارهايي كه اند

 در آن B- ε اي قرار گيرند كه كاري با اندازه بزرگتر از  انباشته

  :قرار دارد، داريم

*
),(

*
),(),(

),(),(
1

BSBSBBSj j

LB
BSBBSj j

NLB

CCp

CpC

εεεε

εεε

ε

=+

≤+=

−−∈

−−∈

∑
∑

 

JBSكه از آنجا ⊆),(ε پس ،**
),( CC BS ≤ε .نتيجه در 

*CC NLB 1 داريم ε=0 ازاي چنين به هم. ≥
0 LBNLB CC = 

NLBLBكه دلالت بر  CC   . دارد1≥

] B-ε۲/B , [از آنجا كه هيچ دو كاري كه اندازه آنها در بازه

، هنگامي باشندتوانند در يك انباشته  گيرد نمي قرار مي

∑که −∈− <
),2(),(

1

εεε BBSj j
LB

BS pC ممکن است بتوان ،

 :داريم. تر نمود  را قويNLBCارمقد

{ }

{ }⎪⎭
⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−

+
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
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=

∑
∑

∑
∑

−∈−

∈

∈

−−∈

−∈

∈

),2(),(

),2(

]2,0[

),(),2(

),(

]2,0[

1

1

2

,0max
max         

,max
max

εεε
ε

εεε

ε

ε

BBSj j
LB

BS

BBSj j

B

LB
BSBBSj j

BBSj j

B

LB

pC

p

Cp

p
C

  

}}{max,max{          
]2,0[)2(

ε

ε

NLB

B

*
,BBS CC

∈
=  )۲(  

∑که در آن  ∈
=

),2()2( BBSj j
*

,BBS pC.  

.21که توان دريافت   مي١از لم در نتيجه  LBLB CC ≤ 

 به فقط بايد NLB در الگوريتم ٢چنين از آنجا كه در گام  هم

 مقدار،B[∈ε ,۲/0[ مقادير متمايزتعداد 
εNLBC را محاسبه 

 در 2LBC توان نتيجه گرفت كه پيچيدگي محاسباتي نمود، مي

)log( با بدترين حالت برابر 2 nnO است. 
ريق تفكيك مجموعه  از ط2LBC شد،ديدهطور كه  همان

  بدين. كارهاي در دسترس در قالب دو مجموعه بدست آمد

ترتيب ممكن است بتوان از ايده تفكيك كارها در قالب سه 

و در صورت امكان (مجموعه براي ارائه يك حد پايين ديگر 

  : بهره برد) ٣( رابطه به صورت) تر قوي

)۳(  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

∈
}{max,max

]3,0[
)3(

3
ε

ε

NLB

B

*
,BBS

LB CCC  

*كه در آن 
,BBSC اي از  در زير مساله Cmax مقدار بهينه )3(

 كارهاي با اندازه بزرگتر از فقطمساله اصلي است كه در آن 

٣/Bاند  در نظر گرفته شده.  

. پذير است  زير امكانصورت به موضوعخوشبختانه، اين 

 مجموعه نخست شامل كارهايي است كه اندازه ،بنابر تعريف

 كارهايي به وسيلهمجموعه دوم نيز . هستند B/٢آنها بزرگتر از 

. گيرد قرار مي) B۳/B ,/۲[ شود كه اندازه آنها در بازه ساخته مي

، مجموعه سوم شامل كارهايي است كه در مجموعه پاياندر 

 هر يك از كارهايي كه در دوباره. گيرند اول و دوم قرار نمي
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قرار  در يك انباشته جداگانه دباي گيرند  مجموعه نخست قرار مي

توانند  البته كارهايي كه در مجموعه دوم قرار دارند مي. گيرند

  حداكثر با يك كار از مجموعه نخست كه اندازه آن در بازه

]۳/B۲ ,۲/B(فرض . بندي شوند  قرار دارد، در يك انباشته گروه

 مجموعه كارهايي باشد كه عضو مجموعه نخست بوده Hكنيد 

تعلق به مجموعه دوم در يك توانند با يكي از كارهاي م و مي

بندي کارها به صورت  با توجه به تفکيک. انباشته قرار گيرند

*توان  فوق مي
,BBSC   : ارائه نمود)٤(رابطه  را به صورت )3(

)۴(  ∑∑
∈

∈
−+=

Hj
jXBBSj j

*
,BBS pCpC *

),2()3(  

*كــه در آن
XC مقــدار بهينــه Cmax اي از مــساله  در زيــر مــساله

شـان متعلـق بـه         كارهايي كـه انـديس     فقطي است كه در آن      اصل

HBBSXمجموعه ∪= .  نظـر قـرار دارنـد      ورد است م  )2,3(

ــي    ــا معرف ــابراين ب ــونگيبن ــبه چگ * محاس
XCــي ــه    م ــوان ب ت

معرفـي   نيز قابـل  )٥(رابطه   ت به صور  3LBC.رسيد 3LBCمقدار

  :است
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 كارهاي بندي زمانحال نشان خواهيم داد كه چگونه مساله 

* و مقدار بهينه تابع هدف آن يعني Xمتعلق به مجموعه 
XC از 

طريق تبديل به يك مساله شناخته شده در نظريه گراف قابل 

 كه به طور كلي، حداكثر دو كار تتوجه داش بايدابتدا . حل است

. بندي شوند ر يك انباشته گروهتوانند با يكديگر د  ميXمتعلق به 

  آنها  كه اندازهXشويم كه كارهاي متعلق به  يادآور ميدر نتيجه 

كارهاي متعلق به مجموعه (گيرد  قرار مي) B۳/B ,/۲[ در بازه

 كه آن Xعلق به توانند حداكثر با يك كار ديگر مت  ميفقط) دوم

بندي شوند و يا  نيز از مجموعه دوم آمده در يك انباشته گروه

آمده  H كه از مجموعه Xتوانند حداكثر با يك كار متعلق به  مي

 كه از Xچنين هيچ دو كار متعلق به  هم. بندي شوند گروه

به . توانند در يك انباشته قرار گيرند  نمي باشند  آمدهHمجموعه 

 با  در نظر گرفت كه اين كارهاطور توان اين عبارت ديگر مي

توان رابطه  به طور مشابه نيز مي. يكديگر ناسازگار هستند

سازگاري بين دو كار را در قالب امكان قرارگيري آنها در يك 

براي تعريف رابطه سازگاري و . نمودانباشته تعريف 

توان از    ميXناسازگاري ميان كارهاي متعلق به 

),(گراف EVGX كه در آن نمود استفاده Vهاي   مجموعه گره

. شود   نظير ميXگراف است كه به هر گره يك كار متعلق به 

هنگامي كه دو كار . هاي گراف است  نيز مجموعه يالEمجموعه 

 با يكديگر سازگار باشند يعني Xدر مجموعه   j و i) گره(

Bss ji . هاي نظير آنها وجود دارد ين گره، آنگاه يك يال ب+≥

 با يكديگر H كارهاي متعلق به مجموعه همه ،بنابر تعريف

هاي نظير آنها تشكيل  ناسازگار هستند و بنابراين مجموعه گره

||با اندازه ٥يك مجموعه استوار H  منظور از يك (دهند  ميرا

ست كه  اها ره از گاي  مجموعه،مجموعه استوار در يك گراف

 همهچنين  هم). همگي ايزوله بوده و هيچ يالي بين آنها نيست

كارهاي متعلق به مجموعه دوم، دو به دو سازگار بوده و 

 با اندازه ٦هاي نظير آنها تشكيل يك خوشه بنابراين مجموعه گره

|)۲/, B۳/B(S |دهند  مي) منظور از يك خوشه در يك گراف

فت گره با يك يال به  در آن هر جست كه اها  از گرهاي مجموعه

  كه X يك كار متعلق به چنين وقتي هم). يكديگر متصل هستند

  كه X آمده با كاري ديگر متعلق به  Hانديس آن از مجموعه 

انديس آن در مجموعه دوم قرار دارد سازگار باشد يك يال بين 

در نظريه گراف، .  وجود داردXGهاي نظير آنها در گراف  گره

 كه از يك خوشه و از يك مجموعه استوار XGگرافي نظير 

  . شود ه ميگفت ٧تشكيل شده است، گراف شكسته

توانند در يك   ميXبا توجه به اينكه حداكثر دو كار متعلق به 

 Xتوان براي هر يك از كارهاي متعلق به  انباشته قرار گيرند، مي

 به يک si را از ∋Xiاندازه کار( واحد در نظر گرفت يک اندازه

، اين چنين هم. کم کرد ٢ به Bو ظرفيت انباشته را از )  دادکاهش

 شود كه كارهايي كه با يكديگر اعمال بايدمحدوديت نيز 

بنابراين مساله .  در يك انباشته قرار گيرندنبايدناسازگارند 

با مقدار تابع  (X كارهاي متعلق به  نه بهيبندي زمانيافتن 

*هدف
XC (بندي  ، به مساله بخش]مقدمه‐ ۱ [ فرضيات بخش با

 و با ٢با اندازه حداكثر ) هايي انباشته(هايي   با خوشهXGگراف

) ها انباشته(ها  ان پردازش خوشهسازي مجموع زم هدف حداقل

*توان مقدار با اين تبديل مي. شود تبديل مي
XC را از طريق حل 

|)|( در زمان ٨ها بندي با خوشه بهينه مساله بخش 3XO از 

  .]۳[   بدست آوردMWMAطريق الگوريتم زير موسوم به 

 MWMA الگوريتم
),(يك گراف وزني جديد .۱ EVGv

X بسازيد كه در آن هر يال 

سازد داراي وزن    را به هم متصل ميj  و iهاي  كه گره

},min{ jj pp باشد. 
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٨١

v را در ٩حداكثر تطابق وزني .۲
XGبيابيد و مقدار آن را برابر  

 . قرار دهيدXW)( با
 :به ترتيب زير تشكيل دهيدها را  انباشته .۳

اي كه يال بين آنها در مجموعه تطابق تشكيل  هر دو گره −

 .گيرد را در يك انباشته قرار دهيد  قرار مي۲شده در گام 
مانده را در يك انباشته مجزا  هاي باقي هر يك از گره −

 .قرار دهيد
* مقدار .۴

XCهمههاي پردازش   برابر است با مجموع زمان 

 منهاي ارزش تطابق وزني Xكارهاي متعلق به مجموعه 

 .۲بدست آمده در گام 
 كه در آن BPM-CMAXبه ازاي هر نمونه مساله از . ١قضيه 

  بهينه در زمانبندي زمان است، B/٣ كارها بزرگتر از همهاندازه 

)( 3nO الگوريتم وسيله به MWMA آيد بدست مي.  

پذير است به طريقي مشابه روند فوق را براي  نمكا ا اينکهبا

 و غيره توسعه داد، اما حل بهينه زير 4LBC ،5LBCدستيابي به 

بندي گراف با   كه در واقع مسائل بخشبدست آمدهمسائل 

 و يا بيشتر هستند در زمان ٤، ٣هايي با حداكثر اندازه  خوشه

  . پذير نيست  امكاناي چند جمله

23. ٢قضيه  LBLB CC ≥  

  :گيريم  زير را در نظر ميهاي ت، حالبراي اثبات. اثبات

  B[∈ε ,۳/0[ )١حالت 

  :در اين حالت كافي است نشان دهيم

 . *
),2(),2( ∑∑∑

∈
−∈−∈

−+≤
Hj

jXBBSj jBBSj j pCpp
εε

 

*0  داريماز نامساوي فوق ≥− ∑
∈Hj

jX pCرقرار  که همواره ب

XHاست زيرا ⊆.  

  B۳/B(∈ε ,/۲( )٢حالت 

ثابت کنيم  B۳/B(∈ε,/۲(کافي است به ازاي 

*
),3( BBS

NLB CC ≤
ε

≥>B/۲ فرض كنيد به ازاي.  s۳/B ،

 ارهاي متعلق به كه با ك B-s ,۲/B(S( مجموعه كارهاي متعلق به

)٢/s, B(S سازگار هستند را با h(s)بنابر تعريف .  نشان دهيم

.)s, B(S=)/s(h∪)٢( فرض كنيد. h=H)B/٣ (داريم sx  به ازاي

)۲/,B۳/B(∈ε  0و>σخواهيم ثابت كنيم ، مي:  

∑∑ −∈−−∈−
−≤−

)(
*

)(),2(),(
1

σεσεεεε hj jxBBSj j
LB

BS pCpC  

  :كنيم كه شرايط زير برقرار باشند  فرض ميچنين هم

٣  )١/B>−σε.  

],(هاي  كاري وجود ندارد كه اندازه آن در بازه)  ٢ εσε  و  −

],( σεε +−− BBقرار گيرد .  

),B/۲( :شود  فرض دوم نتيجه مياز σε −= S)۲/B,(εS  و

), σε +−B٢/S(B =− ), εB٢/S(B  

ــم  ــابراين داري .),(),(بن σεσεεε +−−=− BSBS ــن ــر اي  ب

ــي  ــاس مــ ــبه      اســ ــه محاســ ــود كــ ــتدلال نمــ ــوان اســ تــ

∑ −∈−
−

),2(),(
1

εεε BBSj j
LB

BS pC   و ∑ −∈− −
)(

*
)( σεσε hj jx pC 

پـذيرد و     يبر مبناي يك مجموعـه يكـسان از كارهـا صـورت م ـ            

گيـري از آنجاسـت كـه در          ايـن نتيجـه   . بنابراين حكم ثابت اسـت    

محاسبه سمت چپ نامساوي با توجه بـه مجـاز بـودن شكـست              

در . شـود   ها به طور كامل اسـتفاده مـي         كارها، از ظرفيت انباشته   

كـه در محاسـبه ســمت راسـت نامـساوي ممكـن اســت از       حـالي 

خـواهيم     مـي حال  . ودها به طور كامل استفاده نش       ظرفيت انباشته 

∑∑نامساويدرستي   ∈−∈− −≤−
Hj jXhj jx pCpC *

)(
*

)( σεσε 

اي موجـود باشـند كـه          به گونه  ŝ و   sفرض كنيد   . را نشان دهيم  

۲/B<≤≤ sŝ۳/B .  ــه ــت ك ــديهي اس و  B,ˆ(sS⊆)۲/S(s,B/۲( ب

)ˆ, sB −٢/S(B⊆− ), sB٢/S(B. چنـين داريـم   هم )ˆ()( shsh ⊆ 

)()ˆ(دهـد     نتيجـه مـي   كه   sxsx  MWMA الگـوريتم    ٤از گـام    . ⊇

))((داريـــم 
)(

*
)( sxWpC

sxj jsx −=∑ ∈
))(( كـــه در آن  sxW 

 بـه ازاي    ٢مقدار حـداكثر تطـابق وزنـي محاسـبه شـده در گـام               

 سـاخته   x(s) كارهاي متعلـق بـه       وسيله  به است كه    sxG)(گراف  

 خـــــــواهيم ثابـــــــت كنـــــــيم مـــــــي. شـــــــده اســـــــت

∑∑ ∈∈
−≤−

)ˆ(
*

)ˆ()(
*

)(.
shj jsxshj jsx pCpC        در واقع معـادل ايـن  

))(())ˆ((توانـد بـه صـورت         نامساوي مـي   sxWsxW  تعريـف   ≤

نامــساوي اخيــر نيــز همــواره برقــرار اســت زيـــرا       . شــود 

)ˆ()( sxsx σε بــا تعريــف. ⊇ −=s٣  و/B=ŝ نتيجــه مــورد 

  .آيد بدست مينظر 

  .B =ε/۲) ٣حالت 

  : داريمB =ε/۲به ازاي 

 .1
2

2
)2,2(),2(

LB
BBSBBSj j

LB CpC
B

+= ∑ ∈
   

شود  ميديده  طور که    همان
2

2
BLBC      به ازاي مجموعـه کارهـايي  

. شـود   اسـت محاسـبه مـي      BS)/٢(B, که انديس آنها متعلـق بـه      

ــابراين داريـــــم  *بنـــ
),2(

2
2

BBS
LB CC

B
ــه. ≥ ــا کـــ  از آنجـــ

,B)٣/(BS⊆,B)٢/(BS ــذا * لـــــــــ
),3(

*
),2( BBSBBS CC ≤ .

  .دهد  ميB =ε/۲رستي حکم را به ازاي نامساوي اخير نيز د

براي آگاهي بيشتر از نحوه محاسبه حدود پايين، در اين . مثال

شود که در آن  قسمت از يک مثال عددي کمک گرفته مي

1;9;5;6;4;5;7 7654321 ======= sssssss;10=B
;6;19;7;1;13;14;10. 7654321 ======= ppppppp

  : داريم2LBCبراي محاسبه  :حل
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٨٢ 

50}44,50,49,49,30max{

30

4414191015

502119104

4901

490

2

1
5

1
4

1
1

11
0

)10,5(
*

),2(

)5,5()10,5(

)6,4()10,6(

)9,1()10,9(

),0(

==

==

=+++=+=⇒=

=++=+=⇒=

+=+=⇒=

===⇒=

∑
∑
∑
∑

∈

∈

∈

∈

LB

Sj jBBS

LB
SSj j

NLN

LB
SSj j

NLN

LB
SSj j

NLN

LBLB
BS

NLN

C

PC

CPC

CPC

CPC

CCC

ε

ε

ε

ε

* کـافي اسـت مقـدار      3LBCبراي محاسـبه  
),3( BBSC    را محاسـبه 

),( گرافابتدا. نماييم EVGv
Xدهيم  را به شکل زير تشکيل مي:  

  
 بـه ازاي  ۱۳ وزنـي بـا مقـدار    توان دريافت که حداکثر تطـابق     مي

داريـم  . شـود    مـي  ايجاد  در مجموعه تطابق      j2-j3قرار گرفتن يال    

۲۲=۱۳‐)۷+۱+۱۳+۱۴(=*
XC .  مقدار*

,BBSC  نيز به صـورت     )3(

  .شود زير محاسبه مي

٣٠+٢٢‐١=٥١=−+= ∑∑ ∈∈ }{
*

},,{)3(
4641 jj jXjjjj j

*
,BBS pCpC  

  .max=2LBC}۴۹,۴۹,۵۱{=۵۱: بنابراين داريم

   محاسباتينتايج ‐٣
 بررسي كيفيت حدود پايين ارائه شده و انجام براي

مقايسات با حد پايين موجود، يك برنامه كامپيوتري در نرم 

 روي يك كامپيوتر ها  نوشته شده و آزمايش٧,٣,٠مطلب افزار 

 مگابايت ٥١٢ گيگا هرتز سرعت پردازش و ٦٦/٢ با ٤پنتيوم 

 ١٠اتي، هاي محاسب  انجام آزمايشبراي. ستا   شدهحافظه انجام

 ١٠كه تعداد كارهاي آنها از  مجموعه مساله در نظر گرفته شده

 نمونه مساله به صورت ١٠٠براي هر مجموعه، . است  ١٠٠تا 

تصادفي توليد شده و مقادير حدود پايين براي آنها حساب 

ادفي در بازه براي كليه مسائل، اندازه كارها به طور تص. اند شده

هاي پردازش نيز در بازه   و زمان٩٩ تا ١اعداد صحيح بين 

) ١(نتايج در جدول . اند  توليد شده١٢٠ تا ٨٠اعداد صحيح بين 

عملكرد حدود پايين بر اساس كيفيت ) ١(در جدول  .آمده است

براي سنجش كيفيت . حدود و نيز زمان اجرا سنجيده شده است

ز مسائل، از رابطه روي هر مجموعه ا) LB(حدود 

))(( LBLBUB CCCAVG  استفاده شده است كه در آن −

AVG(.) نمونه ١٠٠ تابع ميانگين است كه روي نتايج حاصل از 

از آنجا كه . شود مساله توليد شده براي هر مجموعه اعمال مي

به  سركش بودن مساله به دليلهاي بهينه  دسترسي به جواب

يت حدود پايين در مقايسه با يك پذير نيست، كيف  امكانآساني

 توليد حد بالا نيز از براي.  است سنجيده شده) UBC(حد بالا 

به تجربه ثابت شده . ]۲۳[ استفاده شده است FFLPTالگوريتم 

 به طور معمولكه اين الگوريتم بسيار سريع بوده و است 

البته اگرچه . نمايد هاي نزديك به بهينه را توليد مي جواب

معرف عملكرد دقيق ) ١(شاخص كيفيت گزارش شده در جدول 

تواند روند عملكرد حدود را  حدود نيست اما به درستي مي

از آنجا كه عملكرد حدود بر مبناي فاصله آنها نسبت . نشان دهد

سنجيده شده است، بنابراين ) حد بالا(به يك نقطه مرجع واحد 

به طور نتايج گزارش شده  ،صرف نظر از ماهيت نقطه مرجع

عنوان   هب .دهند  ميزان قوت هر يك از حدود را نشان ميدقيق

شاخص ديگري از عملكرد، زمان اجراي هر يك از حدود نيز 

، براي 3LBC توجه است كه هنگام محاسبهقابل. اند گزارش شده

 MWMAحل مساله حداكثر تطابق وزني در گام دوم الگوريتم 

 ٧,٣,٠مطلب افزار  سازي موجود در نرم ابزار بهينه  از جعبه

روش شاخه و حد عمل مبناي استفاده شده است كه بر 

اگرچه براي يافتن تطابق وزني بيشينه در يك گراف . نمايد مي

اي چنان توسعه داده  هاي مؤثر با زمان چند جمله الگوريتم

سائل مربوطه توانند زير م اند كه ظرف كسري از ثانيه مي شده

ها بسيار پيچيده بوده و  را حل نمايند، اما اين الگوريتم

 كه به طور نظري نيز طور همان. سازي آنها دشوار است پياده

 LB1رود، در ميان حدود پايين مقايسه شده،  انتظار مي

. اند ترين عملكرد را از خود نشان داده  قويLB3ترين و  ضعيف

 طور همان. مساله وارون است اين البته از نقطه نظر زمان اجرا،

بهبود را % ٥/٢ نزديك به LB2 دهند عملکرد نشان ميكه نتايج 

 LB3  و LB2ن بي مسالهاين . دهد  نشان ميLB1نسبت به عملكرد 

 .تر است  ضعيفLB2بار  اما اين. نيز برقرار است

   حدود پايينبينمقايسه ): ۱ (جدول

LB3 LB2 LB1 

  زمان

 )ثانيه(
 كيفيت
(%) 

  زمان

 )ثانيه(
 كيفيت
(%) 

  زمان

 )ثانيه(
كيفيت 

(%) 

  تعداد

   كارها

(n) 

١٠ ٩٤/٨ ٠٠/٠ ٩٨/٤ ٠٠/٠ ٣٤/٤ ٠١/٠ 

٢٠ ٥١/١٢ ٠٠/٠ ٨٠/٨ ٠٠/٠ ٧٦/٥ ١٣/٠ 

٣٠ ٨٢/١٢ ٠٠/٠ ٧٣/٩ ٠١/٠ ٦٩/٦ ٥٠/٠ 
٤٠ ٤٢/١٢ ٠٠/٠ ٧٠/٩ ٠١/٠ ٧٢/٦ ٦٣/٠ 
٥٠ ٩٢/١١ ٠٠/٠ ٦٣/٩ ٠٢/٠ ٧٢/٦ ٧٤/٠ 
٦٠ ٤٩/١١ ٠٠/٠ ٤٠/٩ ٠٣/٠ ٩٢/٦ ٨٥/٠ 
٧٠ ٠٥/١١ ٠٠/٠ ٠٥/٩ ٠٥/٠ ٧٦/٦ ٩٧/٠ 
٨٠ ٩٢/١٠ ٠٠/٠ ٠٢/٩ ٠٧/٠ ٤٠/٦ ٢٣/١ 
٩٠ ٥٢/١٠ ٠٠/٠ ٧٤/٨ ٩/٠ ٣٥/٦ ٤٠/١ 
١٠٠ ٧٨/٩ ٠٠/٠ ٩٦/٧ ١١/٠ ٦٠/٥ ٥٥/١ 

 متوسط ٢٣/١١  ٧٠/٨  ٢٢/٦ 

۷ 
۷ 

۱ ۱۳ 

j٥

j٣

j٢ j٤
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  گيري  و نتيجهيبند جمع ‐٤

هاي جديدي براي توليد حدود پايين قوي  در اين مقاله روش

 کارها همهروي بر روي مقدار بهينه زمان انجام عمليات 

يک ماشين پردازنده انباشته با فرض وجود کارهاي با وسيله  به

 ارائه شده و ثابت شد که عملکرد آنها حداقل به نامساوياندازه 

. ايين موجود در ادبيات موضوع استخوبي عملکرد تنها حد پ

يکي از حدود پايين که به طور خاص عملکرد ابت شد چنين ث هم

  . حداقل به خوبي عملکرد حد پايين ديگر باشدبايدمعرفي شده 

، استفاده از حدود پايين ارائه شده در آيندهبراي تحقيقات 

 بين شاخه و کران و سنجش موازنه مانندهايي  بدنه الگوريتم

چنين توسعه حدود پايين  هم.  توجه استقابلن و کيفيت زما

هاي توليد پيچيده که در آن   در سيستمبندي زمانبراي مسائل 

 انباشته به صورت موازي و يا فلوشاپ گر پردازشهاي  ماشين

 .  کنند نيز قابل ملاحظه است فعاليت مي
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  ها زيرنويس ‐٦

                                                            
1 Batch processing machine 
2 Burn-in oven 
3  CPLEX 

*به صورت  Q  را به ازاي نمونه مسالهAتوان عملکرد  مي.  توليد حد پايين براي مساله باشد يک الگوريتمAفرض کنيد  4
Q

A
Q CC تعريف کرد که 

A در آن
QC مقدار حد پايين حاصل از A براي نمونه مساله Q است )*

Q
A
Q CC *≤ρشته باشيم  دا Qاگر به ازاي هر نمونه مساله). ≥

Q
A
Q CC که ،

بنابر تعريف، نسبت . آيد  بدست ميAاست، آنگاه شاخصي از عملکرد  Q  بزرگترين مقدار حقيقي به ازاي تمامي نمونه مسائل ممکن ρدر آن 

))((در بدترين حالت Aعملكرد  Aρعبارت است از : } ,inf{)( * QCCA Q
A
Q ∀=ρ. 

5 Stable set 
6 Clique 
7 Split graph 
8 Partitioning with cliques 
9 Maximum weight matching 
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