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 و ديمق يبعد سه يا ضربه مانور سازي بهينه مسئله حل

 يزمان دينامق
   iiي صنعتمحمد ؛٭ iيمحمد نواب

  چكيده
منظور از انتقال .  داردي در هر ماموريت فضاييا ها، جايگاه ويژه ها بين مدار يا انتقال ماهوارهي مداريها مانور

 يمسئله انتقال بهينه مدار.  انجام انتقال استي برامورد نياز) ضربه (ي بهينه، صرف حداقل ميزان انرژيا ضربه

 خاص مسئله، حل آن در مقالات کمتر مورد يعلت پيچيدگ  بهي است ولي از مسائل کاربردي سه بعديا ضربه

.  حل هر حالت استي و حل اين مسئله بسيار مشکل بوده و نيازمند ابتکار برايساز بهينه.  قرار گرفته استيبررس

 نسبت به ي اوليه، هدف و انتقالي مدارهاي  بيان هندسهي برايساز  علاوه بر استخراج معادلات بهينهدر اين مقاله

 مدار اوليه و هدف بيان ي مختلف قرارگيريها  اولين بار حالتي، براييکديگر با استفاده از بحث مثلثات کرو

از .  و حل شودي بررسيقيد زمان، اين مسئله در دو حالت مقيد و ناميتوجه به مسائل کاربرد با. شود يم

 ي به پاسخ کلي دستيابي است که براي متعددي محليها ، دارا بودن حداقليساز  اين مسئله بهينهيها يويژگ

 يا ، نتايج مانور ضربهي يک مثال عدديبرا. شود ي مستقل ارائه ميها مسئله، تغييرات تابع ضربه بر حسب متغير

است که نتايج در يک حالت خاص با حل مسئله لمبرت مقايسه شده که  ه ارائه شدي سه بعديبهينه در فضا

ها در بدست آوردن همه عوامل مورد   دقت مناسب استخراج معادلات و محاسبات و کامل بودن آني دهنده نشان

  . نياز است

  اي، مثلثات کروي، مدار انتقالي، مسئله لمبرت هاي مداري ضربه مانور:  كليدي كلمات

Optimal Impulsive Orbital 3D Maneuver with or 
without Time Constraint 

M. Navabi and M. Sanatifar 
ABSTRACT 
Orbital transfers are an inevitable part of space missions. An optimal impulsive maneuver is one that 

consumes the minimum amount of energy to accomplish the transfer. The problem of optimal impulsive 
orbital 3D maneuver has been the subject of very few published researches due to its particular 
complications. Finding the optimized solution to this problem needs innovations in every aspect. 
However, this paper tries to turn this special kind of transfer into an applicable concept. In this paper, 
optimization equations to express the geometry of initial, target and transfer orbits with respect to each 
other are derived using the spherical trigonometry. Moreover, several cases for positioning the initial and 
target orbits relative to each other are presented. Based on actual applications, the problem is solved for 
both unconstrained and time-constrained cases. Comprising several local minimums is a characteristic of 
this optimization problem, consequently, variations of the delta-V are presented as a function of 
independent variables to achieve the general solution. The numerical results for the optimal impulsive 
orbital 3D maneuver are presented for a case study, and it is verified by comparing the results in a 
particular case with those from the Lambert problem. The illustrated results show the appropriate accuracy 
of the derived equations and performed computations. 
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 مقدمه ‐١
ها پس از پرتاب در مدار پارک قرار  به طور معمول ماهواره

ازمند ي خود نيتي انتقال به مدار مامورين برايرند بنابرايگ يم

 ي اغتشاشيها رويعلت ن هن بيچن هم. ]١[ د  هستني مداريها مانور

د، ماهواره از مدار شون ي که به ماهواره وارد ميمختلف

د يها با جه مدار ماهوارهي خود خارج شده و درنتيتيمامور

ها   ماهوارهياتي عمليها مدار. ]٢ [ ح شودي تصحيا بصورت دوره

توانند از نظر شکل مدار،  يف شده، ميت تعريبا توجه به مامور

 يدگيچين موضوع، پياندازه مدار و نوع مدار متفاوت باشند که ا

انتقال به مدار . دهد يش مي را افزاين مداريلات بمسئله انتقا

 ي نصب شده رو١يها شرانيپ، به طور عموم توسط يتيمامور

 مصرف يساز جه حداقليشود و در نت يماهواره انجام م

 انتقال، همواره مورد توجه قرار ياز برايسوخت مورد ن

 يها ج که موتوريبا توجه به روش در دسترس و را. رديگ يم

ک به يک فرض نزدي با ين مداريستند، بحث انتقالات ب هيراکت

 سرعت است يا ر لحظهيين فرض، تغيا. شود ي ميت بررسيواقع

تر  شيه، بي اوليها ي بخصوص طراحيي فضايها که در بحث

زان ي، ميا در انتقالات ضربه. رديگ يمورد استفاده قرار م

 .]٣[ انتقال رابطه دارد يااز بري مورد ن∆v با يسوخت مصرف
 ي توانند براساس هندسه ي ميا  ضربهيانتقالات مدار

ر ييه و هدف، تعداد ضربات مورد استفاده، تغي اوليها مدار

در مراجع . ]۴[ شوند يبند ميا ثابت بودن آن تقسي يصفحه مدار

ه ي اوليها  مداري ساده براي هندسيها تر به حالت شيمختلف، ب

ل اجتناب يرسد  به دل ياست که به نظر م  شدهو هدف پرداخته 

 گونه مسائل است ني اي و هندسياضي خاص ريها يدگيچياز پ

 يروي دايها ن مدارين حالت، مسئله انتقال بيتر در ساده. ]۵[

 ين بار توسط هومن، مداريشود که اول يصفحه مطرح م هم

و  ٢يکينزدن مدار در نقاط ي ا.]۶[ شد ين انتقال طراحي ايبرا

 ي و ماهواره روهه و هدف مماس بودي اوليها  به مدار٣اوجش

نکه يبسته به ا(ا برعکس يض تا اوج و ين مدار از نقطه حضيا

. مايديپ يرا م   )ا شعاع مدار هدفيتر است  شيه بيشعاع مدار اول

ن يا . هومن شناخته شده استيانتقال عنوان مدار ن نوع مدار، بهيا

به . ز بکار روندي ني خاصيها  حالتيبراتوانند  ينوع انتقالات م

ا اوج به نقطه يض ين نوع انتقالات، که ماهواره از نقطه حضيا

در . شود يگفته م» گونه هومن«د، انتقالات يمقابل سفر نما

ه و ي اوليها تر انتقال، مانند حالتي که مدار دهيچي پيها حالت

 يحالتا ي و صفحه باشند رهميمحور و غ ر همي غيها يضيهدف ب

 معمول قادر به حل مسئله يها روش، د باشديکه زمان انتقال مق

 يا  ضربهين مقاله مسئله انتقال مداريدر ا .ستندينه نيانتقال به

صفحه مورد  رهميمحور و غ رهمي غيضوي بيها ن مداريب

ن بار در مرجع ي اولين نوع انتقالات برايا. رديگ يمطالعه قرار م

ان شد اما پس از آن به ي آن بي براي مطرح شده و معادلات]۷[

ن يچن  مختلف و هميها ها و حالت ل دشوار بودن هندسه مداريدل

 به آن نه از نظر يگري بودن معادلات، در مرجع ديخط ريغ

 حل يبرا. ها پرداخته نشد  آني معادلات و نه حل عدديدرست

 ياز به بررسيده، نيچي پيها ن هندسهي با ايمسائل مانور مدار

ن مرحله يتر  است و دشواري مداريري ممکن قرارگيها تحال

 يها حالت. ]۷[ موجود خواهد بود يايافتن زوايمحاسبات، 

 و هدف، يه، انتقالي اوليها  مداريري از قرارگيمختلف ناش

  .  قرار نگرفته استي مورد بررسيچ مرجعيتاکنون در ه

 ي استخراج و بررس‐١ن مقاله به يبطور خلاصه در ا

ان و ي ب‐٢، ي انتقال سه بعديساز نهيمعادلات به يدرست

 و يه، انتقالي اوليها  مداريري مختلف قرارگيها  حالتيبررس

 و يابي دست‐ ٤ معادلات و ي حل عدد‐٣گر، يکديهدف نسبت به 

  . شود ي مسئله پرداخته ميارائه پاسخ کل

 در دو حالت انتقال يک مثال عددي يروابط بدست آمده برا

از آنجا که پاسخ . شود ي اجرا ميد زمانيو نامق يد زمانيمق

سه نمود، يتوان با حل مسئله لمبرت مقا ي را ميد زمانيانتقال مق

البته حل مسئله . رديگ ي قرار ميابي پاسخ مورد ارزيدرست

 از عوامل مورد يف آن فقط برخيت تعريلمبرت، با توجه به ماه

 همه عوامل لازم دهد، اما در روش ارائه شده، ياز را ارائه مين

. ، بدست خواهند آمدي  مانور مداريساز نهي حل مسئله بهيبرا

ن ي روش حل ارائه شده، آخري درستي بررسين، برايچن هم

 آمده است، دوباره حل ]٨[مثال حل شده مرتبط که در مرجع 

محور هستند  ر هميصفحه و غ ن مثال مدارها هميدر ا. است شده

 مشابه يها ا روشي از روش هومن توان يجه؛ اول نمينتکه در 

 که در آن يک مثال عددي حل ين برايچن آن استفاده نمود و هم

 يد معادلات برايصفحه هستند، با ه و هدف همي اوليمدارها

ن مقاله انجام ي شوند که در ايسيصفحه دوباره بازنو مسئله هم

 ياضيده ريچيک روش پين مثال با يا] ٨[در مرجع . شده است

سنده ي نوي آن بدست آمده و حتيکه فقط دو پاسخ براحل شده 

 مسئله يها، پاسخ کل  از پاسخيکيز احتمال داده که يمرجع ن

تم ارائه شده  پاسخ ين مقاله، با استفاده از الگورياست اما در ا

ن يدهنده دقت مناسب ا ج نشانينتا.  مسئله بدست آمده استيکل

  .ل لازم استروش و کامل بودن آن در بدست آوردن عوام

  مسئله فيتعر ‐٢
 مدار ي رويا شود، انتقال از نقطه يان مسئله فرض مي بيبرا

، )۲( مدار هدف، مانند نقطه ي رويا به نقطه) ۱(ه، مانند نقطه ياول

ن يچن  و هميه و انتقالي مدار اولين نقاط که نقطه تلاقيا. باشد

 دهي نامي و هدف هستند، نقاط تلاقي مدار انتقالينقطه تلاق
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ن نقاط از يت ايبراي مشخص نمودن موقع. شوند يم

ه، هدف و ي اوليها  مدارينما.  استفاده خواهد شد٤يتروآنومال

  .است) ۱(شکل بصورت ينقاط تلاق

1

  
   و هدف و نقاط انتقالاوليه يها مدار): ١(شکل

 انجام ياز براي مورد ني زان ضربهيم يساز هدف، حداقل

د يمنظور با ني ايبرا. د استيا نامقيد و يانتقال در زمان انتقال مق

ر مستقل بدست ي لازم و زمان بر حسب چند متغي زان ضربهيم

 مدار يرو) ۱( نقطه ي، تروآنومال1α مستقليها رين متغيا. نديآ

ن يچن  مدار هدف و هميرو) ۲( نقطه ي تروآنومال2αه، ياول

را يشوند ز ي در نظر گرفته مp، ي مدار انتقاليشکم مدار مين

ن ي و زمان برحسب ا∆Vجه توابع ي و در نتيانير عوامل ميسا

 طور که در مرجع همان.  مستقل مشخص خواهند شديها ريمتغ

 معادلات ياضي ريها يگ دهيچياست، پ  ز به آن اشاره شدهين] ۷[

ن ي نبودن ايه و هدف سبب کاربردي اوليها  مداريو هندس

  .  معادلات است

  يزمان دينامق و ديمق ينگيبه طيشرا  ‐٣

ان يد بي مقينگيط بهي شراين قسمت توابع لازم برايدر ا

 يا ربهض مقدار کل ضربه لازم با فرض انتقال دو. شوند يم

  .شود ي محاسبه م)۱(بصورت رابطه 

)۱( 1 2 ( )V V FV ξ∆ = ∆ +∆ = 

شران، ي ـرات کل سرعت در مانور توسط سـامانه پ        يي؛ تغ ∆Vکه

1V∆ 2،     اول ي رات سرعت در ضربه   يي؛ تغV∆ رات سرعت  يي؛ تغ

  . هستندpو 2α و 1α مستقل  ؛ سه متغيرξ دوم وي در ضربه

 مستقل بصورت رابطه يها ريز بر حسب متغيزمان انتقال ن

  .شود يان مي ب)۲(

)۲( ( )Gτ ξ= 

  د زمانينه بدون قيمسئله انتقال به ‐١‐٣

منظور از انتقال بهينه بدون قيد زمان، انتقالي است که هدف 

سازي ميزان مصرف سوخت باشد و براي زمان  آن فقط حداقل

براي انتقال بهينه بين دو . ه باشدانتقال، هيچ قيدي وجود نداشت

 ∆Vاست که بايد گراديان تابع  مدار بدون قيد زمان؛ بديهي

  :هاي مستقل صفر شود نسبت به متغير

)٣( 0V
p

∂∆
=

∂
 

)٤( 
1

0V
α

∂∆
=

∂
 

)٥( 
2

0V
α

∂∆
=

∂
 

 2α و   1α و   pکه در پايان اين روابط براي سه متغير مـستقل           

  .حل خواهند شد

  د زمانينه همراه با قيمسئله انتقال به ‐ ٢‐٣

، انتقال منظور از مسئله انتقال بهينه همراه با قيد زمان

مداري است که در زمان مشخصي بين دو مدار انجام شود و 

نسبت به انتقالات ديگر که بين همان دو مدار در زمان مشخص 

براي . تري مصرف نمايد توانند انجام شوند، انرژي کم شده مي

  . رقرار باشند ب)٩( تا )٦(منظور بايد روابط  اين

)٦( 0 0τ τ− = 

)٧( 0V k
p p

τ∂∆ ∂
+ =

∂ ∂
 

)٨( 
1 1

0V k τ
α α

∂∆ ∂
+ =

∂ ∂ 

)٩( 
2 2

0V k τ
α α

∂∆ ∂
+ =

∂ ∂
 

چنـين     و هم  2α و   1α و   pاين معادلات براي سه متغير مستقل       

 )٧(توان در روابـط       البته مي .  حل خواهند شد   kضريب لاگرانژ   

مـسئله انتقـال    در نتيجه  بـراي      .  را حذف نمود   k ضريب   )٩(تا  

  . برقرار باشند)١١( و )١٠(، )٧(بهينه مقيد زماني، بايد روابط 

)١٠( 
1 1

0V V
p p

τ τ
α α

∂∆ ∂ ∂∆ ∂
− =

∂ ∂ ∂ ∂
 

)١١( 
2 2

0V V
p p

τ τ
α α

∂∆ ∂ ∂∆ ∂
− =

∂ ∂ ∂ ∂
 

 2α و   p، 1αه در پايان اين روابط براي سـه متغيـر مـستقل             ک

  .حل خواهند شد

  مستقل يها ريمتغ با زمان و V∆ ارتباط ‐٤
اي ه  و زمان با متغير∆Vبراي بدست آوردن ارتباط 

ها با عوامل  مستقل نياز به بيان عوامل مياني و ارتباط آن

 و زمان براساس اين عوامل مياني ∆Vمستقل است زيرا توابع 

 .شوند مطرح مي
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 نسبت به ياني عوامل ميياستخراج مشتقات جز ‐١‐٤

   مستقل يها ريمتغ

را موقعيت ضربات در نظر بگيريم، ) ٢(و ) ١(اگر نقاط 

در صفحه  (1αهاي آنها با  طور که گفته شد، تروآنومالي مانه

) در صفحه مداري مدار نهايي (2αو ) مداري مدار اوليه

که فواصل آنها از مرکز جسم )) ١(شکل(شوند  مشخص مي

هاي اوليه  از اين رو در صفحات مدار.  خواهد بود2r و 1rجذاب 

) ١٢(و هدف معادله حرکت مسئله دوجسمي بصورت رابطه 

  ] :۱[خواهد بود 

)١٢( 1 2
1 2

1 1 2 2

     ,     
1 1

p p
r r

e cos e cosα α
= =

+ +
 

  ٦شــکم مــداري نــيم، pو  ٥کــز مــدار، خــروج از مرeکــه در آن 

نقـاط   هـاي   تروآنومـالي 2f و 1f ،در صفحه مدار انتقالي. است

  :توان نوشت شوند و درنتيجه مي درنظر گرفته مي) ۲(و ) ۱(

)١٣( ( ) ( )1 1 1 2 2 21 1p r e cosf r e cosf= + = +   
  : خواهيم داشتe و pبا حل معادله براي 

)١٤( ( )1 2 1 2 2 1

1 1 2 2 1 1 2 2

cos    ,    
  

r r f cosf r rp e
rcosf r cosf rcosf r cosf

− −
= =

− −
 

اگر زاويه مرکزي انتقال که ماهواره در مدار انتقالي 

  : ناميده شود، خواهيم داشت∆پيمايد،  مي

)١٥( 2 1f f∆ = − 

)١٦( ( )
( )

1 2
1

2 1

tan cot
sin

r p r
f

r p r
−

= ∆ −
− ∆

 

)١٧( ( )
( )

2 1
2

1 2

tan cot
sin

r p r
f

r p r
−

= − ∆ +
− ∆

 

و  1γي بـا    ه با صـفحه مـدار انتقـال       ين صفحه مدار اول   ي ب ي  ويهاز

 2γبــا  بــا صــفحه مــدار هــدف ي صــفحه مــدار انتقــالي زاويــه

 و زاويه بين دو صـفحه       1γ   ، 2γ ،   ∆مقادير  . شود  ذاري مي نامگ

 و  ديگـر زوايـاي موجـود، از بحـث            Φهاي اوليه و هـدف        مدار

شـود،    کامل بررسـي مـي     به طور    ‐٦ مثلثات کروي که در بخش      

اما در اين قسمت نياز به معرفي ارتباط بـين          . بدست خواهند آمد  

اين زوايا با سه متغير مستقل براي بدست آوردن مشتقات آنهـا            

  . هستند)١٨(اين روابط بصورت رابطه . است

)١٨( 

( )
( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

cos cos cos( )

sin sin  cos

β α β α

β α β α

∆ = − − +

− − Φ
  

1 2

1 2

cos cos cos
sin sin cos  

γ γ
γ γ
Φ = −

∆
  

2 2
1

sin( )sin sin
sin
β αγ −

= − Φ
∆

  

( )1 1
2

sin
sin sin

sin
β α

γ
−

= Φ
∆

( )
( )

1 2 2 2 2

1 1 1 1

cos cos cos sin cos sin

cos cos sin cos sin

γ γ γ β α

γ γ β α

= Φ + − Φ

Φ + − Φ 

ها و  در ابتدا نياز به مشخص شدن مشتقات جزيي اين متغير

هاي  وابستگي متغير. وابستگي آنها به متغيرهاي مستقل است

. آمده است) ١(جدول هاي مستقل در  مياني نسبت به متغير

 فقط به 1rمياني  شود، متغير طور که ديده مي مثال همان عنوان به

 . وابسته است1αمتغير مستقل 

  هاي مستقل هاي مياني نسبت به متغير  وابستگي متغير:)١(جدول 

  ازيتوابع رهايمتغ

1r 1α 
2r 2α 
∆ 

1 2 ,γ γ 
1 2  ,   α α 
1 2  ,  α α 

1 2 ,  f f 1 2  ,  , pα α 
e 1 2  ,  , pα α 

هاي  هاي مياني نسبت به متغير در نتيجه، گراديان متغير

، محاسبه )١٨( تا )١٣(و معادلات ) ١(جدول مستقل، بر اساس 

شود که پس از انجام عمليات رياضي و مرتب نمودن و  مي

هاي مياني نسبت به  تقات متغيرسازي معادلات، مش ساده

 براي استفاده )٣٠( تا )١٩(هاي مستقل، بصورت روابط  متغير

 .شوند در بخش بعد، ارائه مي

)١٩( 2 21 1 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2

sin     ,      sinr e r er r
p p

α α
α α
∂ ∂

= =
∂ ∂ 

)٢٠( 

1 1 2 2

1

2 2 1 1
1

2 2 1 1

2

1 1 2 2
2

cos( )sin( )cos
sin

cos( )sin( ) cos       ,  
sin

cos( )sin( )cos 
sin

cos( )sin( ) cos
sin

β α β α ϕ
α

β α β α γ

β α β α ϕ
α

β α β α γ

∂∆ − −
=

∂ ∆
− −

− = −
∆

∂∆ − −
=

∂ ∆
− −

− =
∆ 

)٢١( 
( )

( )

2 2
1 1

12
1 1

2 2
2

1
1 2

2 22
2

2
1

cos sin( )sinφ 
sin cot       

cos sin

cos sin
cos sin

sin sin
cos sin sin

cos sin

β α
γ α γ
α γ

β α
γ

γ γϕ
β αα

α
γ

∂∆
∆ −

∂ ∂
= = ∆

∂ ∆

⎛ ⎞− ∆
+⎜ ⎟

∆⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟= =∂∆
∆ −∂ ∆⎜ ⎟
∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∆⎝ ⎠
 

)٢٢( 

( )

( )

1 1
2

2
2 1

1 11
1

2
2

1 1
2 2

22
2 2

cos sin
cos sin

sinsin   
cos sin sin

cos sin

cos sin( )sinφ 
sin cot  

cos sin

β α
γ

γ γϕ
β αα

α
γ

β α
γ α γ
α γ

⎛ ⎞− ∆
+⎜ ⎟

∆⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟= − = −∂∆
∆ −∂ ∆⎜ ⎟
∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∆⎝ ⎠
∂∆

∆ −
∂ ∂

= − = − ∆
∂ ∆
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)٢٣( 

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )( )

1 2 12
1

1 2 21 1 2
2 2 

1 22 1

1 2 12
2

1 2 22 1 2
2 

1 2

sin
cos

sin

sin

sin
cos

sincos
 sin

r r p r
f

r r p rf r r
p e r r sinr p r

r r p r
f

r r p rf cosf f
ep sin p r p r

⎡ ⎤− ∆ −
⎢ ⎥

− ∆∂ −⎢ ⎥⎣ ⎦= − = =
∂ ∆− ∆

⎡ ⎤− − ∆ +
⎢ ⎥

− ∆− ∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦= =
∆ ∂ − ∆

 

)٢٤( 

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

21
1

1

1
2 2 1

1 1
22  

2 1

1
1 2 2 1

1 1
2 

2 1

1
1 1 2 1 2

1

cos

sin

sin sin

r r p r  sin cos

sin

1  cos cos sin  – sin cos
 

f f

r p r r p r

r p r

r p r

r p r

e pf f f
sin ep

α

α α

α α

γ α

∂
=

∂

∂∆ ∂⎡ ⎤− − − ∆⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥−
∆⎢ ⎥− ∆

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂∆

− − ∆ + ∆ −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠+⎢ ⎥− ∆⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
∆ ⎝ ⎠

 

)٢٥( 

( )

( )( )

( )( )

( )( )

21
1

2

2
1 2 1

2 2
22  

2 1

2
1 2 1 2

2 2
2 

2 1

1 2
2 2 2

2

cos

sin

sin sin

 sin cos

sin

cos cos sin sin
sin

f f

r r r p r

r p r

rr p r p r r

r p r

f e pf
ep

α

α α

α α

γ α

∂
=

∂

∂∆ ∂⎡ ⎤− − ∆⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥+
∆⎢ ⎥− ∆

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂∆

− − ∆ + ∆⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠+⎢ ⎥− ∆⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟
∆ ⎝ ⎠ 

)٢٦( 

( )

( )( )

( )( )

( )( )

22
2

1

1
1 2 2

1 1
22  

1 2

1
2 2 1 1

1 1
2 

1 2

2 1
1 1 1

1

cos

sin

sin sin

 sin cos

sin

cos cos sin sin
sin

f f

r r r p r

r p r

rr p r p r r

r p r

f e pf
ep

α

α α

α α

γ α

∂
=

∂

∂∆ ∂⎡ ⎤− ∆⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥+ −
∆⎢ ⎥− ∆

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂∆

− − ∆ + ∆⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥− ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

∆ ⎝ ⎠ 

)٢٧( 

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

22
2

2

2
1 1 2

2 2
22

1 2

2
1 2 1 2

2 2
2

1 2

2
2 2 1 2 1

2

cos

sin

sin sin

 sin cos

sin

1

f f

r p r r p r

r p r

rr r p r p r

r p r

e pcos cosf sinf sin cosf
sin ep

α

α α

α α

γ α

∂
=

∂

∂∆ ∂⎡ ⎤− − ∆⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥+
∆⎢ ⎥− ∆

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂∆

− − ∆ + ∆ −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥−⎢ ⎥− ∆⎣ ⎦
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠

  

)٢٨( ( )

1 2
1 1 2 2 2 1

2
1 1 2 2

2 1 2 1

1 2

sin sin ( )

cos cos

1

f fr f r f r r
p pe

p r f r f

sinf sinf e sinf sinf
sin r r p psin

⎛ ⎞∂ ∂
− + −⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠= −

∂ −

⎛ ⎞ −
= − = +⎜ ⎟

∆ ∆⎝ ⎠ 

)٢٩( 

( )

( )

1
1 1 2 2

1
2

1 1 1 2 2

1 1 2
1 1 1 2 2 2 1

1 1 1
2

1 1 2 2

2 1
1 1 1

1

r cosf r cosf

( cos cos )

cos sin sin

( cos cos )

sin sin cos sin
sin

r
e

r f r f

r f ff f r r f r r

r f r f

f e pe f
p

α
α

α α α

γ α

∂
− −

∂ ∂
= −

∂ −

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

−

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

∆ ⎝ ⎠

 

)٣٠( 

( )

( )

2
1 1 2 2

2
2

2 1 1 2 2

2 2 1
2 2 2 1 1 2 1

2 2 2
2

1 1 2 2

1 2
2 2 2

2

r cosf r cosf

( cos cos )

cos sin sin

( cos cos )

sin sin cos sin
sin

r
e

r f r f

r f ff f r r f r r

r f r f

f e pe f
p

α
α

α α α

γ α

∂
−

∂ ∂
= −

∂ −

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

−

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

∆ ⎝ ⎠
 

  هاي مياني  و زمان انتقال، به متغير∆Vوابستگي توابع  ‐٢‐٤

؛ مولفه شعاعي سرعت و uاگر در صفحه حرکت مداري، 

vتوان نوشت ؛ مولفه انتقالي سرعت باشد، مي : 

)٣١(   ,  
p

u esinf v
p r

µµ
= = 

 بعنـوان   - و+ هـاي     اگر پـانويس  .  ثابت جاذبه است   µکه در آن    

هـاي قبـل و بعـد از ضـربه در نظرگرفتـه شـوند، خـواهيم               المان

 .داشت

)٣٢( 1 1 1 1 1
1

    ,   u e sin u esinf
p p
µ µα− += =

 

)٣٣( 2 2 2 2 2
2

    ,   u esinf u e sin
p p
µ µ α− += =

 

)٣٤(  1
1 1

1 1

 
   ,   

pp
v v

r r
µµ− += =

 

)٣٥(  2 
2 2

2 2

  
   ,   

p p
v v

r r
µ µ− += =

 
براي تغييرات سرعت در صفحه مدار انتقالي از قانون دست 

 در امتداد x که در آن محور Ixyzراست و سيستم مختصات 

ي حرکت و محور   عمود بر آن و در براyبردار موقعيت، محور 

z نيز عمود بر صفحه مداري خواهد بود، استفاده شده است 

]۳[. 
  :  خواهيم داشتixبراي مولفه 

)٣٦( i i ix u u+ −= − 
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٥٨ 

کــه در آن ) ٢(شــکل  بــا توجــه بــه iz و iyهــاي  بــراي مولفــه

هاي سرعت در صـفحه افـق محلـي ترسـيم شـده               دياگرام مولفه 

  :توان نوشت است، مي

)٣٧( cosi i i iy v v γ+ + −= −   
)٣٨( sini i iz v γ+ −=   
)٣٩( cosi i i iy v vγ− + −= −   
)٤٠( sini i iz v γ− +=   

vi
-

vi
+

yi
+

yi
-

zi
+ zi

-

  

  ي در نقاط تلاقي سرعت در صفحه افقهاي مولفه): ٢(شکل 

  :توان نوشت درنتيجه مي

)٤١( 1
1 1 1

1

sin sine ex f
p p

µ α
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠  

)٤٢( ( )1 1 1
1

cosy p p
r
µ

γ= −

)٤٣( 1
1 1

1

sin
p

z
r
µ

γ=

)٤٤( 2
2 2 2

2

sin sine ex f
p p

µ α
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠  

)٤٥( ( )2 2 2
2

cosy p p
r
µ

γ= −
  

)٤٦( 2
2 2

2

sin
p

z
r
µ

γ=
  

 :توان نوشت که در نتيجه براي کل ضربه مورد نياز انتقال مي

)٤٧( ( )
1

2 2 2 2
i i iV x y z∆ = + +∑ 

ــه ــر )٤٧( رابط ــق متغي ــاني   از طري ــاي مي i  ,  ,  ,ه i ie r fγ  ــا  ب

1هاي مـستقل      متغير 2,   ,   pα α    مـشتق   بـراي .  وابـستگي دارنـد

 بـه   ∆Vر اسـت    ت ـ  هـاي مـستقل، سـاده       گرفتن نسبت به متغيـر    

  :شود نوشته ) ٤٨(صورت رابطه 

)٤٨( ( )
1

2 2 2
i i iV x h∆ = +

 
  : عبارت است ازihکه در آن 

)٤٩( ( )2 2 2
2 2 cosi i i i i i

i

h y z p p pp
r
µ γ= + = + −

 
  :]۳[ بايد از معادله کپلر استفاده نمود براي محاسبه زمان

) ٥٠( sinM E e E= − 
 است کـه    ٨ اکسنتريک آنومالي  ؛Eو ٧آنومالي   مين ؛Mکه در آن    

  :ل محاسبه استقاب) ٥١(بر حسب تروآنومالي بصورت رابطه 

)٥١( 
21 sinsin

1 cos
e fE
e f

−
=

+ 
  :توان زمان را محاسبه نمود مي) ٥٢(با استفاده از رابطه 

)٥٢( 
3 ( )pM t t

a
µ

= −
 

؛ µ زمان عبور از نقطه نزديکـي مـداري،          ؛ptزمان،؛  tکه در آن  

نيم قطر اصـلي مـدار اسـت کـه از          ؛  aثابت جاذبه جسم جذاب و    

  :شود محاسبه مي) ٥٣(رابطه 

)٥٣( 21
pa
e

=
− 

 بار چرخش Nن انتقال بين ضربات را پس از در پايان زما

  : محاسبه نمود)٥٤(توان از رابطه  کامل روي مدار انتقالي مي

)٥٤( ( )
3

2 1 2a M M Nτ π
µ

= − +
 

  ينگيبه معادلات استخراج ‐٥

 و ∆Vبراي استخراج معادلات بهينگي نياز به گرايان توابع 

1زمان نسبت به سه متغير مستقل 2,   ,   pα αبراي . است

. اي عمل نمود ي مشتقات زنجيره اساس قاعده منظور بايد بر اين

  :توان نوشت بنابراين مي

)٥٥( 
21 1

2
i i

i
i

V x hx
Vξ ξ ξ
⎛ ⎞∂∆ ∂ ∂

= +⎜ ⎟∂ ∆ ∂ ∂⎝ ⎠
∑

 
  :ودهاي هادي استفاده نم  از کسينوستوان چنين مي هم

)٥٦(      ,            ,      i i i
i i i

i i i

x y zS T W
V V V

= = =
∆ ∆ ∆ 

بـا  . هاي هادي هـستند   معرف کسينوسiW و iS   ، iTکه در آن    

  :خواهيم داشت )٥٦( و )٥٥(استفاده از روابط 

)٥٧( 
21

2
i i

i
i

V x hS
Vξ ξ ξ

∂∆ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∆ ∂∑
 

 )٥٨( بصورت رابطـه  pنسبت به متغير مستقل    ∆Vمشتق تابع 

  : است

)٥٨( 

2
1 1

1
1

2
2 2

2
2

1 x 0.5

1 x 0.5

V x h
p V p p

x h
V p p

⎛ ⎞∂∆ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∆ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

+⎜ ⎟∆ ∂ ∂⎝ ⎠ 
 با استفاده از روابط مشتقات جزيي نسبت        )٥٨(ادله  هاي مع   جمله

  : قابل محاسبه هستندpبه متغير مستقل 

)٥٩( 

1

1
1 1 1

13

µ 1sin f cosf e p sin  
2

1 sin 2 tan
2 2

x
p

e f e f
p p p p

e f
p
µ

∂
=

∂

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∆⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2

1
2 2 2

23

µ 1sin f cosf e p sin
2

1 2 tansin
2 2

x
p

e f e f
p p p p

e f
p
µ

∂
=

∂

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
− + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∆⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  و

)٦٠( 

2
1 11 1

2
1 1

p cos γµ 1h y
p r r pp

µ⎛ ⎞∂
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

2
2 22 2

2
2 2

p cos γµ 1h y
p r r pp

µ⎛ ⎞∂
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ 

  :توان نوشت  مي)٥٨( در )٦٠( و )٥٩(با جايگذاري 

)٦١( 

( )

1 2
1 1

1 2
2 23

2 1

1
2

tan
2

S cos Sq T
sin

V S S cosq T
p p sin

S S

µ

⎡ ⎤∆ −⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎢ ⎥∆⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥∂∆ − ∆⎛ ⎞= + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∆⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥+ ∆
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ 

  : عبارت است ازiqکه 

)٦٢( ( )1i
i i

i

pq ecosf
r

= = +
 

تـوان     مـي  1α نـسبت بـه      ∆Vبطور مـشابه بـراي مـشتق تـابع          

  : نوشت

)٦٣( 

2
1 1

1
1 1 1 1

2
2 2

2
2 1 1

1 x 0.5

1 x 0.5

V x h
V

x h
V

α α α

α α

⎛ ⎞∂∆ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∆ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

+⎜ ⎟
∆ ∂ ∂⎝ ⎠ 

  :واهند آمد بدست خ)٦٤(هاي آن از روابط  که جمله

)٦٤( 

1 1 1
1 1 1

1 1 1 1

2 1 1
1 1 1

1 1

e1µ sin f cos f e cosα
p

sin cot cos

x fe
p

esinf cos e pp e
p sin p p

α α α

γµ α α

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂∂
= + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤

= − ∆ −⎢ ⎥∆⎣ ⎦

  

2 2
2 2

1 1 1

1
1 1 1

1

1µ sin f cosf e
p

1 sin cos sin

x e f

ee f p
sin p p

α α α

µ γ α

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + =⎢ ⎥⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤

− −⎢ ⎥∆ ⎣ ⎦ 

( )

1
1 1 1

1

1
1 1 12

11
3

1 1

1
1 1 1 1 1

1

1 1 1 1
 1

2 pp r sin γ
 

2 p p 2 pp cos γ
µ

sin cot sin

2
1 cos sin

r
h

r
ez q y p
p

p pq e
p p

γ
α

α
α

γ α
µ

µ α α

∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂

+ −⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠= =
∂

⎡ ⎤∆ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞
⎢ ⎥−⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦   

2
2 2 1

2 2 2 22
1 2 1  

µ γ sin2 pp sin γ 2
sin

h q z
r p

µ γ
α α
∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∆

 

 با روابط ارائه شده در )٦٣(هاي  بطور مشابه، اگر جمله

 بدست 1α نسبت به ∆V شود، رابطه مشتق تابع  جايگزين)٦٤(

  :خواهد آمد

)٦٥( 

1 2
1

1
1 1 1

1

1 1
1 1

1 2
2

1
1 tan

2

S cos S T
sin

eesinf cos psin
p

V pS cosp p

W W q
sinsin

W

γ α

µ
γα

γ

⎡ ⎤∆ −⎛ ⎞+ ×⎜ ⎟⎢ ⎥∆⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞

−⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥

∂∆ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞−⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∆⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟∆⎢ ⎥−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ 

  : توان نوشت  مي2αبطور مشابه براي مشتقات مربوط به 

)٦٦( 

2
1 1

1
2 1 2 2

2
2 2

2
2 2 2

1 x 0.5

1 x 0.5

V x h
V

x h
V

α α α

α α

⎛ ⎞∂∆ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∆ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

+⎜ ⎟
∆ ∂ ∂⎝ ⎠ 

سازي مـشابه قبـل       گيري و ساده    که با استفاده از عمليات مشتق     

  :هاي آن نوشت توان براي جمله مي

)٦٧( 

1 1
1 1

2 2 2

1µ sin f cosf e
p

x e f
α α α

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎢ ⎥⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2 2
2 2 2

2 2 22

e 1µ cosα sin f cos f e
p

x e f
pα α α

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 
2

1 1
1 12

2 1 2

γ2 sin γh pp
r
µ

α α
∂ ∂

=
∂ ∂

( )

2
2 2 2

2

2
2 2 22

22
3

2 2

2 sin γ
 

2 2 cos γ

pp r

r p p pp
h

r

γ
α

α
µ

α

∂⎛ ⎞−⎜ ⎟∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂

+ −⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠=
∂

 

 با روابط )٦٦(هاي رابطه  هدر پايان نيز با جايگذاري جمل

  . آيد دست مي  به)٦٨(،  رابطه  )٦٧(ارائه شده در 

)٦٨( 

2

1 2 2
2 2 2 2

2

2 1
1

2 2 2
2 2 tan

2

V
p

S S cos eT esinf cos psin
sin p

W W q
p sinS cos sin
p W

µ
α

γ α

γ γ

∂∆
= −

∂

⎡ ⎤⎛ ⎞− ∆⎛ ⎞+ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∆⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞−⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞⎢ ⎥∆⎝ ⎠⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆⎝ ⎠⎢ ⎥−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ 

تا اينجا به استخراج روابط مشتق
V
p

∂∆
∂

، 
1

V
α

∂∆
∂

 و 

2

V
α

∂∆
∂

  . پرداخته شد

چنين براي تابع زمان که از معادله کپلر بدست آمد  هم
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٦٠ 

هاي مستقل مشتق گرفت و در نتيجه  توان نسبت به متغير مي

  :خواهيم داشت

)٦٩( 

3 3
2 2

2 1

3
2

1/

2  

a M a M

N a

ξ ξ
τ ξ

µ
π

ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
−⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥∂ ∂ = ⎢ ⎥⎛ ⎞∂⎢ ⎥+ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦ 
اس در نتيجه مشتقات بر اس

3
2a  وMبر .  مورد نياز هستند

 )١(جدول  براساس  است وfو  e تابعي از Mاساس رابطه کپلر، 

  : توان نوشت مي.  خواهد بودpو   1α ،2α متغير ٣تابعي از 

)٧٠( 
( )

( )2 2

1 cos sin

1 1 sin

M E ee E E

e E e ef
q q

ξ ξ ξ

ξ ξ

∂ ∂ ∂
= − − =

∂ ∂ ∂

− ∂ − ∂
−

∂ ∂ 
  سپس

)٧١( 
2

2

1 sin
1

E e f f e
q eξ ξ ξ

∂ − ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂− 
  : خواهيم داشت)٧٠( در )٧١(با جايگذاري 

)٧٢( 

( )

( ) ( )

2 2

2

2

3
2 22

2 2

1 1
1

1 sin

1 1 1
sin

eM e f sinf e
q q e

e ef
q

e e qf ef
q q

ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ

−∂ − ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂−

− ∂
=

∂

− − +∂ ∂
−

∂ ∂ 
توان  مله نيم قطر اصلي نيز مانند روند فوق ميبراي ج

  : نوشت

)٧٣( 
( )

3
3 2
2

5
2 2

3

1

ep ea
eα α

∂ ∂
=

∂ ∂
−

 
  :در نتيجه

)٧٤( 

( )

3
3 3 2
2 2

3 3
2 2

52 2
2 2

1 3
1 1

M aa M a M

p f q e eMp esinf
q e e

α α α

α α α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + =⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ + ∂ ∂⎡ ⎤− +⎢ ⎥∂ − ∂ ∂⎣ ⎦ −
 

  :در پايان

)٧٥( 

2
223

2

1
12

1

1 1 cot

1 1 1cot sin

f ef
q ep

f e ef Y
q e e

α ατ
α µ

α α α

⎧ ⎫∂ ∂⎡ ⎤− −⎪ ⎪⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∂ ⎪ ⎪= ⎨ ⎬
∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤⎪ ⎪− + ∆⎢ ⎥⎪ ⎪∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎩ ⎭

 
  :  تعريف شده است)٧٦(، بصورت رابطه Yکه در آن 

)٧٦( ( )
2

3
2 2 1 12

2 1

1 13 21
1

e e
Y p q sinf q sinf

e sin
cotf cotf

µτ
⎡ ⎤⎛ ⎞

− −⎢ ⎥⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎢ ⎥− ∆ ⎢ ⎥+ −⎣ ⎦
 

 مشتق تابع زمان نسبت به )٧٥(در نتيجه با توجه به رابطه 

1α 2 وαاهد آمد بدست خو:  

)٧٧( 
3 2

1 1 1

1 1 1 1

1 p r e sin eYsin
e pp sinf

τ α
α µ α

⎡ ⎤∂ ∂
= − + ∆⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ 

)٧٨( 
3 2

2 2 2

2 2 2 2

1 p r e sin eYsin
e pp sinf

τ α
α µ α

⎡ ⎤∂ ∂
= − + ∆⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ 

هـاي     با جايگـذاري جملـه    
1

e
α
∂
∂

 و   
2

e
α
∂
∂

 )٣٠( و   )٢٩( از روابـط     

  :خواهيم داشت

)٧٩( 
( )

1 1 1 13
1 1

1 1 1 1
1 1

2 1 1 1 1

sin
sin s

sin
sin

in

W re
rV p q p f
e p

Y f S q T e f

α
τ γ
α µ

⎡ ⎤− +∂ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ 

)٨٠( 
( )

2 2 2 23
2 2

2 2 2 2
2 2

1 2 2 2 2

sin
sin sin

sin sin

W r e
rV p q p f
e p

Y f S q T e f

α
τ γ
α µ

⎡ ⎤− +∂ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ 
/3براي مشتق  2a نسبت به pتوان نوشت  مي:  

)٨١( 
( )

3
2

5
2 2

3

2 1

pAa
p e

∂
=

∂
−

 
  :شود تعريف مي) ٨٢( بصورت رابطه Aکه در آن 

)٨٢( ( ) ( )2 12 2 2
1 2 1

e sinf sinfeA e ep e
p sin

−∂
= − + = + +

∂ ∆ 
  : توان نوشت  مي)٧٢( با )٨٢( و )٨١(با ترکيب 

)٨٣( 

( )

( ) ( )
( )

3 3
2 2

2

3 22
2 2

1
2 

13
2 1 1

qa M p f sinf
p q p ep

qpA eM sinf
qe e e

⎡ + ⎤∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤
+⎢ ⎥−⎢ ⎥− ⎢ ⎥−⎣ ⎦ 

  :سازي خواهيم داشت در نتيجه پس از ساده

)٨٤( 
( )

( ) ( )

2 1
3
2

2
2 1

32 2
2 2

1 sin  – sin
 

3 2
2 2 1 1

f fcotf
p sinf sina M

cosf cosfp eq
sin

p pA eM pcosf ercotf
e pesinfe e e

⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∆⎢ ⎥=⎜ ⎟ −∂ ⎢ ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥∆⎣ ⎦

⎡ ⎤
−⎢ ⎥− + +⎢ ⎥− ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

1fبا قرار دادن     f=    2 يـاf f=     جملـه اول از     )٨٤( در معادلـه ،

  : بين خواهد رفت

)٨٥( ( )
1 2

22
2 1

cot cot1
1 sin 2 (sin sin )2

f fp
Y e e f fp e

τ
µ

− +⎧ ⎫∂ ⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎡ ⎤+ ∆ + −∂ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
 

 به )١١( و )١٠(در نتيجه در مسائل بهينه مقيد، روابط 

  :شوند  تبديل مي)٨٧( و )٨٦(روابط 

)٨٦( 
( )1 2 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1

sin  ( sin ) 

sintan 0
sin 2 sin sin

X YZe f S q T e f S T

W W W ZereW q W
q p f

α

+ − + +

− ∆⎡ ⎤− − =⎢ ⎥∆⎣ ⎦ γ 

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

www.SID.ir
  ۱۳۹۱زمستان  / ۲شماره  / چهل و چهار سال / مهندسي مکانيک /ميركبيرا 

 
٦١

)٨٧( 
( )2 1 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 2 2
2 1 2

2 2 2 2

sin  ( sin )   

sintan 0
sin 2 sin sin

X Y Ze f S q T e f S T

W W W Zer eW q W
q p f

α

+ − + −

− ∆⎡ ⎤− + =⎢ ⎥∆⎣ ⎦ γ
 

  : عبارت است ازZکه در آنها 

)٨٨( 
( )

( )
( )

2 2 1 1 1 2

2

1 2

2 1

tan
2

1 sin
cot cot

2 sin sin  

q X q X S S
Z

e
f f Y

e f f

∆
− + +

=
⎡ ⎤+ ∆ +
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥−⎣ ⎦ 

طور که در بخش  چنين براي مسائل نامقيد زماني، همان هم

 برابر )٦٦( و )٦٣(، )٥٨(است روابط   اشاره شد، کافي‐ ١‐ ٣ 

  .صفر شوند

 گفته شده است که براي محاسبات عملي، ]۷[در مرجع 

مشکل اصلي بدست آوردن زواياي مثلثاتي و توابعي است که 

 در اين مقاله براي اولين بار با استفاده از .شامل آنها هستند

هاي ممکن قرارگيري مدار  هندسه مثلثات کروي به بيان حالت

اوليه، هدف و انتقالي نسبت به يکديگر و بررسي کامل هندسي و 

بدست آوردن زواياي مثلثاتي، در بخش بعدي پرداخته خواهد 

  .شد

   هدف و هياول يها مدار هندسه يبررس ‐٦
 در بخش قبل نيز اشاره شد، مشکل اصلي طور که همان

زوايايي مانند زاويه بين دو . بدست آوردن زواياي مثلثاتي است

هاي اوليه و  ها روي مدار صفحه، تروآنومالي نقطه تقاطع مدار

اي که روي مدار انتقالي پيموده خواهد شد و  هدف، مقدار زاويه

ز تصوير توان براي بدست آوردن زوايا، ا بنابراين مي. غيره

اي به شعاع واحد استفاده  هاي اوليه و هدف به روي کره مدار

اي به شعاع واحد  هاي اوليه و هدف روي کره تصوير مدار. نمود

هاي اوليه و  تصوير مدار. نمايد به فهم هندسه مسئله کمک مي

  :است) ٣(شکل هدف بصورت 

2

1

2
1

1

2

  
 ي  کرهيه و هدف و نقاط انتقال روي اوليها  مدارتصوير): ٣(شکل 

  واحد

به ) ١(ي واحد نيز از نقطه  تصوير مدار انتقالي روي کره

  .شود فرض مي) ٤(شکل صورت  ، به)٢(

؛ 2ω؛ آرگومان نقطه حضيض مدار اوليه و 1ω،)٤(شکل در 

 شود ميفرض چنين  هم. آرگومان نقطه حضيض مدار دوم است

 کره يه و هدف روي اوليها ر مداري نقطه تقاطع تصوتروآنومالي

زاويه .  باشد2β مدار هدف، ي و رو1βه ي مدار اوليواحد، رو

 در نظر گرفته Φهاي اوليه و هدف،  بين دو صفحه مدار

  .شود مي

2

1

2
1

1

2

  
  )٢(به ) ١(ي واحد از نقطه  تصوير مدار انتقالي روي کره): ٤(شکل 

، بايد مثلث کروي ∆ و 1γ ،2γبراي بدست آوردن زواياي 

و نقطه تقاطع تصوير دو مدار اوليه و هدف ) ٢(، )١(شامل نقاط 

منظور از حل يک مثلث کروي، دستيابي به مقادير . را حل نمود

. تعدادي از زوايا در آن مثلث کروي با داشتن زواياي ديگر است

 موضوع مثلثات کروي پرداخته براي روشن شدن بحث، به

  . شود مي

  يمثلثات کرو ‐١‐٦

ک کره ي ي سه نقطه رويريگ بحث مثلثات کروي، از قرار

 ياين سه نقطه مشابه زواي ايا  گوشهياي زوا.شود يآغاز م

 ياي زوا.شوند ناميده مي» زاويه« و به اختصار مثلث بوده

د نن سه نقطه بدست خواهي اي که از رسم خطوط شعاعيمرکز

مقادير زوايا و . شوند ناميده مي» کمان« نيز به اختصار د،آم

ن يت اي از موقعنمايي) ٥(شکل . ارتباط دارندها با يکديگر  کمان

  .دهد ي مورد بحث را نشان ميايسه نقطه و زوا

A

B

C

a

c

b
A

B

C

  
  کره و تشکيل مثلث کرويقرارگيري سه نقطه روي يک ): ٥(شکل 

 با )٩١( تا )٨٩(مقادير سينوس اين زوايا بصورت روابط 

  :]۹[و ] ۸[يکديگر ارتباط دارند 

)٨٩( sin sin sin sina B b A= 
)٩٠( sin sin sin sina C c A= 
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٦٢ 

)٩١( sin sin sin sinb C c B= 
  :توان نوشت بنابراين مي

)٩٢( sin sin sin
sin sin sin

a b c
A B C
= =

 
 )٩٣(چنين مقادير کسينوس اين زوايا نيز بصورت روابط  هم

   . ]۱۰[ و ]۹[ با يکديگر در ارتباط هستند )٩٥(تا 

)٩٣( cos cos cos sin sin cosa b c b c A= + 
)٩٤( cos cos cos sin sin cosb a c a c B= + 
)٩٥( cos cos cos sin sin cosc a b a b C= + 

  :توان نوشت  فوق مياز روابط

)٩٦( cos cos cos sin sin cosA B C B C a= − + 
)٩٧( cos cos cos sin sin cosB A C A C b= − + 
)٩٨( cos cos cos sin sin cosC A B A B c= − + 

. است عامل ٦ از عامل ٣ به داشتن نياز حل روابط بالا يبرا

ها و  ، تعداد پاسخمعلوم باشند عامل ک ازينکه کداميبا توجه به ا

 ٦ ، معلومعامل سه يبرا. از متفاوت خواهد بوديروابط مورد ن

  .]۱۱[د وجود داشته باشد توان يحالت مختلف م

 ها  و کمانموجوده يسه زاو:  زاويه– زاويه ‐ زاويه ) ١

  .خواسته شده باشد

 موجودن آنها يه و کمان بي دو زوا: زاويه– کمان ‐زاويه ) ٢

  .ا خواسته شده باشديگر زوايو د

 روبروه يک کمان و دو زاوي:  زاويه‐ زاويه ‐کمان ) ٣

  .ا خواسته شده باشديگر زواي و دموجود

زاويه روبروي آنها دو کمان و :  زاويه– کمان ‐کمان ) ٤

  .موجود و دو زاويه و کمان ديگر خواسته شده باشد

 موجودن آنها يه  بيدو کمان و زاو:  کمان– زاويه ‐کمان) ٥

  . باشد دو زاويه ديگر و کمان بين آنها خواسته شدهو 

ه يو سه زاو موجودسه کمان : کمان‐ کمان‐کمان) ٦

 .خواسته شده باشد
. داشته باشد پاسخ ٢ا ي ٠تواند   ي م مسئله فوقيها در حالت

ها آورده  تعداد پاسخاين شش حالت به همراه ) ٢(جدول در 

  .شده است

  ها شش حالت ممکن در مثلثات کروي و تعداد پاسخ): ٢(جدول 

  خواسته شدهيايزوا  داده شدهيايزوا حالت
تعداد 

 ها پاسخ
۱ a, b, c A, B, C ۰ ۲ا ي 
۲ a, C, b A, c, B ۲پاسخ   
۳ a, b, A B, c, C ۰ ۲ا ي 
۴ A, B, a b, c, C ۰ ۲ا ي 
۵ A, c, B a, b, C ۲پاسخ  
۶ A, B, C a, b, c ۰ ۲ا ي 

 ييکارا) ٥(و ) ٢( مختلف، دو حالت يها ن حالتياز ب

 ن دو حالت، دو پاسخ مجزا دارند که در مثاليا.  دارندتري بيش

  .شود يان مي آنها بيين دو پاسخ و کاراي علت وجود اعددي

  2βوΦ،1βيايافتن زواي در يکاربرد مثلثات کرو ‐٢‐٦

چنين  هاي اوليه و هدف و هم هندسه مدار

تني است که  گف. آمده است)٦(شکل   در2βوΦ،1βزواياي

. نمايند هاي اوليه و هدف در دو نقطه يکديگر را قطع مي مدار

اي بايد در نظر گرفته شود که مدار هدف نسبت به مدار  نقطه

؛ طول Ω، )٦(شکل  در.  باشد ٩اوليه در موقعيت بالا آمدن

؛ ω زاويه ميل صفحه مداري و iصعودي، ي  اي گره زاويه

آرگومان نقطه حضيض مداري هستند که اين سه زاويه 

 با مشخص بودن .کننده مدار، در فضاي سه بعدي هستند بيان

1i  ،2i، 1Ω 2 وΩ که دو وجود خواهد داشت يک مثلث کروي 

 دو کمانيافتن ن آنها مشخص است و به دنبال يه و کمان بيزاو

) 1 1ω β+ 2و 2ω β+ (ديگر، ه يو زاو)Φ: ن دو صفحهيه بيزاو  (

، حالت دوم در ) زاويه– کمان –ويه زا(حالت  نيا و م يهست

 است که ما به آن يها، پاسخ ن پاسخي از ايکي. است) ٢(جدول 

 يچگونگ. ن پاسخ استي مکمل ايگريم داشت و دياز خواهين

 ي بستگ2Ω و 1i ،2i، 1Ωرين پاسخ به مقاديح ايانتخاب صح

 خواهد  بندي آنها اشاره که در اين قسمت به تقسيمکامل دارد 

  . شد

گيري دو مدار به دو دسته کلي  حالت کلي موقعيت قرار در

2) ١ :شود مي يبند ميتقس 1Ω > Ω  2)٢و 1Ω < Ω . هر کدام از

  .  حالت مختلف داشته باشند٨توانند  يها م حالتن يا

  :عبارتند ازها  اين حالت
2)الف 1Ω > Ω  

180 2 1Ω −Ω < 0و  2 و 1 >i i  

180 2 1Ω −Ω < 0و  2 >i 0 و  1 <i  

180 2 1Ω −Ω < 0و  2 <i 0 و 1 >i  

180 2 1Ω −Ω < 0و  2 1& <i i  

180 2 1Ω −Ω > 0و  2 1& >i i  

180 2 1Ω −Ω > 0و 1 >i 0 و 2 <i  

180 2 1Ω −Ω > 0و  2 >i 0 و  1 <i  

180 2 1Ω −Ω > 0و  2 1& <i  i  

2)ب 1Ω < Ω  

180 1 2Ω −Ω < 0و 2 1& i i >   

180 1 2Ω −Ω < 0و  2i > 0 و  1i <  

180 1 2Ω −Ω < 0و  1i > 0و 2  i <  

180 1 2Ω −Ω < 0و  2 1& i i <  
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٦٣

180 1 2Ω −Ω > 0و  2 1& i i >  

180 1 2Ω −Ω > 0و  1i > 0 و  2i <  

180 1 2Ω −Ω > 0و  2i > 0 و  1i <  

180 1 2Ω −Ω > 0و  2 1& i i <  

1

2

2

1 2

2

2+

2 1
-

-

1+

O1

O2

  
  2βوΦ،1βهاي اوليه، هدف و زواياي  هندسه مدار):٦(شکل 

ها، موقعيت قرارگيري مثلث کروي  در هر کدام از اين حالت

 يک مدار Ωنکته مهم اين است که هنگامي که . متفاوت است

د معادل اين است که زاويه ميل صفحه تر شو  درجه بيش١٨٠

توان گفت اگر  چنين مي هم. مداري قرينه شده باشد و برعکس

 ١٨٠ يک مدار Ωزمان باشند، يعني هم  هر دو شرط بطور هم

گردد و هم زاويه ميل صفحه مداري قرينه شود،  تر  درجه بيش

  . همان مدار اولي بدست خواهد آمد

  ∆ و1γ،2γيايافتن زواي در ي مثلثات کروکاربرد ‐٣‐٦

 نياز به ∆ و 1γ، 2γبراي بدست آوردن مقادير زواياي 

مدار انتقالي و هندسه . بررسي هندسي مدار انتقالي است

 يايزوا. است  آمده )٧(کل شچگونگي تشکيل مثلث کروي در 

π ϕ−،1 1  β α− 2و 2  α β−دهند ي را ميک مثلث کرويل يتشک .

ن ي بي هي زاو ون حالت مشخص بودن دو کمانيدر واقع ا

 -١‐٦ ، از بخش ) کمان‐  زاويه ‐ کمان (پنجم آنهاست که حالت 

 ي بررسين قسمت چهار حالت مختلف اساسيدر ا. است

 نسبت به 2α و 1αر ين چهار حالت بسته به مقاديا .شود يم

1β 2 وβحالت ٤ن ي است هر کدام از اگفتني. اند  شکل گرفته 

ن يهندسه ا. شوند بندي مي الت فرعي نيز تقسيم ح٤ به ياصل

 . استآمده) ٩(کل شدر  يچهار حالت اصل

 يافتن عوامل مداري در يکاربرد مثلثات کرو ‐٤‐٦

  ينتقالمدار ا

براي بدست آوردن مقادير عوامل مدار انتقالي بايد مدار 

هاي اوليه و يا هدف در نظر گرفته  انتقالي نسبت به يکي از مدار

که در اينجا، مدار انتقالي نسبت به مدار هدف در نظر . شود

) ٨(شکل نماي مثلث کروي حاصل بصورت . شود گرفته مي

  .است

1

2

2

1 2

2
-

2

- 1

  
  ∆ و 1γ ،2γهندسه مدار انتقالي و زواياي ): ٧(کل ش

1

2

2

1 2

2

1
+

+

+

2

12

  
  عوامل مدار انتقالي و تشکيل مثلث کروي): ٨(شکل 

ک يشود،  يده ميد) ٨(شکل طور که در  ن صورت همانيدر ا

م داشت که يه خواهي زاو– کمان –ه ي از نوع زاويمثلث کرو

2 يها هيزاو   iπ 2 يعنين آنها يو کمان بγ 2 و − 2α ω+ 

گر و ي ديها مشخص است و به دنبال به دست آوردن کمان

 يافتن آنها، عوامل مداري که پس از مين آنها هستيه بيزاو
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٦٤ 

,  ,t t tiω Ω  1 با مشخص بودن مقدارfقابل استخراج ي براحت 

  .هستند

  يعدد مثال ‐٧
ط ين قسمت با استفاده از کد نوشته شده در محيدر ا

 انتقال بهينه مسئله ،براي يک مثال عددي  مطلب،افزار نرم

ي در فضاي سه بعدي در دو حالت مقيد و  اراي بين مد ضربه

بهينه از مدار  انتقالاين مسئله، . نامقيد زماني حل شده است

) ٣(جدول اوليه به مدار هدف با مشخصات داده شده که در 

انتقال مقيد زماني با زمان انتقال ) آمده است، در دو حالت الف

   .است بدون قيد زمان حل شدهانتقال )  ثانيه و ب٢٥٠٠

  هاي اوليه و هدف مشخصات مدار): ٣(جدول 

e P(km) ω Ω i  
 هيمدار اول ۳۰ ۲۰ ۳۰ ۸،۰۰۰ ۲/۰
 مدار هدف ۳۵ ۶۰ ۱۰ ۱۰،۰۰۰ ۵/۰

  

  :هيان ث٢٥٠٠ با زمان انتقال يد زمانيانتقال مق) الف

همراه   به)٨٧( و )٨٦(در اين صورت لازم است تا معادلات 

شکل   بصورت پاسخهندسه مدار انتقالي. زمان ارضا شوندقيد 

لازم به عوامل مدار انتقالي و ميزان ضربات .  خواهد بود)١٠(

  . است)٤(جدول  شرح

  عوامل مدار انتقالي براي انتقال مقيد زماني): ٤(جدول 

 عوامل مقدار

( )km
s

 ∆1v اول، ي ضربه ۳۷۵۶/۳

( )km
s

 ∆2v دوم، ي ضربه ۰۹۰۶۷/۰

( )km
s

 ∆Tv کل ي ضربه ۴۶۶۳/۳

( )s۲۵۰۰ زمان انتقال 
 ϕ اول و دوم،ين صفحات مداريه بيزاو ۷۰۵۲/۲۱
 1β مدار اول، ي تقاطع مداريتروآنومال ۵۰۶۳/۶۴
 2β،ي مدار دومي تقاطع مداريتروآنومال ۳۴۶/۵۰

 ω، يض مدار انتقاليآرگومان نقطه حض ۵۷۸۲/۸
 i، ي مدار انتقاليل صفحه مداريه ميزاو ۶۴۱۷/۳۵

۰۷۷۶/۵۹ Ωي مدار انتقال 
 ∆ ، ي مدار انتقالي رويه مرکزيزاو ۶۲۴۷/۸۱
 1γر صفحه در ضربه اول، ييه تغيزاو ۵۶۸۷/۲۱
 2γر صفحه در ضربه دوم، ييه تغيزاو ۸۳۴۴/۰
 e ، يخروج از مرکز مدار انتقال ۵۰۹۶۲/۰

 
ر بدست آمده ي پاسخ، مقاددرستي از تر بيشنان ي اطميراب

 است که در مسئله گفتني. است  مقايسه شدهبا حل مسئله لمبرت 

ه و هدف در يت نقاط اولي مسئله موقعيها ي ورودفقطلمبرت 

نجا زمان انتقال يدر ا. است ن آنهاي زمان انتقال بچنين همفضا و 

  . ثانيه است٢٥٠٠ن دو نقطه يب

  
چهار حالت اساسي قرارگيري مدار انتقالي نسبت به ): ٩(کل ش

  هاي اوليه و هدف مدار
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٦٥

 را 2α و 1αچنين براي موقعيت دو نقطه از فضا، مقادير  هم

در عوامل مدارهاي اوليه و هدف لحاظ نموده و موقعيت برداري 

,xتصات در مخ y, z باشند اند که بصورت زير مي  ايجاد شده :  

1  r = ]٠٢/٢٤٣٩ ١٥/٥٨٥٢ ٦٠/٣٦٥٦ ‐[ ( )km  

1  r = ]٠٢/٢٤٣٩ ١٥/٥٨٥٢ ٦٠/٣٦٥٦ ‐[ ( )km  

له لمبرت بدست آمده با پاسخ مسئ ، پاسخ)٥(درجدول 

  مقايسه شده است

 هاي بدست آمده با پاسخ لمبرت مقايسه پاسخ): ٥(جدول 

 پارامتر پاسخ پاسخ لمبرت

  ∆tvضربه کل ،  ۴۶۶۳/۳ −
 ω، يض مدار انتقالي آرگومان نقطه حض ۵۷۸۲/۸ ۵۷۸۲/۸
  i، يل مدار انتقاليه ميزاو ۶۴۱۷/۳۵ ۶۴۱۷/۳۵
۰۷۷۶/۵۹ ۰۷۷۶/۵۹ Ωيمدار انتقال 

 ∆ ، ي انتقاليه مرکزيزاو ۶۲۴۷/۸۱ −

 1γ، ۱ر ر صفحه ديي تغ ۵۶۸۷/۲۱ −

 2γ، ۲ر صفحه در ييتغ ۸۳۴۴/۰ −
 e، يخروج از مرکز مدار انتقال ۵۰۹۶۲/۰ ۵۰۹۶۲/۰

  

   يد زمانيانتقال نامق) ب

 در ادامه به حل مثال مطرح شده در حالت انتقال بهينه نامقيد

هدف، انتقال از مدار اوليه به مدار . شود زماني، پرداخته مي

ترين انرژي لازم براي انتقال بين اين دو  است بطوريکه کم نهايي 

هاي رسيدن به پاسخ کلي مسئله،  يکي از راه. مدار مصرف شود

. شود استفاده از روشي است که در ادامه به آن اشاره مي

اي مشخص روي  ز نقطهاساس کار به اين صورت است که؛ ا

اي مشخص روي مدار هدف با مقادير مختلف  مدار اوليه به نقطه

در اينصورت فقط يکي از . شکم مداري، انتقال انجام شود نيم

ي مورد نياز را  ترين ميزان ضربه هاي انتخاب شده، کم شکم  نيم

تواند براي نقاط مختلف از مدار  اين فرايند مي. نمايد ارائه مي

 هدف تکرار شود و در نتيجه براي اين نقاط، مسير اوليه و

اگر نقاط در نظر گرفته شده بصورت . انتقالي بهينه بدست آيد

توان به  قابل قبول، کل مدار اوليه و هدف را پوشش دهند، مي

 1αبراي اين مثال بخصوص، مقادير . ي کلي رسيد پاسخ بهينه

چنين   درجه و هم١درجه با فواصل ١٨٠ تا ‐ ١٨٠ بين 2αو 

 کيلومتر که ۱۰فواصل  با ۱۰۰۰۰ تا ۸۰۰۰ بين مقادير pمقدار 

 هاي مداري مدارهاي اوليه و هدف هستند، تغيير نموده شکم نيم

 يها شکم مي در ن2α و 1αرات يي بر حسب تغ∆Tvو رفتار تابع 

  رسم شده است) ١١(شکل  بصورت يمدار

شود،   دبده مي) ١٤(شکل و ) ١٢(شکل  که در طور همان

۴۵1αترين پاسخ به ازاي مقادير تقريبي بهينه 2α‐۱۲۵ و = = 

 مقدار تقريبي 2α و 1αآيند که براي اين مقادير  بدست مي

با در نظر گرفتن اين .  کيلومتر است٩٨٧٠شکم مداري حدود  نيم

 مقادير بعنوان حدس اوليه براي حل معادلات، مقادير دقيق

صورت هندسه مدار انتقالي  در اينپاسخ، بدست خواهند آمد که 

جدول چنين عوامل انتقال بصورت  هم. آمده است) ١٣(شکل در 

  . است) ٦(

  
   زمان انتقال براي يک انتقال بهينه مقيد زمانيهندسه مدار انتقالي به همراه عوامل مدار انتقالي و): ١٠(شکل 
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٦٦ 

  عوامل مدار انتقالي براي انتقال نامقيد زماني): ٦(جدول 

 عوامل مقدار

( / )km s۹۷۷۳۷/۰ 1 اول، ي ضربهv∆ 

( / )km s۵۵۴۴/۱ 2 دوم، ي ضربهv∆ 

( / )km s۵۳۱۷/۲ کل ي ضربه Tv∆ 
 ω، يض مدار انتقاليآرگومان نقطه حض ۹۰۶۸/۴۶
 i، ي مدار انتقاليل صفحه مداريه ميزاو ۶۹۶۱/۳۰

۵۹۶۹/۲۴ Ωيار انتقال مد 
 ∆ ، ي مدار انتقالي رويه مرکزيزاو ۴۴۰۹/۲۰۱

 1γر صفحه در ضربه اول، ييه تغيزاو ۴۲۴۱/۲
 2γر صفحه در ضربه دوم، ييه تغيزاو ‐۴۳۱۵/۱۹

 e ، يخروج از مرکز مدار انتقال ۴۴۷۰۳/۰

( )km۷۵۱/۹۸۷۱ يشکم مدار انتقال مين ،p 

  

  
  اي  هاي بهينه محلي و کلي مانور مداري ضربه پاسخ): ١١(شکل 

  

 

  1αحسب  بهينه بر∆Tvتغييرات تابع ): ١٢(شکل 

  

  

مرجع  نان از روش حل ارائه شده، مثالي اطميدر ادامه برا

 مدارهاي اوليه و هدف، ن مثال،يدر ا. شود حل مي] ۸[

) با خروج از مرکزهاي متفاوت(شکل و  هاي غير هم بيضي

محور  محور هستند که بعلت غير هم صفحه ولي غير هم هم

هاي مشابه  از روش هومن و يا روشتوان  ها، نمي بودن مدار

جدول صورت  ه و هدف بهي مدار اولعوامل .آن استفاده نمود

  .باشند مي) ٧(
شده  حل يده عدديچيک روش پين مثال با ي ا]۸[  مرجعدر

 .است  بدست آمده) ٨(جدول به شرح  آن ي دو پاسخ برافقطو 
 مقدار يگريها نسبت به د  از پاسخيکينکه يا توجه به اب

است که پاسخ  احتمال داده] ۸[سنده مرجع ي دارد، نويکمتر

نجا با استفاده از يدر ا. ن مثال همان پاسخ اول استي اي نهيبه

 ي ارائه شده، پاسخ کلين روشيچن روابط مطرح شده و هم

ت مطرح پاسخ حاصل از حل معادلا. مسئله بدست آمده است

 .آمده است) ٩(جدول صورت خلاصه در  شده به

  عوامل مدارهاي اوليه و هدف): ٧(جدول 

e P(km) ω Ω i  
 هيمدار اول ۰ ۰ ۰ ۳۳۳،۳۳ ۳۳/۰
 مدار هدف ۰ ۰ ۳۰ ۵۰،۰۰۰ ۵/۰

  ]٨[دو پاسخ ارائه شده در مرجع ): ٨(جدول 

1α 2α p(km) TV∆(km/s)  
 پاسخ اول ۶۲۰۰/۰ ۴۳۷/۴۱۸۵۳ ۰۸۵/۱۵۵ ۲۴۵/۶۱
 پاسخ دوم ۶۶۸۵/۰ ۳۷۶/۳۹۷۸۷ ۸۸۳/۴۶ ۹۸۹/۱۶۴

  

 ]٨[نتقالي مثال حل شده در مرجع مقايسه عوامل مدار ا): ٩(جدول 

  و روش پيشنهادي

 عوامل پاسخ ]۸[ مرجع 

۶۲۰۰/۰  ۶۲۰۰/۰ tv∆kmضربه کل ،  
s

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

۰۴۸/۲۴ ۰۴۸/۲۴ 
ض مدار ي آرگومان نقطه حض

 ω، يانتقال
۲۴۵/۶۱ ۲۴۵/۶۱ 1α 
۰۸۵/۱۵۵ ۰۸۵/۱۵۵ 2α 

 ∆ انتقال، يه مرکزيزاو ۸۴/۱۲۳ ‐
 )S(زمان انتقال  ۱۴۷۸/۵۰۲۲۱ ‐

، يخروج از مرکز مدار انتقال ۵۷۳۶۵/۰ ۵۷۳۶۴۷/۰

e 
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٦٧

 
 ف، انتقالي بهينه و عوامل انتقال براي يک انتقال بهينه نامقيد زمانيهندسه مدارهاي اوليه، هد): ١٣(شکل 

  

  
  2αنه برحسب ي به∆Tvرات تابع ييتغ): ١٤(شکل 

  

 
 در 2α و 1αبرحسب نه ي به∆Tvرات تابع ييتغ): ١٥(شکل 

 نهي پاسخ بهيگيهمسا

 مستقل در يها ريرات متغيي برحسب تغ∆Tvرات تابع ييتغ

طور که مشاهده  همان .است آمده) ١٩(تا ) ١٦ (يها شکل

 بودن پاسخ بدست يتوان در مورد کل ينان ميگردد، با اطم يم

ر حسب  ب∆Tv تابع يها کانتورن، يچن هم. آمده اظهار نظر نمود

است که  دهيم گرديترس) ٢٠( در شکل 2α و1α مستقل يرهايمتغ

 را ارائه نهي کم∆Tvها که مقدار  رين متغير مناسب ايبوضوح مقاد

ه، ي اوليها هندسه مدارن يهمچن. سازد يدهند، آشکار م يم

  .است شده نشان داده ) ٢١(ز در شکل ي و هدف نيانتقال

  

  
   يا  مانور ضربهي و کلينه محلي بهيها پاسخ): ١٦(شکل 
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٦٨ 

  

  

  سب  برح∆Tvرات تابع ييتغ): ١٧(شکل 

  

1α  

  

  2α بهينه برحسب ∆Tvتغييرات تابع ): ١٨(شکل 

  

  
  

   در همسايگي پاسخ بهينه کلي∆Tvتغييرات تابع ): ١٩(شکل 

50 100 150 200 250 300 350

50

100

150

200

250

300

350

  
  

  2α و1α بهينه برحسب∆Tvهاي تابع  کانتور): ٢٠(شکل 
  

  يريگ نتيجه ‐٨
 ي، مانور مداريي فضايها تي ماموري از مراحل ضروريکي

 يا  مانور ضربهينگين مقاله به استخراج معادلات بهيدر ا. است

د زمان و بدون آن، پراخته ي با احتساب قي سه بعديدر فضا

 يه، هدف و انتقالي اوليها  مداري  هندسهيبررس. شده است

 از يکي بوده که يازمند مبحث مثلثات کرويگر نيکدينسبت به 

 مختلف يها ا در حالتي مهم و دشوار محاسبات زوايها بخش

ن يدر ا. بود  به آن پرداخته نشدهيچ مرجعياست که تاکنون در ه

ه و هدف نسبت ي اوليها  مداريري حالت مختلف قرارگ١٦مقاله 

 نسبت به ي مدار انتقاليري قرارگي حالت اصل٤گر و  يکديبه 

ان به يدر پا.  قرار گرفتيه و هدف مورد بررسي اوليها مدار

رات تابع يي پرداخته شد و با توجه به تغيک مثال عدديحل 

Tv∆ نه مسئله ي بهي مستقل، پاسخ کليها رينسبت به متغ

ج با حل مسئله ي نتاي درستيد زمانياستخراج شد و در حالت مق

با توجه به معادلات استخراج شده و روند .  شديلمبرت بررس

 حل انواع مسائل ي برايان شده در مقاله، ابزار مناسبيب

نه ي کميها  به پاسخيابي و دستيا نه ضربهي مانور بهي دهيچيپ

  .  به دست آمدي و پاسخ کليمحل
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 هندسه مدارهاي اوليه و هدف و انتقالي بهينه و عوامل انتقال براي يک انتقال بهينه نامقيد زماني): ٢١(شکل 
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  هازيرنويس ‐١٠

                                                            
١ Thruster 
٢ Periapsis 
٣ Aopapsis 
 

٤ True anomaly 
 

٥ Eccentricity 
 

٦ Semi latus rectum 
 

٧ Mean Anomaly 
 

٨ Eccentric Anomaly 
 ٩ Ascending 

www.SID.ir

