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 چكيده

اي براي معادله انتقال حرارت گذرا در مواد لايه يک روش حل جديد بر مبناي استفاده از توابع پايه نمايي   در اين مقاله

شود. در مرحله بعد توزيع محوري ارائه شده است. در اين روش ابتدا هر لايه از ماده به صورت يک المان مجزا در نظر گرفته مي

شود. کننده در معادله ديفرانسيل انتقال حرارت گذرا بيان مييه به صورت سري متشكل از توابع پايه نمايي صدقدما درون هر لا

، مرتبط سپس ضرايب ثابت سري جواب با استفاده از يک تبديل گسسته به مقادير شرايط اوليه و شرط مرزي دريشله هر لايه

شود. اي در روندي مشابه با روش اجزاء محدود معمولي ارضاء مييي بين لايهشوند. در پايان شرايط پيوستگي دما و شار گرمامي

اي از نقاط مرزي ارضاء در اين روش دوگانه شرايط اوليه و شرايط مرزي انتهايي حاکم بر مسأله به صورت همزمان بر روي مجموعه

هاي موجود، معادله در مقايسه با ساير روش . با حل چند مسأله نمونه، قابليت روش پيشنهادي در براورد دقيق جوابشودمي

 نمايش داده شده است. 

 کلمات کليدي 

 .اي، روش بدون شبكه، توابع پايه نمايي، تبديل گسستهانتقال حرارت گذرا، مواد لايه
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 مقدمه -1
برآورد دقيق توزيع دما و شار گرمايي وابسته به زمان در مواد 

موجود در علوم مهندسي  اي نياز دسته فراواني از مسائللايه
است. براي مثال در محاسبات بار حرارتي ناشي از گرمايش و 

ها لازم است تا توزيع دقيق دما در سرمايش برخي سازه
چنين تعيين زمان . هم[1]هاي چند لايه مشخص شود جداکننده

هاي ر طراحي برخي دستگاهدقيق رسيدن به توزيع دماي پايدار د
 مکانيکي ضرورت دارد .

شود که تاکنون هاي قبلي مشخص ميبا بررسي در پژوهش
چندين روش حل تحليلي براي تعيين توزيع دما در مواد چند 

(. با اين حال [11]و  [9]، [6]، [5]لايه توسعه داده شده است )
در برخي موارد روش حل تحليلي براي اين مسائل وجود ندارد و 

پذير نيست. هاي عددي امکانحل مسأله بدون استفاده از روش
هاي عددي از قبيل روش از روشدر اين راستا، انواع مختلفي 

هاي بدون شبکه براي تفاوت محدود، روش المان محدود و روش
 اند. حل اين دسته از مسائل به کار گرفته شده

هاي بدون شبکه کي از انواع روش1هاي اساسيروش حل
شود که براي حل مسائل انتقال حرارت گذرا در مواد محسوب مي

مورد  [11]( و چند لايه در مرجع [11]و  [7]، [4]همگن )
هاي اي از حلاستفاده قرار گرفته است. در اين روش از مجموعه

دهنده سري جواب هاي تشکيلمعادله حاکم به عنوان پايه اساسي
شود. ضرايب ثابت سري جواب نيز با استفاده از روش استفاده مي

شرايط مرزي و با حل يک دستگاه معادلات خطي 1ايرضاء نقطها
هاي اساسي؛ نحوه انتخاب نقاط شود. مشکل روش حلتعيين مي

هاي ن ايجاد ماتريسهاي جواب و همچنيمرجع براي توليد پايه
. همچنين استفاده از اين استرفتار در محاسبه ضرايب سري بد

شود که حل اساسي آنها روش تنها براي حل معادلاتي محدود مي
 موجود باشد.

و  [13]، [3]در اين مقاله ايده به کار گرفته شده در مراجع 
اي محوري براي حل معادله حرارت گذرا در مواد لايه [15]

توسعه داده شده است. در اين راستا با در نظر گرفتن زمان به 
کننده در معادله هاي نمايي صدقعنوان يک محور کمکي، پايه

ذرا در هر لايه بر حسب زمان و مکان بعدي انتقال حرارت گيک
شوند. در مرحله بعد جواب تقريبي مسأله به صورت تعيين مي

-هاي محاسبه شده براي هر لايه بازنويسي مييک سري از پايه

اي از نقاط در دو وجه هر لايه، شود. سپس با انتخاب مجموعه
ضرايب ثابت در سري جواب با استفاده از يک تکنيک تبديل 

به مقادير شرايط اوليه و شرط دمايي در دو لبه هر لايه  گسسته
براي حل  [1]شوند. اين تکنيک اولين بار در مرجع مرتبط مي

 مسأله موج در محيط بي نهايت مورد استفاد قرار گرفت.
ها در در ادامه شرايط پيوستگي دما و شارگرمايي بين لايه

ندي مشابه روش اجزاء محدود ارضاء شده و به اين ترتيب رو
گردد. سرعت و دقت روش جواب معادله در تمام دامنه برآورد مي

توان با استفاده از يک الگوي حل گام به حل پيشنهادي را مي
گام زماني افزايش داد. براي اين منظور، دامنه زماني مسأله به 

ه و سپس روند حل به صورت ها افراز شداي از زير بازهمجموعه
پيشرو در زمان و با محاسبه شرايط اوليه هر زير بازه از انتهاي 

 زير بازه قبلي، تا رسيدن به زمان مورد نظر ادامه مي يابد.
هاي حل قبلي در نوع تفاوت اصلي روش معرفي شده با روش

هاي جواب و تکنيک ارضاء شرايط مرزي و شرايط پيوستگي پايه
هاي نمايي در اين روش امکان محاسبه ده از پايهاست. استفا

آسان مشتقات مراتب بالاتر تابع پاسخ و از جمله شار گرمايي را 
سازد. همچنين به علت ويژگي توابع نمايي، مي توان به فراهم مي

سادگي از اين روش براي حل ساير معادلات ديفرانسيل وابسته 
مزيت به ويژه در مقايسه به زمان )با ضرايب ثابت( بهره برد. اين 

هاي اساسي هميت بالايي دارد. استفاده از تکنيک با روش حل
جديد براي رضاء همزمان شرايط مرزي و اوليه نيز، علاوه بر 
ارضاء انواع شرايط مرزي )دريشله، نويمان و شرايط مرزي 
انتگرالي( امکان استفاده از تعداد توابع پايه متفاوت با تعداد نقاط 

سازد. با مقايسه نتايج بدست آمده از اين روش ا ميسر ميمرزي ر
( [11]هاي اساسي در هاي موجود )به ويژه روش حلو ساير روش

مرتبه  3تا  1شود که دقت روش پيشنهادي در حدود ديده مي
 بيشتر است.

سأله انتقال در اين مقاله ابتدا مدل استفاده شده براي م
اي معرفي مي شود. سپس روش دوگانه حرارت گذرا در مواد لايه

بر مبناي استفاده از توابع پايه نمايي و تکنيک ارضاء شرايط 
شود. در پيوستگي مشابه روش اجزاء محدود توسعه داده مي

بخش چهارم يک الگوي گام به گام زماني براي افزايش سرعت و 
هاي عددي، دقت . در بخش مثالدقت روش، پيشنهاد شده است

هاي موجود در حل بسيار مناسب روش در مقايسه با ساير روش
سه مسأله نمونه نمايش داده خواهد شد. مثال سوم اين بخش 

تواند به عنوان يک مسأله نمونه در پژوهش هاي بعدي مورد مي
بندي نتايج بدست آمده از اين استفاد قرار گيرد. در پايان جمع

 ارائه خواهد شد.مقاله 

 بيان مسأله -2

براي بررسي  [11]معرفي شده در معادلات در اين مقاله از 
مسأله انتقال حرارت در يک ماده متشکل از 

lN  لايه محوري
( استفاده شده است. صورت همگن معادله 1طبق شکل )

در نظر  (1)ام ماده به صورت رابطه nدر لايه  ديفرانسيل حاکم
 :[11]شود گرفته مي
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(1) 
2

2
0, 0 , 1,...n n

n n n l

n

u u
x l n N

x t


 
    

 
 

که در آن 
nu زيع دما در لايه توn ام است که بايد بر حسب

متغير مکاني محلي 
nx  و متغير زمانيt  تعيين شود و

n  نيز
ام با nضريب پخش حرارتي لايه است. اگر طول لايه 

nl  مشخص
شود، در اين صورت متغير مکاني هر لايه در دستگاه مختصات 

کلي 
nxشود، به صورت زير بيان مي: 

(1) 
1

1

n

n n j

j

x x l




  . 

( براي 1شرايط مقدار اوليه لازم براي حل معادله ديفرانسيل )
 زير است:هر لايه به صورت 

(3)    ,0 , 0 , 1,...n n n n n n lu x f x x l n N     

همچنين شرايط مقدار مرزي دريشله )دمايي( و نويمان )شار 
گرمايي( حاکم بر مسأله در دو انتهاي ماده به ترتيب مطابق 

 شوند:روابط زير تعريف مي

(4)        1
1

1

0, 0, , 0D N

u
u t L t or t L t t

x


  


 

(5)        1, , , 0
l l l

l

N N D N N

N

u
u l t R t or l t R t t

x


  



 

 بيانگر شرايط مرزي وابسته به Rو  Lدر روابط فوق که 
( بر روي مرز سمت چپ و راست ماده هستند. 1زمان معادله )

کننده نوع شرط مرزي نيز مشخص "N"و  "D"هاي انديس
اعم از شرط دريشله و نويمان هستند. شرايط پيوستگي دما و 

 شود:شارگرمايي بين دو لايه مجاور نيز با روابط زير بيان مي

(6)    1, 0, , 0, 1,..., 1n n n lu l t u t t n N     

(7)    1
1

1

, 0, , 0, 1,..., 1n n
n n n l

n n

u u
k l t k t t n N

x x






 
   

 
 

وق در رابطه ف
nk  ضريب هدايت گرمايي لايهn .ام است

به  و  kگفتني است که در هر ماده يک رابطه خطي بين 
صورت 

pk c   برقرار است که در آن
pcرمايي ، ظرفيت گ

 ماده است. 

 
 مدل کلي يک ماده چند لايه محوري :(1)شكل 

نشان داده شده است که اگر اطلاعات موجود از  [8]در مرجع 

شرايط مرزي و اوليه سازگاري لازم را داشته باشند، معادله 
 همراه با مجموعه شرايط (1)ابطه ديفرانسيل ارائه شده در ر

 جواب يکتا خواهد داشت. (1)–(5) ه در روابطيط اوليو شرا يمرز

 دوگانه يروش حل عدد -3

متشکل از  يه به صورت سريلا ن بخش ابتدا حل هريدر ا
ب ثابت يل با ضرايفرانسيکننده در معادله ده صدقيتوابع پا

ل يک تبديشود. سپس با استفاده از تکنيب زده ميمجهول تقر
 يب ثابت سري، ضرايقبل يهاشده در پژوهش يگسسته معرف
ه يهر لا يه و مرزياول ينقاط انتخاب ير دما بر رويجواب به مقاد

ک يتوان يم يسيات جبر ماتريک عمليوند. با انجام شيمرتبط م
 ينقاط انتخاب يو دما برا يير شار گرماين مقاديرابطه مناسب ب
ن رابطه يزمان برآورد نمود. ا يه در راستايهر لا يدر دو مرز کنار

ن يب يوستگيط پيارضاء شرا يدر مرحله دوم روش دوگانه برا
 شود.يود به کار گرفته ممشابه روش اجزاء محد يدر روند ياهيلا

 ييمانه يتوابع پا -3-1

تواند به مي (1)کننده در معادله يک دسته کلي از توابع صدق
صورت توابع نمايي وابسته به زمان و مکان در نظر گرفته شود. در 

براي هر لايه و بر حسب اين توابع به شکل  (1)اين راستا، جواب 
 شود:زير بيان مي

(8) ( , , , ) ( , ) n n nx t

n n n n n n nu x t A e
     

  

، رابطه مناسب بين ضرايب (1)در  (8)با جايگذاري رابطه 
n 

و 
n  براي تعيين فرم پايه هاي صدق کننده در معادله به صورت

 شود:زير مشخص مي

(9)  
2

0n n n     

با استفاده از رابطه جبري فوق دو ريشه براي ضريب 
n  بر

حسب 
n به صورت زير 

(11) 1 2,n n n n n n          

و يک ريشه براي ضريب 
n  بر حسب

n شود.تعيين مي 

(11)  
2

1 n

n

n





  

هاي مناسب، يکي از گفتني است در ادامه براي تشکيل پايه
دو ضريب 

n  يا
n  به صورت يک عدد مختلط اختياري انتخاب

شود. در محاسبه مي (9)شده و ضريب دوم به عنوان ريشه رابطه 
ه به صورت تواند به طور نمونادامه جواب نهايي مسأله مي

براي حالت  (1)هاي صدق کننده در معادله اي از پايهمجموعه
انتخاب اختياري ضريب 

n .بيان شود 
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(11) 
 

1 2
1 1 2 2( , ) ( , )n n n n n n

n

n

x t x t

n n n n n n nu A e A e d



   

    



  

 

در رابطه بالا 
 حدوده مناسب در فضاي گوس براي م

انتخاب ضريب 
n  1است. همچنين 1( , )n n nA    2و 2( , )n n nA   

دو دسته ضرايب ثابت مجهولي هستند که بايد با استفاده از 
ارضاء شرايط مرزي اوليه و کناري براي هر لايه مشخص شوند. با 

دهنده جواب، هاي تشکيلودن تعداد پايهتوجه به نامحدود ب
ممکن خواهد بود. براي رفع محاسبه اين ضرايب ثابت به نوعي نا

در فرم گسسته و به  (1)اين مشکل لازم است جواب معادله 
هاي نمايي صورت يک سري متشکل از تعداد محدودي از پايه

 بازنويسي شود.

(13)  
1 2

, , , ,1 2

, ,

1

ˆ ( , )

n

n j n n j n j n n j

N
x t x t

n n n j n j

j

u x t C e C e



    



   

ˆدر رابطه فوق،
nu  جواب تقريبي مسأله در لايهn ام و به ازاي

nN
  پايه متناظر با انتخاب اختياري ضريب

n  .1است

nC  2و

nC 
نيز دو دسته ضرايب ثابت سري هستند که در ادامه نحوه 
محاسبه آنها بر اساس شرايط اوليه و شرايط مرزي هر لايه ارائه 
خواهد شد. چنانچه در يک روند مشابه، سري جواب براي حالت 

انتخاب اختياري ضريب 
n ،جواب تقريبي را  تشکيل داده شود
 در نظر گرفت: (14)مي توان به صورت رابطه 

(14) 
 

1 2
, , , ,

1
, ,

1 2

, ,

1

1

,

1

ˆ ( , )

n

n j n n j n j n n j

n

n j n n j

N
x t x t

n n n j n j

j

N
x t

n j

j

u x t C e C e

C e





   

 

 







 







 

1در رابطه فوق، 

nC  وnN
  (13)مشابه رابطه  يرهايمتغمانند 

بندي روش، سازي فرمولشوند. در ادامه، براي سادهتعريف مي
هاي متناظر با به صورت يک سري ترکيبي از پايه (14)رابطه 

انتخاب اختياري 
n  و

n شود.ويسي ميبازن 

(15)  , ,

,

1

ˆ ( , )

en

n j n n j

N
x t

n n n j

j

u x t C e
 



  

nC  وne
N در رابطه بالا به ترتيب بيانگر ضرايب و تعداد پايه-

هاي مورد استفاده در سري جواب تقريبي هستند 
(2n n ne

N N N
 

 تخاب اختياري (. شايان ذکر است نحوه ان
مناسب هر يک از ضرايب 

n  و
n  ارائه خواهد  3-3در بخش

 شد.
گونه که اشاره شد، ضرايب مجهول همان

nC  در سري جواب
تقريبي با ارضاء شرايط اوليه و شرايط مرزي براي هر لايه تعيين 

جا که شرايط مرزي هر لايه از ابتدا مشخص  شوند. از آنمي
اي، حل نيست، لازم است تا با ارضاء شرايط پيوستگي بين لايه

در کل دامنه مشخص شده و سپس به دنبال آن توزيع دما و 

شارگرمايي در هر لايه برآورد شود. براي اين منظور، بايد يک 
ي رابطه مناسب بين مقادير دما و شارگرمايي بر روي مرزها

کناري هر لايه در راستاي زمان مشخص شود. اين امر با استفاده 
هاي قبلي نيز مورد از يک تکنيک تبديل گسسته که در پژوهش

 شود. پذير مياستفاده قرار گرفته است، امکان
xاي از نقاط شامل در اين تکنيک گسسته ابتدا مجموعه

PN 
2نقطه اوليه و  t

PN  نقطه مرزي تا زمان مورد نظرT در دو لبه ،
شود. سپس ضريب ( انتخاب مي1هر لايه مطابق شکل )

,n jC  با

ام در نقاط انتخابي nاستفاده از روابط زير به مقادير دمايي لايه 
 شود.مرتبط مي

(16)  , , . .
T

n j n j n nC  V H U  

(17)    , , ,|
T

T T
D

n j n j n j
 
  

V V f  

(18)    |
T

T TD

n n n
 
  

U U F  

 
 امnانتخاب نقاط اوليه و نقاط مرزي در لايه  :(2)شكل 

، (16)-(18)در روابط 
,n jV  و

nU  دو برداري هستند که

ام و مقادير jهاي آنها به ترتيب شامل مقادير تابع پايه درايه
و شرايط مرزي دمايي بر روي مجموعه نقاط انتخابي  شرايط اوليه

هاي بردار ام هستند. درايهnلايه 
,n jV به صورت زير تعريف مي-

 شوند:

(19)    , , ,|
T

T T
D D D

n j n j n jleft right

 
  

V e e  

(11)  
,

, 1
( )

( )

, , .... ,
n j tNn j P

T
t

tD

n j left
e e


 

  
e  

(11)  
, ,

, , 1
( ) ( )

( ) ( )

, , .... ,
n j n n j tNn j n n j P

T
l t

l tD

n j right
e e

 
 


 

  
e  

(11) , ,, ,1
( )

( )

, , .... ,
n j xn Nn j n P

T
x

x

n j e e


 
  

f  

هاي بردار درايه
nU شوند:نيز به شکل زير در نظر گرفته مي 

(13)    |
T

T T
D D D

n n n
 
  

U L R  

(14) 
1(0, ) , .... , (0, )t

P

T
D

n n n N
u t u t 
 

L  
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(15) 
1( , ) , .... , ( , )t

P

T
D

n n n n n N
u l t u l t 
 

R  

(16) 
,1 ,

( ,0) , .... , ( ,0)x
P

T

n n n n n N
u x u x 
 

F  

Dهاي دو بردار شايان ذکر است در اين مرحله درايه

nL  وD

nR 
و براورد آنها نيازمند ارضاء شرايط پيوستگي بين  مجهول هستند

ها است. در ادامه به منظور تعيين ماتريس مربعي لايه
nH  در

بر روي نقاط  (15)لازم است تا مقادير تقريبي دما از رابطه  (16)
 ام به شرح زير باز محاسبه شوند.nانتخابي در لايه 

(17)  , ,

1

enN
D D

n n j n j left
j

C


L e  

(18)  , ,

1

enN
D D

n n j n j right
j

C


R e  

(19) 
, ,

1

enN

n n j n j

j

C


F f  

توان در يک چيدمان جديد و به صورت يک ا ميروابط فوق ر
 ( بازنويسي نمود.31جا مطابق رابطه )

(31) 
, ,

1

enN

n n j n j

j

C


U V  

در نهايت با استفاده از تعريف در نظر گرفته شده براي ضريب 

,n jC  و انجام عمليات جبر ماتريسي،  (16)در
nH  به شرح زير

 شود:برآورد مي

(31)  , ,

1

enN
T

n n j n j

j





 
  
 
H V V  

. است3معکوس-بيانگر عملگر شبه []در رابطه فوق نماد که 
عکوس و توضيحات بيشتر در رابطه با نحوه استفاده از شبه م

ارائه شده است. در پايان  [3]هاي آن به تفصيل در مرجع ويژگي
اين قسمت با محاسبه ماتريس مربعي 

nH در واقع ضريب ،
,n jC 

مرزي مربوط شده است. در ام در نقاط nبا مقادير دمايي لايه 
قسمت بعدي از اين تعريف براي محاسبه رابطه بين مقادير دما و 
شار گرمايي در نقاط مرزي انتخابي در راستاي زمان استفاده 

 خواهد شد.

 ايارضاء شرايط پيوستگي بين لايه -3-2

ر يمقادن ين رابطه مناسب بييدر اين بخش تع يهدف اصل
ن منظور ابتدا لازم ياست. به ا يزنقاط مر يبرا ييدما و شار گرما

ر شار يمحاسبه مقاد يبرا (15)در  يبيجواب تقر ياز سراست تا 
0nxدر  ييگرما   و

n nx l  .استفاده شود 

(31)   ,

, ,

1

0,

en

n j

N
tn

n n j n j

jn

u
t k C e

x










  

(33)   , ,

, ,

1

,

en

n j n n j

N
l tn

n n n j n j

jn

u
l t k C e

x

 










  

در  (33)و  (31)ر دو طرف روابط يدر ادامه لازم است تا مقاد
t

PN ز محاسبه شود.محور زمان با يدر راستا ينقطه انتخاب 

(34)  , ,

1

enN
N N

n n n j n j left
j

k C


 L e  

(35)  , ,

1

enN
N N

n n n j n j right
j

k C


 R e  

در روابط فوق  ,

N

n j left
e  و ,

N

n j right
e ر يدو بردار شامل مقاد

سمت چپ و راست  ينقاط مرز ام، درjه يتابع پا يمشتق مکان
N يام هستند. بردارهاnه يلا

nL  وN

nR و  (14)ز مشابه روابط ين
 شوند: يف مير تعريو به صورت ز (15)

(36) 
1(0, ) , .... , (0, )t

P

T

N n n
n n n N

n n

u u
k t k t

x x

  
  

  
L  

(37) 
1( , ) , .... , ( , )t

P

T

N n n
n n n n n N

n n

u u
k l t k l t

x x

  
  

  
R  

دمان واحد به يک چيدر توان  يرا م مجموعه روابط فوق
 کرد. يسيبازنو (38)شکل رابطه 

(38)  , ,

1

enN
N N

n n j n j

j

C


U V  

دو بردار  
,

N

n jV  وN

nU يف مير تعريدر رابطه فوق به شکل ز-

 شوند:

(39)    , , ,|
T

T T
N N N

n j n j n jleft right

 
  

V e e , 

(41)    |
T

T T
N N N

n n n
 
  

U L R . 

ر دما و ين مقادين رابطه بييتع ياست برادر ادامه لازم 
2 يبرا ييشارگرما t

PN چپ و  يمرزها يبر رو ينقطه انتخاب
 يگذاريجا (38)در  (16)زمان، رابطه  يه در راستايراست هر لا

 شود.

(41)  , ,

1

. .

enN
T

N N

n n j n j n n

j

U V V H U  

 يليس مستطيف ماتريبا تعر
nS  با ابعاد

(2 ) (2 )t t x

P P PN N N  به شکل  (41)ر، رابطه يمطابق رابطه ز
 شود.يان ميساده شده ب

(41)  , ,

1

.

enN
T

D

n n j n j n

j

S V V H  

(43) .N

n n nU S U  

س يه ماتريبا تجز
nS 1 يس مربعير ماتريبه دو ز

nS ر يو ز
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2 يليس مستطيماتر

nS يم يسير بازنويبه صورت ز (43)، رابطه-
 :شود

(44) 1 2. .D N

n n n n n S U U S F . 

س يشود که در واقع ماتر يبا دقت در رابطه فوق مشخص م 
1 يمربع

nS  2با ابعاد 2t t

P PN N يليمه تحلين يس سختيک ماتري 
n.2ن عبارت يام است و همچنnه يلا يبرا nS F انگر يب يز به نوعين

ط ياز شرا يناش ييانتها يير شار گرمايمقاد يليمه تحليبردار ن
ر دما ين مقاديه حاکم بر مسأله است. با مشخص شدن رابطه بياول

توان يمه، يدو لبه هر لا يرو يدر نقاط انتخاب ييو شار گرما
ه مجاور را در يدو لا يهاشار و دما در لبه يوستگيط پيراش

ن يارضاء کرد. به ا يمشابه روش اجزاء محدود معمول يروند
در فرم  (44)، رابطه (41)و  (13)ف يمنظور با استفاده از تعار

 شود:يان مجدد مير بيبه شکل ز يسيماتر

(45) 
   

   

 

 

1 1 2

11 12 11

1 1 2

21 22 21

.

.

D N
n n n n

n n

D N

n nn n n n

      
       
         

S S S FL L

R RS S S F

. 

و بردار شار  يس سختيل ماتريتشک يتواند برا يرابطه فوق م
مختلف به کار  يه هايکل ماده متشکل از لا يبرا ييانتها ييگرما

ط ين راستا لازم است تا با گسسته نمودن شرايگرفته شود. در ا
ه و يهر لا يمرز يدر نقاط انتخاب ييدما و شار گرما يوستگيپ

کل  يس سختير، ماترياستفاده از رابطه تعادل مطابق روابط ز
دما و  يوستگيط پي( نحوه ارضاء شرا3ماده برآورد شود. در شکل )

 ش داده شده است.يه ها نماين لايب ييشار گرما

(46) 
1 0, 1,..., 1D D

n n ln N   R L  

(47) 
1 0, 1,..., 1N N

n n ln N   R L  

 يارائه شده برا يبندتوان با استفاده از فرموليان ميدر پا
ر دما در يکل ماده، مقاد يليمه تحلين يس سختيمحاسبه ماتر

زمان را  يها در راستاهيلا يمرزها يبر رو يمجموعه نقاط انتخاب
ه با يع دما درون هر لاياست برآورد توز يهين نمود. بدييتع

و مطابق رابطه  يبه سادگ ييانتها ير دمايمشخص شدن مقاد
 ر است. يپذامکان (15)

 

 
مجاور  يهاهين لايب ييدما و شار گرما يوستگيط پينحوه ارضاء شرا :(3)شكل 

 زمان يدر راستا يانتخاب يدر نقاط مرز

ضرايب انتخاب  -3-3
n  و

n 

ب يک از ضرايهر  ياريانتخاب اخت
n  و

n ار ينقش بس
جواب و به  يل سريتشک يرامناسب ب يهاهيد پايدر تول يمهم

مرجع ه دارد. در يهر لا يليمه تحلين يس سختيدنبال آن ماتر
شنهاد شده يب، پين ضرايا ياريانتخاب اخت يدو الگو برا [3]

زان نوسان يم ينخست بر مبنا يب در الگوياست. انتخاب ضرا
ک رابطه يدوم با استفاده از  يمسأله و در الگو يط مرزيشرا

نخست  ين پژوهش از الگويرد. در ايگيانجام م يتجرب
ب يک از ضراين الگو هر ياستفاده شده است. در ا يشنهاديپ

 يارياخت
n ا ي

n شوندير در نظر گرفته ميبه صورت ز: 

(48) 
, , , ,, , 1n j n j n j n jq q     i , i i . 

ر يدر روابط فوق مقاد
,n jq  و

,n jq زان نوسان يبا توجه به م

گر يشوند. به عبارت د ين مييحاکم بر مسأله تع يط مرزيشرا
شوند که مشارکت يجواب انتخاب م يل سريتشک يبرا ييهاهيپا
 يدارند. در بخش مثال ها مسأله يط مرزيدر ارضاء شرا يترشيب

، نحوه در نظر گرفتن يعدد
,n jq  و

,n jq  در حل هر مثال مشخص

 شده است.

 الگوي حل گام به گام زماني -4

توان با ياشاره شد، م يقبل يهمانگونه که در بخش ها
سرعت و دقت روش  يحل گام به گام زمان يک الگوياستفاده از 

دهنده ليتشک يهاهيدرون لا ييع دما و شار گرمايدر برآورد توز
 ين منظور لازم است در ابتدا دامنه زمانيش داد. به ايماده را افزا

 يبيافراز شود. سپس جواب تقر Tر بازه با طول يمسأله به چند ز
شده و  ير بازه با استفاده از روش دوگانه معرفيمعادله درون هر ز

 ينقاط انتخاب يه ها بر رويلا يوستگيه و پيط اوليارضاء شرا
ام ر بازه يشود. جواب معادله انتقال حرارت گذرا در زيبرآورد م

 شود.ير در نظر گرفته ميبه شرح ز

(49) ˆ ˆ ( , ), [ , ], 0,1,2,...n n nu u x t t t t t T 

         

ˆورد برآ يلازم برا يط مرزيشرا
nu ک يز با استفاده از ين

 شود:ين ميير تعيبه شرح ز (5)و  (4)انتقال مناسب در زمان از 

(51) 
       1

1

1

0, 0, ,

[ , ], 0,1,2,...

D N

u
u t L t t or t L t t

x

t t t T




 

  


   



  

 

(51) 
       , , ,

[ , ], 0,1,2,...

l

l l l

l

N

N N D N N

N

u
u l t R t t or l t R t t

x

t t t T





 

  


   



  

 

 يبرا ير بازه قبليز يز از انتهاير بازه نيه هر زيط اوليشرا
 ها قابل محاسبه است. هيلا يتمام
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(51) 
1

ˆ ˆ , 0,...,n n lt t t t T
u u n N

 

 

  
       

 

ل يتشک ي، محاسبات لازم برايگام به گام زمان يدر الگو
 ير بازه زمانيفقط در ز يليمه تحلين يسخت ياهسيها و ماترهيپا

ها ر بازهير زين رو، محاسبه جواب در سايشود. از ا ياول انجام م
ن يير بازه نخست تعيبدست آمده در ز يهاسيبا استفاده از ماتر

ج در حالت استفاده از يل سرعت و دقت نتاين دليشود. به هم يم
تر در زمان مناسب مينسبت به حل مستق يروش گام به گام زمان

 .است

 يعدد يمثال ها -5

روش در حل سه مثال نمونه از  ييت و کاراين بخش قابليدر ا
قرار  يمورد بررس يمحور ياهيمسأله انتقال حرارت در مواد لا

 يبرا يها از روش گام به گام زمانمثال يرد. در تماميگ يم
 ست.درون دامنه استفاده شده ا ييع دما و شار گرماين توزييتع

 1مثال  -5-1

ک ماده ين مثال، مسأله انتقال حرارت در يبه عنوان اول
با طول برابر  يمحور ياهيدولا

1 2 1 2l l  شود.  يم يبررس
ب برابر يه اول و دوم به ترتيلا ييب پخش گرمايضر

1 1   و

2 2  هر دو  ييت گرمايب هدايدر نظر گرفته شده است. ضرا
ه از يهر لا يه و مرزيط اوليک است. شرايکسان و برابر يز يه نيلا

 .[11]شوند يمن يي( تع53ق رابطه )يحل دق

(53)  
2

1 1
, 2 , 1,2

2
n

n

u x t x t n


 
    

 

 

زمان شده تا  ين مثال به روش دوگانه معرفيحل ا يبرا
1T  ،11 ارضاء  يه برايکنواخت درون هر لايع ينقطه با توز

0.05Tه و يط اوليشرا   0.01وt  ن ياند. همچنانتخاب شده
با انتخاب  ييه نمايتابع پا 84در مجموع 

,n jq  و
,n jq به  (48) در

 ر در نظر گرفته شده است.يصورت ز

(54)    , , 0.01, 1, 2,..., 11, 12n j n jq q         

 يع دما و خطايرات توزييب تغي( به ترت5( و )4) يهادر شکل
 يق درون دامنه مکانيسه با حل دقيحاصل از روش دوگانه در مقا

 ي( مشخص م5ش داده شده است. با دقت در شکل )ينما يو زمان
ع دما يشده در برآورد توز يروش دوگانه معرف يشود که خطا

52ز است )کمتر از يار ناچيبس 10سه ين مقدار خطا در مقاي(. ا
22) [11]در  ياساس ياد روش حل هايز يبا خطا 10انگر ي(، ب

 روش دوگانه است. يدقت بالا

 
 1مثال  ياهيع دما در روش دوگانه درون ماده دو لايتوز :(4)شكل 

 
 1مثال  ياهيروش دوگانه درون ماده دو لا يع خطايتوز :(5)شكل 

ر يمقاد ير نرم خطا به ازايين مثال، روند تغيدر ادامه حل ا
ن منظور با استفاده از يخواهد شد. به ا يبررس tو  Tمختلف 

نقاط  ير دو نرم خطا در هر حالت بر روير، مقاديف زيتعار
ه يدرون هر لا يانتخاب

nDP( 1شود. در جدول ) ي، محاسبه م
ه ارائه يدرون هر لا ينقطه انتخاب 711 ير نرم خطا بر رويمقاد

 شده است.

(55) 
1/2

2

1

2

1

ˆ( )

( )

n

n

DP

k kk
n DP

kk

u u

u
 



 
 
 
 




 

(56) 
1/2

2

1
ˆ( )

nDP

k kave k
n

n

u u
e

DP


 
 
 
 

  

در  tو  Tر مختلف يمقاد يبه ازا aveeو  ر نرم خطا ي: مقاد(1)جدول 

 1مثال 

 ه اوليلا ه دوميلا
( , )T t 

2

avee 
2 

1

avee 
1 

3
3.68 10


 3

3.07 10


 3
3.34 10


 3

2.69 10


 (0.2,0.05) 
4

4.36 10


 4
3.64 10


 4

2.31 10


 4
1.81 10


 (0.1, 0.025) 

6
6.94 10


 6

5.83 10


 5
1.71 10


 5

1.38 10


 (0.05, 0.01) 

 2مثال  -5-2
ن مثال متشکل از سه ي، مدل استفاده شده در ا(6شکل )در 
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ها هيه تمام لايط اوليش داده شده است. شرايه مختلف نمايلا
به صورت  (5)و  (4)شله در روابط يدر يط مرزيبرابر صفر و شرا

 اند.در نظر گرفته شده (57)رابطه 

(57)    1 3

8 0 0.5
0, , 3, 0

4 0.5

t t
u t u t

t

 
 



 

 [14]و  [11]ن مثال در مراجع يان ذکر است که مشابه ايشا
ن مراجع مرز سمت ين تفاوت که در ايز حل شده است، با اين

ن يتحت اثر حرارت قرار گرفته است. در ا يچپ به صورت ناگهان
0xحالت در نقطه   گر يکديبا  يط مرزيراه و شيط اوليشرا

ن يک به اين حل مسأله در  نقاط نزديستند و بنابرايسازگار ن
ن يرفع ا ين مقاله برايرد. در ايگير قرار ميه تحت تأثيناح

 ياک تابع دو ضابطهيسمت چپ به صورت  يمشکل، شرط مرز
 ه در نظر گرفته شده است.يط اوليسازگار با شرا

 
 2استفاده شده در مثال  ياهيسه لا ماده :(6)شكل 

نقطه با  15شده،  ين مثال به روش دوگانه معرفيحل ا يبرا
ه يط اوليارضاء شرا يه برايکنواخت درون هر لايع يتوز

0.05Tو   0و . 01t  ن در مجموع ياند. همچنانتخاب شده
با انتخاب  ييه نمايتابع پا 91

,n jq  و
,n jq  ر يبه صورت ز (48)در

 در نظر گرفته شده است.

(58)    , , 0.01, 1, 2,..., 13, 14n j n jq q         

گام به گام  يع دما با استفاده از الگوين توزيين مثال تعيدر ا
2Tشده تا زمان  يفمعر يزمان   ( 7شکل )افته است. در يادامه
مختلف ارائه  يزمان ها يه ماده به ازايع دما درون سه لايتوز

 شده است. 

 
 2اي استفاده شده در مثال سه لايه ادهتوزيع دما در م:(7)شكل 

ذشت زمان در سه ع دما با گيشود، توزيده ميهمانگونه که د
نه دما يشين بيشود. همچن يک ميدار نزديک حالت پايه به يلا

ار يه دوم بسين لاييپا يت حرارتيب هدايه سوم به علت ضريدر لا
 ه اول است.ينه دما در لايشيکمتر از ب

 3مثال  -5-3

هدف از اين مثال بررسي قابليت روش در حل مسائل با انواع 
به اين منظور يک ماده پنج  شرايط مرزي دريشله و نويمان است.

,1هاي يکسان، اي محوري با طوللايه 1,...,5nl n   انتخاب
شده است. ضرايب پخش حرارتي و هدايت حرارتي هر لايه به 

 اند. صورت زير در نظر گرفته شده

(59) 
1 2 3 4 51, 2, 3, 2, 1          

(61) 1 2 3 4 51, 1 2, 1 3, 1 2, 1k k k k k      

شرايط اوليه هر پنج لايه برابر صفر و شرايط مرزي در روابط 
 نيز به شکل زير در نظر گرفته شده است. (5)و  (4)

(61)    5
1 0, 0 1, 1

u
u t t

x


 


 

4Tبراي حل اين مثال تا زمان   نقطه اوليه براي هر  15، از
0.08Tلايه و   0و . 0 2t  هاي استفاده شده است. پايه

 سازنده سري جواب نيز با انتخاب
,n jq  و

,n jq ير توليد به صورت ز

 شوند. مي

(61)    , , 0.01, 1, 2,..., 13, 14n j n jq q         

نحوه ارضاء ( تغييرات دما درون پنج لايه ماده و 8)در شکل 
شايان ذکر است نمايش داده شده است. مناسب شرايط پيوستگي 

از آنجا که حل دقيقي براي اين مثال وجود ندارد، ميزان دقت 
و شرايط مرزي در مسأله، يک شاخص مناسب ارضاء شرايط اوليه 

براي تشخيص ميزان دقت جواب درون دامنه است. مقدار نرم 
 311خطاي ارضاء شرايط مرزي و اوليه در اين مثال بر روي 

31.56نقطه محاسبه شده برابر  10    است. جواب بدست
طالعات تواند به عنوان يک حل نمونه براي مآمده در اين مثال مي

 .بعدي مورد توجه قرار بگيرد

 
 

  3 مثال ياهيپنج لا مادهع دما در يتوز  :(8)شكل 

 وستيپ -6
استفاده  ين بخش مجموعه تعاريف متغيرها و نمادهايدر ا

 شود.يارائه م فهرست علائم، شده در مقاله، در جدول
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 فهرست علائم -7

D (15ف شده در رابطه )يبردار تعر

nR 
ام در رابطه nه يلا يبيب ثابت در جواب تقريضرا يفرم کل

(8) nA 

N (37ف شده در رابطه )يبردار تعر

nR ماده ييگرمات يظرف 
pc 

 (41بطه )ف شده در رايتعر يليس مستطيماتر
nS ه يجواب در لا يب ثابت سريضراnام 

nC 

1 (41ف شده در رابطه )يام تعرnه يلا يليمه تحلين يس سختيماتر

nS ه ين لايانگيم ينرم خطاn(56ف شده در رابطه )يام تعر ave

ne 

 يليس مستطير ماتريز
nS 2 (41ف شده در رابطه )يتعر

nS 
سمت  يام در نقاط مرزjه ير تابع پايبردار شامل مقاد

 ام nه يچپ لا ,

D

n j left
e 

 t ير زمانيمتغ
سمت  يام در نقاط مرزjه ير تابع پايبردار شامل مقاد

 ام nه يراست لا
 ,

D

n j right
e

 

 t ام ير بازه زمانيز ييزمان ابتدا
ام در نقاط jه يتابع پا ير مشتق مکانيبردار شامل مقاد

 ام nه يسمت چپ لا يمرز ,

N

n j left
e 

 T حل مسأله يانيزمان پا
ام در نقاط jه يتابع پا ير مشتق مکانيبردار شامل مقاد

 ام nه يسمت راست لا يمرز
 ,

N

n j right
e

 

 امnه يه در لايتابع شرط اول T ير بازه زمانيطول هر ز n nf x 

  امnه يع دما در لايتابع توز
nu 

ط يام در نقاط مربوط به شراjه ير تابع پايبردار شامل مقاد
n, ام nه يه لاياول jf 

ˆ ما ير بازه زمانيام و در زnه يع دما لايتابع توز
nu 

مجموعه نقاط  يه بر روير شرط اوليبردار شامل مقاد
 nF امnه يدر لا يانتخاب

 يبر رو ييدما يط مرزيه و شرايط اولير شرايبردار شامل مقاد
 (31ف شده در رابطه )يتعر يس مربعيماتر nU ام nه يلا يمجموعه نقاط انتخاب

nH 

ه يشله مرز چپ و راست لايدر يط مرزير شرايبردار شامل مقاد
n(13ف شده در رابطه )يام تعر 

D

nU ه يلا ييت گرمايب هدايضرnام 
nk 

ه يمان مرز چپ و راست لاينو يط مرزير شرايبردار شامل مقاد
n(41ف شده در رابطه )يام تعر 

N

nU ه يطول لاnام 
nl 

در  يمجموعه نقاط انتخاب يام بر روjه ير تابع پايبردار شامل مقاد
n, امnه يلا jV مرز سمت چپ يشله بر رويدر يتابع شرط مرز  DL t 

چپ  يمجموعه نقاط مرز يام بر روjه ير تابع پايبردار شامل مقاد
, امn هيو راست در لا

D

n jV مرز سمت چپ يمان بر روينو يتابع شرط مرز  NL t 

مجموعه  يام بر روjه يتابع پا ير مشتق مکانيبردار شامل مقاد
, امnه يچپ و راست در لا ينقاط مرز

N

n jV (14ف شده در رابطه )يبردار تعر D

nL 

  يام در دستگاه مختصات کلnه يلا ير مکانيمتغ
nx (36ف شده در رابطه )يبردار تعر N

nL 

  يم در دستگاه مختصات محلاnه يلا ير مکانيمتغ
nx ه يجواب در لا يل دهنده سريتشک يه هايتعداد پاnام ne

N 

Greek symbols ل دهنده مادهيتشک يه هايتعداد لا 
lN 

ب يضر
nx يينما هيدر توان پا jه يام و لاnام 

,n j يارضاء شرط مرز يبرا يتعداد نقاط انتخاب t

PN 

 امnه يام و لاj ييه نمايدر توان پا tب يضر
,n j هيارضاء شرط اول يبرا يتعداد نقاط انتخاب x

PN 

 t يگام زمان
ب يضر ياريه متناظر با انتخاب اختيتعداد پا

n يدر سر 

 امnه يجواب لا
nN

 

 (55ف شده در رابطه )يام تعرnه ينرم خطا در لا
n 

ب يضر ياريه متناظر با انتخاب اختيتعداد پا
n يدر سر 

 امnه يجواب لا
nN

 

 امnه يلا يب پخش حرارتيضر
n 

در  ب يضر ياريدر انتخاب اخت يمقدار بخش موهوم
n, امnه يام و لاjه يپا jq 

Subscripts 
در  ب يضر ياريدر انتخاب اخت يمقدار بخش موهوم

n, امnه يام و لاjه يپا jq 

 مرز سمت راست يشله بر رويدر يتابع شرط مرز j جواب يه در سريشمارنده توابع پا DR t 

 n ه هايشمارنده لا

 مرز سمت راست يشله بر رويدر يتابع شرط مرز
 NR t 

 
 
 

  حل گام به گام يدر الگو يشمارنده بازه زمان
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