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در اين پژوهش بررسي رفتار ارتعاشي و عيب يابي تير کوتاه يکسرگيردار ترک دار تحت نيروي محوري بر اساس آناليز ارتعاشي 
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پاسخ ارتعاشي بررسي مي شود. صحت نتايج به دست آمده با استفاده از نتايج تئوری و تجربی ارائه شده در تحقيقات پيشين به 
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مقدمه-11
يک  دادن  قرار  نظر  تحت  توانايي  زمينه  در  تحقيق  اخير،  سال هاي  در 
سازه و تعيين آسيب ديدگي هاي احتمالي آن در زودترين مرحله ممکن، 
مورد توجه بسياري از محققين قرار گرفته است. تحقيقات نشان مي دهد 
باشد.  سازه ها  عيب يابي  در  مؤثري  روش  مي تواند  ارتعاشي  تحليل  که 
ايده اوليـه روش عيب يابي بر اساس مشخصات ارتعاشي سازه، بر مبناي 
شکل هاي  و  فرکانس ها  شامل  سازه،  ارتعاشي  مشخصه هاي  وابستگي 
ترتيب  بدين  از جمله جرم و سفتي مي باشد.  فيزيکي  به خواص  مودي 
مي توان با اندازه گيري و بررسي تغييرات مشخصه هاي ارتعاشي سازه به 
تغييرات در خواص فيزيکي آن پي برد. در روش عيب يابي بر اساس آناليز 
ترک  سازه، مشخصه هاي  ارتعاشي  بودن مشخصات  معلوم  با  ارتعاشي، 

شامل موقعيت و شدت آن محاسبه مي شوند.
محققان متعددي اثرات عيب بر روي رفتار ارتعاشي تير ترک دار را 
شده  انجام  تحقيقات  از  دوبلينگ خلاصه اي  داده اند.  قرار  بررسي  مورد 
ارائه  را  ارتعاشي  آناليز  اساس  بر  سازه ها  در  ترک  شناسايي  زمينه  در 
و  موقعيت  برآورد  روش هاي  مذکور  تحقيق  اساس  بر   .]1[ است  کرده 
عمق ترک عموماً براساس بررسي تغييرات فرکانس هاي طبيعي ]6-2[ 
تغييرات شکل مودهاي ارتعاشي ]5-7[ يا اندازه گيري سفتي ديناميکي1 
در  انجام شده  تحقيقات  از  سالوا خلاصه اي  مي پذيرد.  ]8-10[ صورت 
زمينه شناسايي ترک در سازه ها بر اساس بررسي تغييرات فرکانس هاي 
طبيعي را ارائه کرده است ]11[. آدامز و پیِ ارتعاش طولي ميله ترک دار 
ترک  تحليل،  اين  منظور  به  آنها   .]12[ داده اند  قرار  بررسي  مورد  را 
دو  که  کوچک  بي نهايت  طول  با  و  جرم  بدون  فنر  يک  صورت  به  را 
مدل  مي سازد،  مرتبط  هم  به  را  ترک  محل  در  ميله  شده  تقسيم  جزء 
بر روي  ترک  اثر  بررسي  به   ]13[ و کراوسوزيک  اوستاچوويچز  کردند. 
فرکانس هاي طبيعي تير يکسرگيردار با دو ترک پرداختند. آنها با استفاده 
از مکانيک شکست سفتي معادل ترک در محل ترک را به دست آوردند 
و با استفاده از معادله فرکانسي تير، فرکانس هاي طبيعي تير ترک دار را 
محاسبه کردند. کارنيرو و اينمان ]14[ يک مدل پيوسته براي ارتعاشات 
روشي   ]15[ للِی  و  مايتی  دادند.  ارائه  ترک دار  تيموشنکو  تير  عرضي 
ارتعاشات  از  استفاده  با  کوتاه  تيرهاي  در  ترک  کردن  مشخص  براي 
عرضي ارائه دادند. در اين روش اثر نيروي برشي و اينرسي دوراني در 
تير کوتاه بدون حضور نيروهاي محوري مورد بررسي قرار گرفته است. 
اينرسي  و  برشي  نيروهاي  اثر  نگرفتن  نظر  در  با  که  دادند  نشان  آنها 
در  مي يابد،  افزايش   %200 تا  خطا  مقدار  کوتاه  تيرهاي  براي  دوراني 
تا  خطا  مقدار  کوتاه  تيرهاي  به  مربوط  معادلات  از  استفاده  با  حاليکه 
ارتفاع سطح مقطع  به  تير  15% کاهش مي يابد و هر چه نسبت طول 
آن بيشتر باشد اين اختلاف کمتر مي شود و نتايج تئوري اويلرـ برنولي 
ترک  محل  و  عمق  تعيين  براي  روشي  همچنين  آنها  مي شود.  دقيق تر 
ارائه  از آزمايش به دست مي آيند  براساس فرکانس هاي طبيعي تير که 

1 Dynamic stiffness

باز  ترک  دو  داراي  تيرهاي  در  ترک  تشخيص  براي   ]16[ دوکا  دادند. 
باعث  دادند که وجود ترک  نشان  و  دادند  انجام  تحقيقي  تير  امتداد  در 
به عنوان  آن  از  تير مي شود که مي توان  فرکانس هاي طبيعي  در  تغيير 
يک مشخصه در تشخيص ترک استفاده کرد. باريس ]17[ ارتعاشات تير 
اولر ـ برنولي با چند ترک باز تحت تاثير نيروي محوري را مورد مطالعه 
بار  تا 30% مقدار  بارهاي فشاري که  قرار داده و نشان داده است که 
تغيير   %15 تا  را  تير  طبيعي  فرکانس  اولين  مي توانند  هستند،  کمانش 
با   ]18[ فريسول  و  است. سينها  فرکان ها کمتر  در ساير  اثر  اين  دهند. 
استفاده از تئوري تير اويلرـ برنولي به بررسي رفتار ارتعاشي و ترک يابي 
رفتار  بررسي  به   ]19[ همکاران  و  خواجی  پرداخته اند.  ترک دار  تير  در 
ترک  آنها  پرداخته اند.  ترک دار  کوتاه  تيرهاي  در  ترک يابي  و  ارتعاشي 
را به صورت ترک باز و توسط فنر پيچشي مدل نموده اند و نتايج را با 
نتايج حاصل از روش هاي عددي مورد مقايسه قرار داده اند. اسماعيل زاده 
خادم و رضائي ]20[ ترک يابي در صفحات مستطيلي با استفاده از آناليز 
براي مشخص  معکوس  روشي  و  داده اند  قرار  بررسي  مورد  را  ارتعاشي 
نمودن ترک با توجه به پاسخ هاي فرکانسي ارائه داده اند. همچنين آنها 
جدار  لوله هاي  ترک يابي  براي  را  جديدي  روش   ]21[  1379 سال  در 
ضخيم ارائه دادند. در بسياري از تحقيقات انجام شده در اين زمينه، تير 
سازه هاي  در  است.  شده  گرفته  نظر  در  خارجي  نيروهاي  حضور  بدون 
واقعي، تيرهاي به کار رفته در سازه تحت تأثير نيروهاي خارجي هستند 
و بديهي است که در نظر نگرفتن اين عامل باعث خطا در نتايج خواهد 
و  مِی  توسط  زمينه  اين  در  گرفته  صورت  تحقيق  جديدترين  در  شد. 
مورد  محوري  نيروي  تحت  ترک دار  تيموشنکوي  تير   ]22[ همکاران 
بررسي قرار گرفته است و با استفاده از روش انتشار موج2 فرکانس هاي 
طبيعي اين نوع تير به دست آمده است. در تحقيق مذکور تنها به تحليل 
فرکانسي پرداخته شده است و روشي براي شناسايي ترک در اين گونه 

تيرها ارائه نگرديده است. 
در اين مقاله شناسايي ترک در تير تيموشنکو تحت نيروي محوري 
بررسي مي شود. عيب به صورت ترک باز در نظر گرفته مي شود و ترک 
به صورت يک فنر پيچشي که تير را به دو قسمت تقسيم مي کند، مدل 
مي شود. پس از استخراج معادلات حاکم بر رفتار ارتعاشي تير ترکدار با 
روش  به  معيوب  تير  ارتعاشي  مشخصه هاي  هميلتون،  اصل  از  استفاده 
مستقيم استخراج مي شوند. سپس به منظور عيب يابي، به روش معکوس 
تعيين  ترک  عمق  و  محل  و  شده،  استفاده  ارتعاشي  مشخصه هاي  از 
اينرسي  و  برشي  نيروي  اثر  مدل،  دقت  بردن  بالا  منظور  به  مي شود. 
دوراني و همچنين نيروي محوري در نظر گرفته خواهد شد. سپس به 
)موقعيت  ترک  پارامترهاي  همچنين  و  محوري  نيروي  اثرات  بررسي 
نتايج  از  نهايت  در  مي شود.  پرداخته  ارتعاشي  پاسخ  بر  ترک(  عمق  و 
به  روش  تأييد صحت  براي  موجود  تحليلي  نتايج  و  تجربي  تست هاي 

دست آمده استفاده مي شود.

2 Wave propagation
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کوتاه-21 تير1 ارتعاشي1 رفتار1 بر1 حاکم1 روابط1 1استخراج1
ترک-دار1تحت1نيروي1محوري

داراي ترک خستگي عرضي  تير کوتاه  آزاد  ارتعاشات  در تحقيق حاضر، 
مورد بررسي قرار گرفته است )شکل 1(. ترک در فاصله L1 از ابتداي تير 
قرارگرفته است. ترک به صورت يک فنر پيچشي با سفتي Kt، که مقدار 

آن از رابطه )1( تعيين مي شود، مدل شده است ]23[.

در رابطه فوق، E مدول الاستيسيته، h و w به ترتيب ارتفاع و عرض سطح 

) توسط رابطه زير تعيين مي شود ]24[: )af h مقطع تير مي باشند و 

با استفاده از اصل هميلتون، رابطه حاکم بر رفتار ارتعاشي تير کوتاه تحت 
نيروي محوري به صورت زير به دست مي آيد:

که در آن y خيز عرضي، ψ زاويه دوران مقطع عرضی تير ناشي از گشتاور 
 I ،مساحت سطح مقطع A ،مدول برشي G ،مدول الاستيسيته E ،خمشي
ممان اينرسي سطح، ρ چگالي و κ ضريب سطح است که به شکل سطح 

مقطع تير بستگي دارد و P نيروي محوري است.
براي حل روابط )3( و )4( توابع ψ (x , t)s و y (x , t)s را به صورت زير در 

نظر مي گيريم:

(1)

(2)

2 3

5

7

2

4 6

1.2769 3.105 14.878 25.8

45.32 51.33 64.39

62.96

( ) a a a
h h h

a a a
h h h

a                           
h

af
h

                       

é ù æ ö æ ö÷ ÷ç çê ú - + -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çê ú è ø è øë û

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ - +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

æ ö÷ç- +÷ç ÷÷çè ø

=

9

10 12

8

200.9 243.2

83.16 225.6

a a
h h

a a
h h

                                        

æ ö æ ö÷ ÷ç ç-÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

(3)

(4)

(5)

با جايگذاري روابط ياد شده در روابط )3( و )4( خواهيم داشت:

براي حل رابطه هاي )7( و )8( دو رابطه را در يکديگر ادغام و نسبت به يکي 
از متغيرها حل مي کنيم. با حذف تابع ψ (x , t)s از رابطه هاي )7( و )8( داريم:

جواب رابطه )9( به شکل زير مي باشد:

به طريق مشابه تابع ψ (x , t)s را می توان به صورت زير به دست آورد:

در روابط )10( و )11( پارامترها به صورت زير تعريف مي شوند:

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

مدلتيرکوتاهترکدار:1شکک
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و i = 1،2،3،4 ا Ai و Bi ضرايب ثابتي هستند که مقدار آنها از اعمال شرايط 
مرزي و بين مرزي به دست مي آيند. تنها چهار تا از اين ثوابت مستقل از 
هم هستند. براي به دست آوردن رابطه بين اين ثوابت، روابط )10( و )11( 
را در رابطه )8( جايگذاري و با متحد قرار دادن ضرايب توابع مثلثاتي در 

طرفين رابطه، خواهيم داشت:

براي تير ترک دار )شکل1( دو قسمت مجزاي تير را مي توان به صورت 
زير  به صورت  مي توان  را  تير  از  قسمت  هر  پاسخ  کرد.  تحليل  جداگانه 

نوشت:

با توجه به روابط )15( و )16( ارتباط بين ضرايب Ci و Di در روابط فوق 
به صورت زير است:

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

صحت روابط به دست آمده را مي توان با توجه به مرجع ]15[ که در آن 
رفتار ارتعاشي تير کوتاه در غياب نيروي محوري بررسي شده است و با 
صفر قرار دادن مقدار نيروي محوري در روابط فوق به اثبات رساند. در 
تکيه گاه  و  نمي کند  عمل  صلب  کاملًا  صورت  به  گيردار  تکيه گاه  عمل 
مي شود  ناميده  مرزي3  سفتي  اصطلاحاً  که  است  انعطاف پذيري  داراي 
]18[. در تحقيق حاضر براي ايجاد مدل واقع بينانه تر، تکيه گاه به صورت 
 Kte و فنر راستايي با سفتي Kθ غير صلب و توسط فنر پيچشي با سفتي
که هر کدام به ترتيب در برابر شيب و خيز تير مقاومت نشان مي دهند 

مدل شده است )شکل 2(.

با توجه به اين که در تير تيموشنکو تحت نيروي محوري، نيروي برشي و 
گشتاور خمشي به صورت زير مي باشد:

لذا با استفاده از اصل هميلتون، شرايط مرزي براي تير يکسرگيردار با تکيه 
گاه غير صلب را مي توان به صورت زير استخراج کرد:

و  ترک  محل  در  برشي  نيروي  و  گشتاور  جابجايي،  پيوستگي  شرايط 
اختلاف شيب ايجاد شده در طرفين ترک )*β=β( را مي توان به ترتيب 

به صورت زير نوشت:

3 Boundary stiffness

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

مدلتکيهگاهغيرصلب:2شکک
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که در آن  ضريب سفتي بي بعُد فنر پيچشي مدل کننده 
ترک است.

استخراج1فرکانس1هاي1طبيعي1تير1ترک1دار-31
پس از اعمال شرايط مرزي )25( تا )26( و شرايط بين مرزي )24( تا )30( 
به روابط )17( تا )20( و در نظر گرفتن روابط )21( و )22( به هشت معادله 

جبري برحسب ضرايب مجهول Ci مي رسيم که به صورت زير مي باشد:

مرزي،  بين  و  مرزي  شرايط  به  بستگي   Δ ضرايب  ماتريس  آن  در  که 
 مشخصات هندسي و مکانيکي تير دارد. براي داشتن جواب غير بديهي 

(28)

(30)

(29)

[ ]{ } 0iCD = (31)

(32)

بايد دترمينان ماتريس ضرايب در رابطه فوق برابر صفر شود، لذا معادله 
*β معرف  آن  آيد. که در  به دست مي  رابطه )32(  به صورت  فرکانسي 
موقعيت نسبي ترک )نسبت فاصله ترک از تکيه گاه گيردار به طول تير( 

مي باشد و پارامترهاي کمکي به صورت زير تعريف شده اند:

شناسايي1ترک1در1تير-41
براي حل مسأله معکوس که شامل شناسايي ترک در تير ترک دار مي باشد، 
 ، β*و موقعيت ترک ، k بايستي رابطه بين ضريب سفتي بي بعُد شده فنر
استخراج شود. بدين منظور از بسط دترمينان |Δ| حول سطري که  در آن 
مي باشد و با توجه به اينکه k فقط در شرط پيوستگي ترک ظاهر مي شود، 
با جداسازي عبارات شامل k مي توان دو ماتريس Δ1 و Δ2  را به دست 
آورد، که در اين صورت معادله مشخصه را مي توان به صورت زير بيان 

کرد:

(33)

(36)

(35)

(34)

(37)
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از آنجايي که ضريب سفتي بي بعُد فنر k ، و موقعيت ترک مستقل از مود 
رسم  و  تير  اول  فرکانس  سه  حداقل  داشتن  با  لذا  هستند،  تير  ارتعاشي 
نمودار k برحسب β )رابطه )37((، مي توان از محل تقاطع اين سه نمودار 
موقعيت ترک و ضريب سفتي فنر را به دست آورد. اگر سه نمودار دقيقاً در 
يک نقطه همديگر را قطع نکنند از مختصه هاي مرکز هندسي تقاط تلاقي 

نمودارها براي استخراج مختصه هاي ترک استفاده مي کنيم. 
استفاده  با  آن  عمق  و  موقعيت  تشخيص  ترک،  شناسايي  از  هدف 
از فرکانس هاي طبيعي است. فرکانس هاي طبيعي که از حل تحليلي به 
دست مي آيند با مقادير تجربي اختلاف دارند. اين اختلاف مطمئناً خطايي 
را در شناسايي ترک در روش معکوس ايجاد خواهد کرد. به همين دليل 
سعي مي شود که اين خطا به حداقل برسد. روش به کار گرفته شده در 
اينجا ميزان سازي4 نام دارد. در اين روش براي به حداقل رساندن خطا در 
شناسايي ترک از اختلاف فرکانس هاي به دست آمده براي تير مورد نظر 
  ωe فرکانس تحليلي و ωt به صورت تحليلي و تجربي استفاده مي شود. اگر
فرکانس تجربي به دست آمده از تست هاي تجربي باشد، هنگام محاسبات 
مربوط به شناسايي ترک در تير از مدول يانگ اصلاح شده )ED( استفاده 

مي کنيم. مدول يانگ اصلاح شده از رابطه زير محاسبه مي شود ]15[:

نتايج1تحليلی-51
نمونه  موجود،  نتايج  با  فوق  روش  از  حاصل  نتايج  مقايسه  منظور  به 
تير يکسرگيردار ترک دار با ابعاد هندسي و مشخصات مکانيکي مطابق 
جدول 1 را مورد بررسي قرار  مي دهيم. در مرجع ]18[ که به شناسايي 
پرداخته است، تگيه گاه گيردار  برنولي يکسرگيردار  اويلرـ  تير  ترک در 
منظور  به  حاضر،  تحقيق  در  است.  شده  مدل  صلب  غير  صورت  به 
يکسان سازي فرکانس هاي طبيعي تير سالم با فرکانس هاي تير سالم 
حاصل از نتايج تجربي، تکيه گاه گيردار به صورت غير صلب با مقادير 
به  براي  است.  شده  گرفته  نظر  در   1 جدول  مطابق  مرزي  سفتي 
موقعيت  و  عمق  با  ترک دار  تير  طبيعي  فرکانس هاي  آوردن  دست 
))32( )رابطه  فرکانسي  معادله  است  لازم  ترک،  مشخص   نسبي 

منظور  به  شود.  حل  فرکانسي   پارامتر  آوردن  دست  به  منظور  به 
و  عمق  با  ترک دار  يکسرگيردار  تير  فرکانسي  معادله  مدل،  تصديق 
نتايج  و  شده  استخراج  محوري  نيروي  تحت  مختلف  موقعيت هاي 
مقايسه  مورد  آزمايشگاهي  نتايج  با  طبيعي  فرکانس هاي  براي  حاصل 
ترک دار  يکسرگيردار  آلومينيومي  تير  اول  نمونه  در  است.  گرفته  قرار 
که به ازاي موقعيت و عمق مختلف ترک، فرکانس هاي طبيعي آن از 
مورد  استخراج شده اند   ]15[ در مرجع  موجود  تجربي  نتايج تست هاي 

قرار مي گيرد.  بررسي 

4 Zero setting

(38)

به منظور مقايسه نتايج تئوري و تجربي، در جدول 2 فرکانس هاي 
طبيعي حاصل از مدل ارائه شده و نتايج تجربي که در مرجع ]15[ براي 
تير آلومينيومي ارائه شده است، آورده شده است. a = h/a پارامتر بي بعُد 
ترک است که نشان دهنده عمق نسبي ترک )نسبت عمق ترک به ارتفاع 
از جدول 2 ملاحظه مي شود  که  تير( مي باشد. همانطوري  مقطع  سطح 
حداکثر خطاي مدل در تعيين فرکانس هاي طبيعي با نتايج تجربي %8/5 
مي باشد. نتايج فوق در غياب نيروهاي محوري به دست آمده اند و مشاهده 
مي شود که ميانگين خطاي مدل ارائه شده در تعيين فرکانس هاي طبيعي 
کمتر از خطاي نتايج ارائه شده مرجع ]15[ مي باشد که به بررسي رفتار 
ارتعاشي و عيب يابي در تيرهاي کوتاه در غياب نيروي محوري پرداخته 
تکيه گاه  بودن  از فرض غيرصلب  ناشي  را  اين کاهش خطا  است. علت 
گيردار که باعث افزايش دقت مدل شده است مي باشد. در نمونه دوم تير 
يکسرگيردار ترک دار که مشخصات آن در جدول 1 بيان شده است به ازاي 
عمق و موقعيت هاي مختلف ترک تحت نيرو قرار گرفته و فرکانس هاي 
طبيعي با استفاده از معادله فرکانسي محاسبه شده است. در جدول 3 نتايج 
حاصل از مدل ارائه شده و نتايجي که با استفاده از روش انتشار موج در 
است.  شده  داده  نشان  مقايسه  منظور  به  آمده اند،  دست  به   ]22[ مرجع 
همان گونه از جدول 3 مشخص است در محدوده نيروي کششي نتايج 
حاصل از مدل تيموشنکو و نتايج موجود سازگاري قابل قبولي با هم دارند. 
براي فرکانس سه اول حداکثر خطاي مدل به ترتيب3/40%، 6/12% و 
3/87% به دست مي آيد. همچنين با توجه به جدول 3 مشاهده مي شود که 

نيروي کششي باعث افزايش فرکانس هاي طبيعي تير مي شود.
جدا از تاثير نيرو، ترک باعث نرمي تير شده و سبب کاهش فرکانس هاي 
اول   فرکانسي  نسبت  تغييرات  منحني   3 شکل  در  مي شود.  تير  طبيعي 
)نسبت فرکانس طبيعي اول تير ترک دار به اولين فرکانس طبيعي متناظر 
در تير تيموشنکو بدون ترک( محاسبه شده با استفاده از مدل ارائه شده در 
تحقيق حاضر بر حسب عمق نسبي ترک به ازاي مقادير مختلف موقعيت 

نسبي ترک و نيروي محوري رسم شده است.

مشخصاتمکانيکيوهندسيتيرهاييکسرگيردار:1 دول
تحتنيرويمحوريبا نسهايمختلف

مسآلومينيومجنس

)υ( 0.330.29نسبت پواسون

EI (Nm2)206.3880.3051

κGA (N)5.368e66754.356

ρA (kg/m)0.7780.0544

)L( 100 طول تير (mm)190.5 (mm)

)w( 12عرض تير (mm)12.7 (mm)

)h( 24.5 ارتفاع تير (mm)31.8 (mm)

Kθ= 150 kNm/rad ، Kte= 26.5 MN/m :سفتی مرزی
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ترک،  و عمق مشخص  موقعيت  ازاي  به  است  همان گونه که مشخص 
فرکانسي  نسبت  روي  بر  ترک  اثر  نيروي محوري کششي سبب کاهش 

مي شود. 
در تير يکسرگيردار تحت نيروي محوري، موقعيت ترک بر فرکانس 
طبيعي اصلي اثر مي گذارد، با توجه به شکل 3، هر چه موقعيت ترک به انتهاي 

آزاد تير نزديکتر مي شود، تأثير آن بر فرکانس طبيعي اول کاهش مي يابد.
فرکانس  کاهش  تغييرات  که  مي دهد  نشان  )3-ج(  شکل 
مي شود  کوچک  ترک  عمق  که  هنگامي  اول  مود  براي  اول  طبيعي 
کم  بسيار  مي شود،  نزديک  تير  آزاد  انتهاي  به  ترک  که  هنگامي  يا  و 
فرکانس  بر  ترک  اثرات  از  مي توان  حالتي  چنين  در  بنابراين  مي شود، 
شکل هاي  به  توجه  با  مشابهي  نتيجه  نمود.  صرفنظر  تير  اول  طبيعي 
بر  سوم  فرکانسي  نسبت  و  دوم  فرکانسي  نسبت  تغييرات  که   5 و   4
حسب موقعيت نسبي ترک را نشان مي دهند، براي دو مود ديگر حاصل 
فرکانس  کاهش  کمترين  دوم،  مود  براي  که  تفاوت  اين  با  مي شود. 
β* = 0/22 طبيعي مربوط به ترک واقع در انتهاي آزاد تير و موقعيت 

مي  باشد.
در صورتي که براي مود سوم کمترين کاهش فرکانس طبيعي مربوط 

به به ترک واقع در انتهاي آزاد تير و β* = 0/14 و β* = 0/5 است. علت 
اين امر را مي توان به طور اختصار بدين صورت بيان کرد که در مود اول، 
انتهاي آزاد تير برابر صفر است،  مشتق دوم تابع شکل مود ارتعاشي در 
به عبارت ديگر گشتاور خمشي ايجاد شده در اثر ارتعاش تير در مودهاي 
اين که عمده ترين  با  توجه  با  و  است  مذکور صفر  نقاط  در  و سوم  دوم 
عامل کاهش فرکانس هاي طبيعي ناشي از ترک، در اثر گشتاور خمشي 
مي باشد، بنابراين در مود ارتعاشي اول هر چه موقعيت ترک به انتهاي آزاد 
تير نزديک مي شود اثر آن بر فرکانس طبيعي اول کاهش مي يابد. در مود 
انتهاي آزاد تير گشتاور خمشي وجود  ارتعاشي دوم علاوه بر اين که در 
ندارد، موقعيت 0/22  نقطه عطف تابع شکل مود ارتعاشي است، در حالي 
که در مود سوم علاوه بر انتهاي تير، در موقعيت هاي 0/14  و 0/5   نقاط 

عطف در تابع شکل مود حاصل می شوند.

تبيين1مسأله1معکوس1براي1عيب1يابي-61
مسأله ترک يابي براي حالت هاي مختلف اندازه و موقعيت ترک ارزيابي شده 
است. در حل معکوس براي شناسايي ترک از سه فرکانس طبيعي اول تير که 
 از نتايج تجربي به دست مي آيند، به عنوان ورودي مسأله استفاده مي شود.

مقايسهفرکانسهايطبيعيتيريکسرگيردارترکدارآلومينيوميحاصکازمدلتئوريارائهشدهونتايجتجربيبهازاي:2 دول
β*=0.2وعمقنسبيα=0.506موقعيتنسبي

خطا )%(
Lele [15]نتايج تجربي [15]نتايج مدل ارائه شده )Hz( فرکانس

Lele [15]مدل ارائه شده

2.623.51071.21062.51100.0f1

14.958.59023.68522.77850.0f2

7.056.81905519034.5817800f3

فرکانسهايطبيعيتيرتيموشنکوترکدارتحتنيرويمحوريبهدستآمدهازمدلارائهشده:3 دول
ومقايسهآنبانتايجارائهشدهدرمر ع]22[

خطا )%(
)Hz( فرکانس های طبيعی

عمق نسبی
α

موقعيت 
نسبي

β*

نيرو
P(N)l

نتايج تحليلینتايج مرجع ]22[

f3f2f1f3f2f1f3f2f1

1.303.510.41592.822546.0600.5233.245.80.30.315
3.013.672.60571.2215.234.1588.4223.135.00.30.30
2.071.000.43614.4224.346.8627.1226.546.60.30.515
3.810.752.27592.6214.335.2615.4212.736.00.30.50
2.396.121.50614.3217.146.8626.9203.846.10.50.515
3.872.560.87592.5207.034.9615.4212.434.60.50.50
1.124.510.20594.5226.046.8601.2236.246.70.30.815
2.813.533.40572.2215.435.3588.4223.036.50.30.80
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نمودار   32 رابطه  از  استفاده  با  طبيعي  فرکانس هاي  بودن  معلوم  با 
نسبي  موقعيت  متغير  حسب  بر  بي بعد  موضعي  سفتي   تغييرات 
ترک را در سه مود فرکانسي رسم مي کنيم. محل تلاقي اين سه منحني 
با  با ترک را در اختيار مي گذارند.  موقعيت نسبي و سفتي بي بعُد متناظر 
معلوم بودن مقدار kt و ارتباط آن با عمق ترک که در رابطه )1( بيان شده 
است، مي توان عمق ترک را به دست آورد. اگر در رسم منحني هاي مذکور 
از فرکانس هاي طبيعي محاسبه شده با استفاده از تئوري ارائه شده استفاده 
شود در اين صورت اين سه منحني دقيقاً در يک نقطه همديگر را قطع 
مي کنند. اما همان طور که در جدول 2 مشاهده مي شود بين فرکانس هاي 
تحليلي و فرکانس هاي طبيعي به دست آمده از تست هاي تجربي اختلاف 
وجود دارد که اين اختلاف سبب مي شود منحني هاي k - β دقيقاً در يک 
نقطه همديگر را قطع نکنند، لذا از مقدار ميانگين k و β براي به دست 

آوردن موقعيت و سفتي موضعي بي بعُد متناظر ترک استفاده مي کنيم. 
به منظور مقايسه نتايج مدل ارائه شده با نتايج موجود، از تير يکسرگيردار 

 

 

است،  شده  ذکر   1 جدول  در  آن  مشخصات  که  محوري  نيروي  تحت 
استفاده مي کنيم. بر طبق مرجع ]22[ در سه نمونه از اين تير، ترکي به 
ابتداي  از  و 0/8  و 0/5  نسبي 0/3  موقعيت هاي  در  و  نسبي 0/3  عمق 
آن ايجاد شده است. فرکانس هاي طبيعي اين نمونه ها که تحت نيروي 
محوري متفاوت قرار گرفته و از مرجع ]22[ به دست آمده اند در جدول 
3 ذکر شده اند. منحني تغييرات k بر حسب موقعيت نسبي ترک در سه 
است.  شده  داده  نشان   6 شکل  در  ترک دار  تير  هر  براي  اول  فرکانس 
مختصه هاي افقي و عمودي محل تلاقي اين منحني ها، به ترتيب، موقعيت 
مي کنند. مشخص  را  ترک  بي بعُد  موضعي  سفتي  مقدار  و  ترک   نسبي 

تغييراتنسبتفرکانسياولبرحسبعمقنسبي:3شکک
ترکبهازايمقاديرمختلفنيرويمحوريوموقعيتهاي

نسبيترک

)الف(

)ب(

)ج(

 

تغييراتنسبتفرکانسيدومبرحسبموقعيت:4شکک
نسبيترک

تغييراتنسبتفرکانسيسومبرحسبموقعيت:ششکک
نسبيترک

منحنيتغييراتkبرحسبموقعيتنسبيترکدرسه:ششکک
فرکانساولبرایتيريکسرگيردار
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در جدول 4 موقعيت و عمق ترک پيش بيني شده براي نمونه دوم با مقادير 
واقعي که از مرجع ]22[ استخراج شده اند، مورد مقايسه قرار گرفته است. 
حداکثر خطا در تخمين عمق ترک در بدترين شرايط 14% و در پيش بيني 
موقعيت ترک به کمتر از مورد 7% مي باشد. نمودارهاي k برحسب β در 
انتهاي تير به سمت صفر ميل مي کنند و در عين حال نيز بايد در يک 
نقطه همگرا شوند. به همين دليل خطا براي شناسايي ترکي که به اتهاي 

آزاد تير نزديک مي شود افزايش مي يابد.
در مرجع ]18[ که با استفاده از روش المان محدود به ترک يابي در 
تعيين  در  مدل  حداکثر خطاي  است،  پرداخته  ترک دار  برنولي  اويلرـ  تير 
عمق ترک را 30% و موقعيت ترک را 5% گزارش کرده است. همچنين 
ارتعاشي به عيب يابي در تير ترک دار  آناليز  در مرجع ]25[ که بر اساس 
تعيين عمق و موقعيت ترک در  به  پرداخته است حداکثر خطاي مربوط 
تير يکسرگيردار را به ترتيب 25% و 12% گزارش شده است. با توجه 
با  نتايج مذکور مشاهده مي شود که پيش بيني عمق و موقعيت ترک  به 
استفاده از مدل ارائه شده در مقايسه با مدل هاي مشابه، از دقت مطلوبي 

برخوردار است.

نتيجه1گيري-71
در تحقيق حاضر رفتار ارتعاشي و ترک يابي در تيرهاي کوتاه تحت نيروي 
محوري مورد بررسي قرار گرفت. نتايج حاصل از اين تحقيق را به اختصار 

مي توان به صورت زير بيان نمود:
 1( به ازاي عمق مشخص ترک، موقعيت ترک بر کاهش فرکانس هاي 
طبيعي اثر مي گذارد. از آنجايي که عمده ترين عامل کاهش فرکانس هاي 
طبيعي ناشي از ترک، در اثر گشتاور خمشي مي باشد لذا در موقعيت هايي 
که مقدار گشتاور خمشي به صفر ميل مي کند اثر ترک بر فرکانس هاي 
کاهش  کمترين  ترک دار  يکسرگيردار  تير  در  مي يابد.  کاهش  طبيعي 
مود  در  تير،  آزاد  انتهاي  در  واقع  ترک  به  مربوط  اول  مود  در  فرکانسي 
 β* = 0/22 دوم مربوط به ترک واقع در موقعيت هاي انتهاي آزاد تير و
 و در شکل مود سوم مربوط به ترک واقع موقعيت هاي انتهاي آزاد تير،

β* = 0/14 و β* =0/5 مي باشد که در نقاط مذکور مقدار گشتاور خمشی 
برابر صفر است.

مقايسهنتايجتحليليوواقعيعمقوموقعيتترکبرايتيرنمونهدومذکرشدهدر دول4:1 دول

خطای عمق 
ترک )%(

خطاي موقعيت 
ترک )%(

مقدار تحليلي 
α

مقدار تحليلي 
β*

]22[ )Hz( عمق ترکفرکانس های طبيعی
α

موقعيت نسبي ترک
β*

نيرو
P(N)l f3f2f1

6.713.330.320.31592.8225.046.00.30.315

13.126.670.260.28571.2215.234.10.30.30

13.134.000.340.52614.4224.346.80.30.515

6.676.010.280.53592.6214.335.20.30.50

14.002.000.430.51614.3217.146.80.50.515

10.006.010.550.53592.5207.034.90.50.50

يک  در  و  مي شود  تير  موضعي  سفتي  کاهش  باعث  ترک  وجود   )2 
مشخصه هاي  بر  بيشتري  تأثير  بيشتر  عمق  با  ترک  مشخص،  موقعيت 

ارتعاشي نسبت به ترک با عمق کمتر دارد. 
 3( به ازاي عمق و موقعيت مشخص ترک، نيروي محوري کششي 
نيروي  همچنين  و  مي شود  فرکانسي  نسبت  بر  ترک  اثر  کاهش  سبب 

کششي باعث افزايش فرکانس هاي طبيعي تير مي شود.
 4( در مسأله معکوس حداکثر خطاي مدل ارائه شده در تخمين عمق 
ترک در بدترين شرايط 14% و در پيش بيني موقعيت ترک کمتر از %7 

مي باشد. 
به  که  اين  ضمن  شده  ارائه  مدل  از  استفاده  که  مي دهند  نشان  نتايج 
مدل هاي  با  مقايسه  در  دارد  نياز  سازه  ارتعاشي  رفتار  از  کمي  اطلاعات 

مشابه از دقت مطلوبي برخوردار است.
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