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Dynamic Analysis of Gravity Dams by Employing 

Efficient Fluid Hyper-Element�

M. Hojati.; V. Lotfi 

ABSTRACT 

Fluid hyper-element is usually utilized to model semi-infinite region in dynamic analysis of concrete 

gravity dams. This part of water domain is assumed to have constant depth that extends to infinity in the 

upstream direction. The accurate dynamic analysis of concrete gravity dam is obtained by employing two 

dimensional semi-infinite fluid element. 

The usual method for calculating the impedance matrix of fluid hyper-element is dependent on the 

solution of a complex eigen-value problem for each frequency. In the present study, an efficient technique 

is proposed which simplifies this procedure significantly, and results in great computational time savings. 

The accuracy of this method is tested under various conditions thoroughly and concluded that efficient 

technique is accurate under all practical conditions. 
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���J��� �G�� K'� �L�%	� MN�O� �+P� �N� �0�N� K�Q�:� �:�C

�	� �+;� R'�P'� F�G	� �N� 20S��1'� $'�J'��9�N� )T����K�Q

�:��U�	�0���M�BG��K'�N��I+0�	���'���+V���0�N�K�QWXY� 8WZ�)Y

�M�BG��[\+H5	�8�C�>�+N�]B&�^����N����>_`	����:���-�:

� ���G	� >�H�'�T���a�:'� �N� 8b1�S��� /���G	-��H�1� >�H�'�

� ���?0�N(Finite Element-Hyper Element)�:'�Wc� )Y�d�'� ��

>�H�'� eHS� �N� �:� T������ /�9� K�0Nf_V� ���G	� �	�V� K�Q

�	���-���������e��_1�K�'_�	�2`N�����N�>_`	��+9�)�2`N

�E'����G	�K'�����1� 8>_`	�e��_1�$����	�����S� 8>_`	�g<

>�H�'� eHS� �N� �� ��9'�� �HL0	�1� MU9� [\+H5	� 8�:'� �:��K�Q

�	�K�0N���-���*��:����G	��+9�)�[%HI��S� 8>_`	���������1

�	�^�����'���'��	'����?0�N� ����S��+9WcY� 8Wh� )Y�2`N�d�'��J'

�	� '�� ���G	�1��gi�V� �S� KE�	� j�9� d���k� �L1� ��� �N� >'+�

�9�N� Kl�1'� m'+	'���� /�9� �n'�'� FN'��� ��� �S� ��S� *�	� 8

��B���	�:�KE�	�j�9�E'�8b1�S���/���G	(Sommer-feld)��S�

�	�*�	�'��E�	��N��n�O�m'+	'�goV����:'��3�����j�9�e���8�0S

�	� /���:'����kWp� )Y��O�� KE�	� j�9� d�'� �S� ����1<� E'� �	'

�8��'�1� >_`	� ���?0�N� �H�1� �H-O� KE�-��	� K'�N� '�� ���S

���:'q�O��T��� E'� /������ �5:+��K��� )�����1� 8����� d�'� ��

�r���'��N�*��:����?0�N��H�1�>�H�'�E'�K��k�/�?N��N�>_`	����

�	��	'�'����?0�N�����S��N�J��	�*�	�8�N������k�)�d�'�K��k��UN��N

�	�>�H�'��:�q�O���U�	�0���M�BG���N�>'+����:���1E���0�N�K�Q

����)��

��-�:� �N� �S��� $\��5	�T��� �N� 8b1�S��� /���G	� ���

����-	Wc�Y�/E�:���E���WsY�8Wt�Y�	�M���1��k�)�e���Q�g�`�1'��N

T��� E'��	� /�Q�7	� /��3	�1� K�Q��>�	E� E'� /�HI� �?:� �+9

������	� ���-	� M�� E'� �9�1� 8K��I� $�3:�G	� ��� /�9� K�u:

�:'� *��:� ���?0�N� �H�1� >�H�'� �N� F3��	� F�`	� /v��� )��?V

�u	'�b����	��3:�G	�8*��:����?0�N� �H�1�>�H�'� �N�j+N�	�b1'

�M��b1�S��� �Q� K'E'� �N� FB�`	� /v��� �����	� ���-	� d�'� ���N

���k)��

T���E'�d�7�C�d���G	��>�	E�>��S��0�?N�K'�N��B�`	�K�Q

w��� �3:�G	� K'�N� FB�`	� /v��� �����	� ���-	� M�� ����K�Q

�0���k� /�?N��U�	�0������QWxY� 8Wy� )YT���e���B3O��5���	����

�*��:����?0�N��H�1�>�H�'�b1'�u	'�b����	��3:�G	��?V��0�?N

�9��n'�'��:+O��0�N�K�Q�:��U�	�0���M�BG�����K�5N��:WXz�)Y

�b����	��3:�G	��?V��0�?N��1���e�����5	��N�_�1�����	�d�'

�K�5N� ��� *��:� ���?0�N� �H�1� >�H�'� �N� j+N�	� b1'�u	'

�	��E'��C�)>�	E�8�1���d�'�K��k��S��N��N�$�3:�G	�K'�N�wE\�

�	�2Q�S�$�9��N��N���)������	����-	�M���N�E��1�T���d�'���

b1�S��� �HQ� K'E'� �N� /v����H1� �Q��e�� K'E'� �N� �?0�� �� �9�N

�>�	E�$�	�]�����d��N���/�9�M��/v��������	����-	�b1�S��

�	�2Q�S�M�BG���N��)��

(& �����)�*��

�03	��N�����	�d�'����/�9�/���:'�M�BG���1���>�H�'�T���K

���G	{� ���?0�N� �H�1� >�H�'�FE-(FE-HE)�MN�O� �S� /�+N� 8

�1E�� �0�N� �:� ��-�:� K'�N� /���:'{��BS� ����� ��� >_`	�

�:')��

/��:� K'�N���� �:� �BS� ����� ��� K'�N� $\��5	� 8>�9� ��

�9� �Q'+;� |��	� 8>_`	� )��� �:� �N� j+N�	� FN'��� E�}<� ��

�:'� ����k� �'�O� �:��N� ��+	� 8���G	� >_`	� )����N� �	'�'�

���� >_`	� ���� 2`N� ��J��� 8���?0�N� �H�1� >�H�'� >��S� ���~'

�:'�/�9��GN�����BS������K'�N�8FN'���)��

(&%& �������+,������	������-�.���������

�KE�:�*�	����G	�>�H�'�T����N���-�:�MS�8�����d�'���

�	�M�������k)��

>�H�'� eHS� �N� �:� /E�:�� K'� �G&� �	�V� ���G	� K�Q=���

K�5N� Df_V����G	� f'_V'�T���K��k���S� �N� �N� �� /�9�K�0N�

� ��N'�� $�+&� �N� �:� �N� �S��� �U�	�0��� $\��5	=X� D��:�N

�	���<Wx�Y��

=XD��gMr + Cr + Kr = -MJa + F�� �  

M��8C�����K���b����	�]������N�����������8��`.:����.�'��	�8w�.V�K�Q

r�������..Q�k��3-..1�>�..U	��..������'��..N�F��K�..Q���1��'��..N

��:'�e�	�0������Q�)d�0�HQ
g

a�����J����.�+	��'��N�������g��.9�K�.Q

�����d�..	E�]B..&�$�..S�����..��'��..N�j+..N�	�b����..	���d�..	E

�0�-Q��n�O���q�'�K��:'�)��

`	�*��:���}� 8E+U-�����}� 8�����_�'� 8d6HQ����G	� 8>_

�	�����k��L1������oC��S'������7;����+9�)��V+���N����P�E'

�$'���������:'��k�_N���I�g<��H����I����'�*��	��U0�'��N

��S� ����5�	� �U�	�0������Q� K�Q��7�� �G�� ><� �H��� w�V

�	� �+V�� �N���_N�K�Q�:�>E�`	� ��� ��_�E� r+O�� w�60Q��8��<

-N�w�V� �1�U	� �� �1�	E� $'������ �J'� E'� 'o�� 8�:'� e�+S� ���

�	��L1�R�&�*��:��H������k�)��L1����$��~����N��V+���N

�m+	� ����5	� 8*��:� �N� �S��� M�-1'���� ����5	� 8/�9� ����k

�	��9�N� )>�H�'� eHS� �N� >_`	� ��� �+V+	� *��:�����G	� K�Q

�K'��G&�*��:=K�5N����Dk���S��N� �N���/�9�K�0N�f_V�K��
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� ��N'�� $�+&� �N� 8*��:� �N� �S��� ����5	� 8$'������ T��=Z�D

�	��:�N���<���

=ZD��+ =GP HP R��  

G�8H���Rb����..	���*��..:�/���..G	����/�..9�M3H..:'�K�..Q

����0�-QPN�	��Q�k���7���'����9�N)��

�:���-�:�MS��N�j+N�	���-N'��$\��5	�{�d�'����>_`	�

���N'��$�+&��N�����=c�D�	���9+1��+9Wh�Y��
T

g

g

� � � � �−� � � � � � �
+ +� � � � �� � � � � � �

� � � � � � �� � � � �

−� �
= � �

−� �� �

r rM 0 C 0 K rB

B G 0 L 0 PP P H

MJa

B J a

�� �

�� �  

=cD�� 

L�����N'����=cD������������8�.:'�*��:��N�j+N�	�/�9�M3H:'�b����	�8

B����	��:'��	�V���*��:�d�N����7	�|+�:��N�j+N�	�b)��

���e�1+	��Q�d�	E�g��9�8b1�S���/���G	����M�BG��K'�N

$�+&� �N�( ) ( ) i t

g g
a t a e

ωω=�b1�S��� �N�ω�����k� �L1� ���

�	��+9�)�K������_�1���7����>�U	�����������	�$�+&�d�'���

�9'�� �Q'+;� e�1+	��Q� )�N� ����5	� ]����� d�=c� D�$�+&� �N

���N'�=h�D�	���9+1��+9���
2

2 2

2

(1 2 )

( )

T
d

g

g

i

i

ω β

ω ω ω

ω

−

−

� � � �
� � � �
� � � �� �

� �
� �
� �
� �

− + + −
=

− − + +

−

−

M K B r

pB G L H

M Ja

BJa

 

=hD�� 

�^���e����-�Q�r+1�E'��:���'��	�b����	���N'��d�'���

�:'�/�9�)�6���$��3I��N���

=pD��2 dβ

ω
=C K  

�����N'����=p�D
dβ������������.S��.:'���N�.J��.�'��	��'�.�	����w�.H��K'�.N���

���������.	���.G���.:��1�N��9�5��'�K�Q�	����+.9�)����.�N'�=hD����.���5	�8

����������.	�b1�S���/���G	�������G	�>_`	����:���k������.9�N�)�wE\

����������������������d�n�.C�$\��.5	�K�.:�g�.~��.N��.�N'��d.�'�8�.:'��Si��N

��]��~2ω−�����.:'�/�9�>����	��)����.���5	=pD��������.Q�K'E'��.N��.��N�8�

�k�M��b1�S����)��

(&(& �������+,�����/0�1����1��2
�13��

� ���G	� >_`	�K'�N�KE�	�F�'�9��:��N� ��=���� _V� �N

�:'��&���7���4�g<���:�K���D>�H�'��N������	�*��:�K�Q

�	�M�HG��KE�	�j�9��:�8�:����kWh�)Y�*�'�r+1�KE�	�j�9

>�H�'��N�*��:�a�H��w�60Q����R��51'��	�V�K�Q���oC (Flexible 

solid)���L1� 8��N�*��:�a�H������������:��1�N��N�*��:�a�H�

�q�O�� �C� �0:� �� >_`	� 20S��1'� �S� �1�	E� 8�C� �0:

(rigorous)�	���S��N�8�+9�*�	������)�e���S�w���KE�	�j�9

��0:���>_`	�g<����7	���:����8�:'��3�����KE�	�j�9

�*�	��3�����$�+�N��C��0:���>_`	�20S��1'��S��	�60Q��C

�	�*�HI'� 8�+9�k����WXX� )Y�j�9��N��S�w+:�r+1�KE�	�j�9

� �:'� �+?7	� �B���	�:(Sommer-feld)��:�� \�N� E�	� �N�

�	� j+N�	� >_`	��+9� )��� �:'� �3����� j�9� e�� 8j�9� d�'

�	�*�	� '�� E�	� �N� �n�O� m'+	'�goV��0SWp� )Y�j�9�d�'� �O'�� ��

�	�d�'��61��N�KE�	��/��k�e��>_`	��:�\�N�E�	�����S��9�N

�00S�eB?�-	�j�9�d�'����:'�/�9�/�'���'�O�K��7��m'+	'�/

��3�����$�+&��N�>_`	�>�+N����?0�N���J���>��S�*�	��?V

�	�/��N���S��N��*��:����?0�N��H�1�>�H�'�E'��S�������������+9

�/�+31�j�9�d�'��N�KE��1�8�+9�/���:'�E�	�d�'�>��S�*�	���

��?0�N� �H�1� >�H�'� q��P� E'� q�O�� $�+&� �N� m'+	'� ��goV� �

�	��1+9)��

4&5�& ����� 
��	���������������

�K�5N����*��:����?0�N��H�1�>�H�'�E'��9���k��S��+P�>�HQ

�	�/���:'�>_`	���������1�KE�-��	�K'�N��+9�)�/���G	�d�'

����?0�N�����S�g<��N�J�r���'��N�K'�/���G	�$�+&��N�*��:�E'

� >_`	� �:�\�N� E'=�+G	� �0	� �?V� ��x� D�	� �'��	'�N���8�

�:'�^��	� )�dU�� 8�:'�K�5N���>�H�'�e�� 8>�H�'�d�'�����k'

��V�	�F;�K����N�8�n�O��?V�����?0��><�K�0N���-��=zx =�D

�	�w��1'����oC)��

��\���E�M	�9�>�H�'�d�'�8d�'�N�0N�K�Q(Sub-layer)�K�5N����

�	��	'�'����?0�N�����S�8�:'��0N���)/�k�w�H��	�K�Q�>�H�'��N�j+N�

�1'�����k��'�O��V�	�F;����*��:����?0�N��H�1� )�>+�:\+	��

��\�d�'�d�'��N�j+N�	��	��n'�'��	'�'�����Q��+9)��

���oC��S'���8/�03-����}�����:�>_`	�*��:��U0�'�^����N

�����5	�8>_`	�g<�����1��N��S�������5	��9�N��7;�����}��

G����b1�S���/���G	�����S��:'�m+	��N�e�1+	��Q�g��9��

�_��+?HBQ�����5	�w��(Helmholtz equation)��2Q�S�����5	�����

� m+	� �����(Reduced wave equation)� ��N'�� q3P�=s� D�>��N

�	����k)��

=sD��
2

2
0P P

c

ω2∇ + =  

�����N'����=sD��8P�������e�	�0�����.�Q���7.���0	'��=��������7.���.N�/�%.I

�U����:'����Q�D�c�7��m+	��I�:��:'�*��:����K�)��

����	�KE�:'�V�T���E'�K��k�/�?N��N��_��+?HBQ�����5	�8��Q

�	� M��3�� �Q� E'� M��-	� M�-1'���� ����5	� ��� �N���N� �S� ���k
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��757��j�9�K�~�'��N��V+�(Radiation condition)�E'��U��

�w����N�$\��5	kx
e�=��K��:'�x�:'�>_`	��'��	'��N�j+N�	��D

�E'�M��-	��6�������5	��x���N'��q3P���=t�D�+N��Q'+;WXZ�Y��

=tD��
2

2

2
( ) 0

P
P y

y
λ

∂
+ =

∂
 

��S2λ�$�+&��N�><����=x�D�	����5���+9���

=xD��
2

2 2

2
k

c

ω
λ = +  

T��� eHS� �N���'������ K�Q�(Variational Methods)���N�

-1'���� ����5	� K��I� M�� M�=t� D�K��k��UN� �N� �� /�+H1� w'�O'

�	����G	�>�H�'�T������N'���N�>'+�)y�D��:����\��Q�K'E'��N
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∂
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∂
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�����5	��&+�;�g'+V=Xp�D���N'��E'=Xx�D�	��:���N����<

��N��y

p
P�	�/�'��2��H1���+9)���
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p
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N��S��-����	�w����=ZX�D�	��-�+1E�N��+9���

=ZXD��)(ωgphh aP�XP +=  
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=ZZ{��'�D��
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y
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�:'�F3��	� )� �'��	'� ���g��9� �'��N� 8d�'�N�0Nx�F;� �Q�K'�N�
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T
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hHb����	�E'��9�1�><��0�60:���/�+N��N�>�	E����-N���K�Q
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=
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� �= � �� � � �  
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����><�����Sh�����������$�+&��N�=cx{���.�'��D���=cx{�g��D���.��5�

�	��1+9���

=cx{��'�D��[ ]1 2, , . . . ,h n=� � � �  
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