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Comparison of Coupled and Decoupled Modal 

Approaches in Seismic Analysis of Concrete Gravity 

Dams in Time Domain 

Ali Samii, Vahid Lotfi 

ABSTRACT 

In spite of the fact that different methods are available for dynamic analysis of concrete dams, 

researchers are still studying other more efficient alternatives. Modal approach can highly improve the 

efficiency of analysis, since the response of dam must be generally calculated for several earthquake 

ground motion records. In this paper, two different methods have been considered for dynamic analysis of 

concrete gravity dams including dam-reservoir interaction (with pressure degrees of freedom for fluid 

domain). The coupled modal approach utilizes the coupled modes of the system for the analysis, and the 

decoupled modal approach employs the decoupled modes of system for this purpose. Calculation of the 
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coupled modes involves some complications, due to its corresponding unsymmetrical eigen-problem 

induced. However, dynamic equation of motion can be solved very efficiently by using this method. In 

decoupled approach, the symmetry in the assumed corresponding eigen-problem results in faster 

calculation of modes. The equation of motion can also be solved with reasonable speed in this method. 

In the last part of this paper, analysis of a typical dam-reservoir system is performed by both methods 

mentioned above. Both of these approaches have shown to be very efficient and have their own 

advantages at point of view of the calculation cost and memory allocations. 

KEYWORDS 

Concrete gravity dam, Decoupled modal approach, Coupled modes, Dynamic analysis 
 

*+ �
 	
��

/�9:.C�%��������0:D�8�E����4���0���F��@��G0��7����8(
��(�/�H�I�<1(����@��J(KL(�M���7(�/���:�(��D�B�8���.D���

A���(� 7(� F45:�� ����� %������ N�(� 7(��OP� �� ��� /7��� 8�E
����:�9C��4D�AKQ��D����<D�L�8�(7P�%�L����;��,H�G1�D�8(9

��:�9C�9R1����AKQ��OP�8(9D���5��8�(7P�%�L���9:5�D�����
���,H1��ST�UVS�TWBU��

�+(�,�� ��� X��:.��M��� ��� �D� A��7� G0�(�� ��� +��� F��@�
�1�(�� ����(K�� 89>��� 9D� I(�;9E� �;� ��(� I�<1(� FD�Y� B�89�9D

/���Z���AP�8[�D��Y��X��:.��M�����'(��8���9D�AP�87��
��(��\9�]�F^�.��B���9��K�1�+(�,��M���89�9D�N�9:�2�

��(�M���8[�DB��
M���7(��4���M���7(�/���:�(�X��:.��M����D�F��@��8�E

����\���A,�7P�M�����,1�9D��0:=���;���(��1��,1S_�BU
� A���:�� �1��� 7(� /���:�(� 69>��� O�Q:1(ST_� U�A��D� �;� ��(

�����:0�� (���\�F^�.��8(9D��(94��I�K�� 6�Y��`E�;��7���B
� �=H� �1��� 7(� /���:�(�V� A���:��S�� UA���(� ab�� F���� �D��8�E

�M��� 6��c.�� +,���� 8�(7P� %�L��� 89�C��4D� �� F'����
���19D�d�@��7(�(��X��:.��O(bL����.D��.�,1����9���7��B��

���� �:.D(�� 8�E�,�� 7(� /���:�(� �D� +(�,��M��� 7(� /���:�(
� �:.D(�9�]Se� UA�4�(���(� 9�bZ� B�(� 89�9D� N�9:�2��7(� /���:

��4���0��� �;9�� G������ F�� ��9�� `�(K�(� �:.D(�� 8�E�,�
��(� AKQ�� �� ��� X:.��� B�8�E�,�� 89�C��4D� ��'(� 89�9D

��D�9f�0:��3g���9������G��������P��;����.D�F��K�1��:.D(�9�]
M���7(�/���:�(��D��21P���(��,L,��h�(��8�EB��
M���6������N�(������:.D(�9�]����:.D(��+(�,��8�E�D��d�@�

���������6�E�,���(����`�(K�(�8(7(�����Y������(��;��1,H�B�7(
�K�1�X��:.��M��i��=H��1��VA���:���j�D��8(9D�8������A(,0�

��(�/�H�/���:�(�M������N�(��Y��k@�B��

,+ �-.
��� $�/���$�!%�
�#���0'�1�����2
��

�AKQ�������X:.���F��@��l��(�6�4���0����;9��G�����
� M��� ��� ����(� ������ N�(� ��� m@D� ��,�� B�7(� ������� N�(

�F'���AKQ��OP������G1�D��D�n,D9��8(K<��%[�����o�;9�
����,H�B���(�����G1�D��4���0����;9��G�������D�A(,���%�,'

�GD(�iT�j��H,1Se�U��

iTj��( ) ( )t t+ + = −
g

Mr Cr Kr F MJa�� � �

������D(��N�(6�M��6K����C�p�9������8�E����oq�;9��iAssemble�j
3�qqH���.qqE��qq��Gqq1�D��qq�(9������:Qqq��6I9qqL��0:�BrqqD���(�9

���<D�L����/9C��=.1�8�E������E
g

a��q�(�N��7�o�'�O�:H��(�9D��B

J�����������������qD�9qD(9D�AP�9q�����9E��;��1,:�������(��.�9����K�1�
�����(��p�9���WrW���(��B( )tF�������;���(�`0;��1(�8�9�1��(�9D�

�������D�AKQ��OP�8,��7(�������(�������,H�B�����AP�G=q��@���>1,q>s
���+(9q>:1(�G��Z�9D��������������tq��8���9qD�k���0�����q�E���5q��7(�89q�C

�������(�AKQ��OP������l����B������q��l�q�(�N�(�9D�����A(,q�F�����qD�(��
����`0;��1(�p�9����G�(�( )B��������qE9C�8�E��5���(�9D��D�( )P�

�(���=.1���

iWj��T
F = B P �
�����������6AKQ��OP�3���@�����8��5��u,����5:1(�G������7(�/���:�(��D

�:..C�����������6���q@��J(KqL(�M����D�?�@��87�����M���89�C��q4D
��������879��?�(9H�+���(���N�;9��C��������.q�9����G������A(,�i_�j�(�
���P����D�+����3���@��8(9D���

i_j��( )2

1

c
ρ− +gGP + LP + HP = B Ja r�� � ����

G�6L���Hp�9��qq����AKqqQ��OP�3���qq@��3�qqH�oqq�;9��8�qqE
�0:.E�B%�,'�����p�9����N�(�3�9:.C�8�E���������p�9��q���q01���Kq�1��E

B���������0:.qE��,L,��v�:Q��wL(9�����ST_�BU
g

a����r�������oq��9���qD�
�������������/9qC��=.q1�O�:qH��(�9qD���AKQ��v;�o�'�O�:H��(�9D����8�qE

���������0:.E�AKQ�������x9:5��Fy��������G1�D�Bρ�A�51�����3�q0E�
�������OP�z,yQ��I9Lc����������OP����8��5q��u(,q�(���5q:1(���9��

��(B��

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


�����������	
���������������	����������������������������� !���

��

"%

[����� o�;9�� 7(� %i!j� ��i_j� GD(�� A�,�1� �,R0�� ��iWj�6
����������F'���8(�������X:.���G������A(,0���@���;��,H

���/����1��:.D(��AKQ���,H���

i{j��
2

0

1 1

1
0

g

g

cρ ρ

ρ

� � � �
� � � �� � � �+� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �

� �
−� �� �� �+ = � �� �� � −� � � �� �� �

T

M C 0
r r

B G 0 Lp p

K -B
MJar

                           
BJapH

 

�� �

�� �

��

�G�����i{�j���(���D�A(,��/�95��%�,'��H,1�K�1�9����

i|j��M r + C r + K r = R�� � �
�����R�&������p�9��q���q;��,qH���8�qEM���K���},q��Gq���������

�0:.qqE�A��qq�:��1�Bp�9��qq��Nqq�(�A�,qqD�A��qq�:��1���qqD�9qq<0���qqE
�����������qE(,\�x���,�1�M������9~����:Q��p�9����A�H�A���:��1

�H�B������A���:��M�������90�(�7(ST_U�����G������N���Z���.Y�6i{j�����
1

0a
−i�0a��������(�x���,�1�M���o�(9��7(��4��j�������/�qH�O9��6

�������������F'���8(������������x��q�,�1�M���7(�/���:q�(��D�9C(��;��,H
���������������qE(,\�A��q�:��6AP�7(�Fq'���9~�q���:Q��p�9����6�,H�F�

��HS��U��ST_BU��
�1���D�`0;��1(�p�9���� G=��@�� �0�7��1� A���:����%�,'

p�9�������AP�8�(bC�L���F�:.����(��:Q����I9L�8�E�B�N�(
��=H��1���I�0D��H������%���������V���ab��A���:����1,H�B

A���(�ab���D�6�H�����K�1�9:5�Z��;��,1��E�M���N�(�����8�E
A������[�1(�p�9���� F�:.�� G=��@�� �D��L��:�(�8(�K�1�`0;��

��(�1� �,L�� B�o��Y� ��� `0;��1(� p�9���� 9~(� M��� N�(� ��
A���(����d�@�����<��w����8�E��,H�B��=H��1���7(�/���:�(��DV�

p�9���� ���9�� k�� ��� �&��� A���:���I���� �D� n,D9�� 8�E
A���(�����=��@��X:.�������,L,��8�E�����9��k��������1,H

���o�;9��K�1��1,HB��

3+ �4�$���������������������
��������

p�9����A�����I����D��L,���D��8�EK���M�G���������i|j
��1� 6�F�� 7(� A(,��/�00;��� F�� 8(9D� A���:�� +,���� 8�E�G�c.

�9;� /���:�(� ������� N�(� �D� ?=�9�� 3g��� 9������ B�A���� 7(
M����M��� 6�0:.E� �9�� A���:��1� F^�.�� F��8(9D� �;� ���E

/���� �1�=�� 7(� l,4��� �(94����(� �(��,\9D� 8(� B�M��� N�(
/g����(�9D��D�/�(,�E����(9>�E�8(��N�9:4s,;��D�9f�0:���;��,H

���(���c.��3g����(���S!$� BU7(� /���:�(�l,4����(94��M���
��D�������(���P��;�/g���9������G�c.��k��+�(��,��N�����8(9D

��� ���H� ��(� ��s��M��� ��P��;� 6�E�,�� �(����`�(K�(��,H�B

������(��o�9���(94��M���7(� /���:�(� �D� �:=�(��G1,C� �D�A(,�
�,�1��&'(�(��M���N�(���(9>�E�89~��B��

5+6+ �7�
������
�8��2�������9�%2
����%����	�
�"����

�8(9D� �,�� �:��� ��� 6A���:��1� 3g��� 9������ F^�.�� F�� ��
�A(,0���@���;��1�9C�N��������D�6+(�,��M����D��������F��@�

��� �:\�0H��s� ����(��8�E�,���1,H� B�8�E�,��N�����8(9D
�G���������7(�o��9���D��s�����(�i*�j��i��j���/���:�(��,H���

i*j��R R
KX = MX ΛΛΛΛ �

i�j��T L T L
K X = M X ΛΛΛΛ �

������6/�qH�����%[�������R
X�����L

X��A�5q1������p�9��q��3�q0E��������qE
��A,:���;��0:.E�����������q�(����q��8�E�,��F��H�o��9���D�A�5��E

�����(���,D9���s���BΛΛΛΛ��A�51�K�1���������q�(�89Y��.�9����3�0E�
��������3gq���9������F��H�AP�9Y��;�n,qD9��������Gq����������qD�ie�j���i��j

��(B��
� GD(�� ���o��Y� ��� K�1� �E�,�� ������?D(��i�� j� �i�� j�FD�Y

��(��9����

i�j��( )
T

L R
X M X = I �

i�j��( )
T

L R
X K X = ΛΛΛΛ �

�������������������q�(�����qs�8�qE�,��N�q����8(9qD��H�/��H(��;��,1��E
��������q��l,4����(94��M���69R1��,��3g���9�������������79q���qD��q1(,�

��D�89~������:�9C���;��,H��B����I�C��1����,R0��N�(�8(9D���D������9q�7�I�qC
������205�Z���,H�B����������;���(�N�(�9D��9���1���N�(���j����+�(��,q��

����/�H�N�����M���N��E�7(�/���:�(��D�X:.������N�q����6a�qE����1(
�3g���8�E�(�9D!�j���21P��D�9f�0:��3g����(������I(�B��

�I�C!�V�/(,Q���G���(��(�9D�k���9��( )1V�A�9;�9�'���
AP�����,L,����=Y�8�E�,��X2����

i!�j��( )

( )
1

R

i
ε =

T
L

i 1

T
L

i 1

X K V

X M V
�

i!!j��( )

( )
1

L

iε =

T
R

1 i

T
R

1 i

V K X

V M X
�

�����GD(��7(�/���:�(��Di!�j�����,��X2��6i���I(�( )iX�����q;�!�i<j����q�(�
�����������G���(��(�9D���(������q���=q��@������,qH�B����G=q��@��8(9qD

�����,��A��E�X2�i���������GD(��6�s�����G���(��(�9D����I(�i!!j���FqD�Y�
��(�/���:�(B��

�I�CWV�8�E�(�9D�N�����8(9D�A��K�E�6l,4����(94���1���
��,H�I�<1(���(�����s�3g��B�N�����8(9D�l,4����(94���1��

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


����������	
��������������	����������������������������� !��

��

&' 

�6�<0�(�������0:.E�XE��D���=H����.D���(�����s�8�E�(�9D
��(�/�H�t�95����(��3g����(�9D�N�����8(9D��(94�B��

�7(���=Y�8�E�,��X2�����D� (�:D(�����H�/��H(��;��,1��E
�����(��(94���(�9D( )1Vb���,H�a���

iTWj��
1

1

j
R

i

i

ε
=

= −�R R

1 1 i
V V  X �

��p��R

1y������p�9����A�9;�O9���D�M������(�9qD����R

1V����q��D�
�����P���

iT_j��=R R

1 1y MV �

�������������8�qE�,��A�q�K�E�N�q�����8(9D��(94��F4���6���9��N�(�7(�pZ

���������9H���(�����s���,H�B��������6F4���9E�8(�:D(R

k +1V���D���

�GD(�iT{�j����=��@�����(�(�������,HR

k +1y������D����P���

iT{j��=R R

k +1 kK V y �

iT|j��R R

k +1 k +1y = M V �

��������������N�q����8(9qD��(9q4��%(7(,q���D��H��:�C�K�1�9:5�Z��;��,1��E
������D�n,D9��8�E�(94��6��(�������(�9D��������Kq�1��qs���q���(�9D�

����I�<1(���1,H�B��������D��s������(�9D��D�n,D9��8�E�(94�������8�L

p�9�������8�EM�����K�����p�9��q��7(�o��9���D������8�qET
M�����T

K�
����/���:�(���,H�B����(�9D��41P�7(�pZ��������6�1�qH�N�q����Kq�1��s�8�E

������(��o�9�iρ�j������(��=��@��FD�Y�I�C�9E����B��D�o�9��N�(
�3g����(����6���T�j�I�(�%[�����i*j���i�j���(9>�E���,H���

iTej��( )

( )
1kρ + =

T
L R

k +1 k

T
L R

k +1 k +1

V y

V y
�

����������X2��/��D����;���(�I7[����9��N�(���������(�9qD�7(���=Y�8�E�,
������;��,H�ab���(94��D�������?D(����D�5���D(���7(�/���:�(�i!�j����

i!!jI�<1(����(�9�bZB��
�GD(��7(��(94��8��D�F4��iT{j���7�]P�������E�(94�����,H

�����(�(�9R1���,����(9>�E��D�A������0D���B���9H�7(�`�Z����

�68��D�F4��R

k +1y�D������D��GD(��iT��j�,H��=��@����

iT�j��
( )

R

R k +1

k +1
T

L R

k +1 k +1

y
y =

V  y

�

�I�qqC_V�A�qq��Z����R

k +1V��7(��=�9qq����qq���qqD�R

j+1
X�(9qq>�E�

����������,H1kρ +������������q��(9q>�E�AP��qD�9f�0:��3g����(�����D�����,qH�B
�����������������A�q�K�E�6�qH�/��qH(��q;��,1��E�K�1��s�3g����(�9D�N����

���I�<1(���(��3g����(�9D�N������D��D�5��8�1�������,HB��

5+:�+ 9�%2
����%������!���;)��0<�$�=>?���

�1���o��0�� ��(��;� �,L�� �D����=�� G�(�� �D� 6/�H� ����

�8�E�,�� G=��@�� 8(9D� K�1� M��� N�(� 6l,4��� �(94�� M��
��(�o��0��1�X:.���8[�D�B�90�(�7(����(9>�E��91��&'(�8(9D

��� ��205�Z� ���(�� o�9�� �(94�� M��� 7(� /���:�(� 6AP��,HB�
�wL(9�� ��� AP�8�0=�� ��M��� N�(� ��,�� ��� 9:5�D�%�@��,�

� 9>��S!$� U��(� �,L,�� B94���;� ��(� �H��� ���(�� o�9�� �(
/92D�AP�8�0=����(�+��:1(�M���7(�89�C� B��(94��M��� 6�s9C

�/g��� �(����N�9:4s,;� �D� 9f�0:�� �;�8�(�9D� �D� /�(,�E� 6���(�
��1� (9>�E� 6��(��,H� B���� l,4��� �(94�� M��� ���D� �90�(� 7(

�,H� �:�9C� ��;� �D�o��0���Y��k�� A��P����D� B�6AP� 7(�pZ
(� �D� 8��D� �(94��D� ��c.�� +��:1��I�<1(� ���(�� o�9�� 37(�1(

����,H�B�9�[�D�8�E�,���D���(9>�E�a(9@1(�+��:�(�XE7�D��:=�(
��(���,L��B�D����D� 6�90�(�7(���(94��k��6+��:1(��D��(94��9E�8(7(

��(����N�9:4s,;��D���(9>�E�7(� ����,H�I�<1(�+��:1(�A��D�K�1
�,H�F'���A�0���(�/g��B��

5+5+ !%�
�#�������������������
�������4�$�������

� �40�(��9�� �Dm� X:.��� +�(� �,��n��� ���8�(7P� �L���
/�H� N����� �:.D(�� AKQ���F��@�� M��� 6`QD� N�(� ��� 6�1(

���t�95���:.D(��8�E�,��7(�/���:�(��D�X:.����4���0����,HB��
��(�9D�(�:D(�6+(�,��F��@�����h�(���1����D��r����GD(��

i|j�D� 6�F'��� %�,'�A7�� ��� 8�,�� 8�E�(�9D� O9���8�E
����:H,1��,��9E��D�n,D9���,HB��

i!#j��R
r = X Y �

�����6�qD(��N�(���R
X�������q�(��.q�9����n×m��������AP�A,:q��9qE��q;�

�����7(��4���D�9f�0:�m��������(�X:.�����(������+�(��,���BY��K�1�
����X2��F��H�8�(�9Dm������������q��D�Fq��@���������;���(�+�(��,��

������P�B�������GqD(��A�(���(9qY��Di!#j�����Gq���������i|j���̀ �qZ�������O9q�

���N��9��A�9;( )
�

LX�G������i! �j���F'����,H���

i! j��( )( ) ( ) ( )( ) ( )
T T T

L R * L R LX MX Y + C Y + X KX Y = X R
�� ���

���GD(����iT�j��6*
C�����D�9D(9D�( )

T
L R

X C X���(��B������q�����Nq�(���
�����������/�H�/���:�(����G1�D���(9���9~(�O�.:�(�8(9D����(����(9���7(

��(�Bh�(��7,4.�����(9���6+(�,��F��@������s9C���(�9�B��
�D� �D��?D(���89�C��;i�j���i�ji��E�,�������j�G������ 6i! j�

�D�D(��%�,'�GiW��j��������P���

iW�j��( ) ( )
T

* L
IY + C Y + Y = X RΛΛΛΛ
�� � �

�G������8���9D�x���,�1�M���89�C��4D��DiW�j���

iWTj��ˆ ˆ
n+1 n+1K Y = R �

��qq;ˆ
K���9~�qq���:Qqq��p�9��qq��ˆ

n+1R�9~�qq��8�9qq�1��(�9qqD�

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


�����������	
���������������	����������������������������� !���

��

&(

�0:.E�B�GD(���D���9~����:Q��GD(�iWW�j������D���P���

iWWj��( )0 1

ˆ
a a+ +*K = I C ΛΛΛΛ��

��������I�qC��D�n,D9��9~���8�9�1��(�9D����1�q�7T�n�����q��Kq�1�(�����A(,q�
�GD(���D��i)"�j�9;�N�����9�7���

i)"j��
( ) ( )
( )( )

0 2 3

1 4 5

ˆ

           

a a a

a a a

T
L

n+1 n+1 n n n

*

n n n

R = X R + I Y + Y + Y +

C Y + Y + Y

� ��

� ��
�

����?D(���8�(b>��L��DiWWj�����i)"j����G���������iWTj��6Y����I�C�9E����
�����q��N�q�����1��7�������������GqD(��7(�/���:q�(��qD����,qHi!#j������q<D�L�

/9C�/9C������5�������8�E����F'���AKQ��8�E��1,HB��

@+ ��������������
���� 

��:.D(�9�]�+(�,��M��Se�U�G:.D(�9�]����(K<��8�E�,��7(
�/92D� AKQ�� �� ��� X:.���F��@��8(9D� AKQ��OP� �� ��� G1�D

����9�C�B�6�:.D(��8�E�,��7(�/���:�(�9D�M���N�(�3����89�9D
��(�F'���3g���9������G�c.��A�����B�FD�Y�6A���:��G�c.��N�(

M����D�F�����[�D���9��XE��;������9�7��(94���01������E
�����(����+��H(�(���R����7(��4s,;�`QD�XE��0;B��

�GD(����i|j�����A(,�M���K�GD(������D���(��iW{�j��
iW|�j�:��1���A���:��`QD�����D�9;�(�L�A�����

iW{j��
U SM = M + M �

iW|j��
U SK = K + K �

���iW{j���iW|jp�9��������(������8�E7(��0���=��?D(�����

iWej��
2

1

cρ

� �
� �� �
� �� � � �� �� �

S U

M 0
0 0

M =   ,  M =
0 G B 0

��

iW�j��1

ρ

� �
� �−� �
� �� � � �� �� �

T

S U

K 0
0 B

K =   ,  K =
0 H 0 0

��

����������%[��q���Fq��8�qL��qD�9C(i*j�����i�j���������6�,qH�Fq��9q�7�G�c.q��6
������D�AKQ�������X:.���G:.D(�9�]�8�E�,���0�PB��

iW�j��
S S

K X = M XΛΛΛΛ �

������G������F������4���,'���iW��jM������qL,��8�E�����Fq��8(9qD��,
��������������qD��q�(9>�E�(�:D(��;��1,H�X�R0�����9���D�/g���9������F^�.�
��������������D�n,D9��8�E�,��AP�7(���D����E��������G1�D�8�E�,�����

����p�9����6�0�P����D�AKQ��OP����8�EX�����ΛΛΛΛ�����GqD(������,L,��
iW�j���(����GD(���D���A(,�i��j�9;�v�9�����

iW�j��� �
� �
� �

1

2

X 0
X =

0 X
�

i_�j��� �
� �
� �

1

2

0
=

0

ΛΛΛΛ
ΛΛΛΛ

ΛΛΛΛ
�

���?D(�����iW��j���i_�j��61X�����2X�p�9�������������qD��q;��0:.E����E
��(�9D�F��H�o��9����������0:.qE�AKQ��OP������G1�D�3g���8�E��B1ΛΛΛΛ�

���2ΛΛΛΛ��p�9����K�1����������������qD�9f�q0:��3gq���9���q���F��qH�89Y����E

1X���2X�0:.E�B��
�?D(����D��L,���DiW{j�6iW|j���iW�j���D����E�,����������

�GD(�i_T�j��i_W�j����:H,1��,H���

i_Tj��T T

UX MX = I + X M X �

i_Wj��T T

UX KX = + X K XΛΛΛΛ �

�����GD(�����+,2<���(�9Di|j�����(������D�A(,���������q\��q=�;9��%�,'
�H,1�AKQ��OP������G1�D�3g���8�E�(�9D�7(���

i__j��r = XY �
���p�9�����;Y����GD(�����i__�j�������8�,q���;��5q��o�(9q��F��H

��(�B��������������D(��N�(�8�(b>��L�7(�Gi|j`�Z������A�9q;�O9�

����N��9�T
X�G������i_{�j���F'����,H���

i_{j��( ) ( ) ( ) ( )tT * T *X MX Y + C Y + X KX Y = R�� ���

�6�D(��N�(���*
C���( )t*R7(��0���=�����

i_|j��1

ρ

� �
� �
� �
� �� �

T

1 1

*

T

2 2

X CX 0

C =
0 X LX

��

i_ej��( )( )t t= −* T

g
R X MJa �

����K���1P����7,4.�����(9���7(�/���:�(�8��(K���D��L,���D�N�0��E

�6+(�,�*
C���(�����9C�9R1����K�1�89>���F4H��D�A(,����

��1

ρ

� �
� �
� �
� �� �

*

1

*

T

2 2

C 0

C =
0 X LX

��

��;*

1C7(���(�%��=�����

i_�j��  
2 dβ*

1C =
1111

2222
1111

ΛΛΛΛ �

�����D(��N�(���dβ�����������8(9qD��q�����N�(�����;���(���(9���o�9��
��������q���9q��A�.q4��v�:Q��8�E�,�����,qH�B����M����4���,q'���

�������Gq������8���9qD�x���,�1i_{j���qD�����������p�9��q��6�,qH��q:�9C���q;
����������1��7�I�C�����9�1��(�9D���9~����:Q�T�n����q��F'�������,qH�B

������������Nq�(��qD�6�q�(�A���:��1������N�(����9~����:Q��p�9�������+�q�
������������Fq;�N���Z�`QD��;���(����;�p�9����N�(�N:\���A���:��8(9D

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


����������	
��������������	����������������������������� !��

��

&) 

��������i��������������AKqQ�������5q��8�(7P�%�qL����qD�n,qD9���;��5QD

��(j������61

0a
−−���,H�O9���B����p�9����3�9:.C����1���Z�%�,'

�D��9�1��(�9D���9~����:Q���GD(���(9Yi_��j��(���

i_�j��

0

1

00

ˆ

2

11

d

a

a

aa

β

ρ

� �
+� �− −� �

� � � �−
� � � �

+� � � �−−� � � �� �� �

1

T

2 1 2

T T

1 2

T

2 2

I 0
K =

X BX I

X B X0

  
00 X LX

1111
2222

11111111

2222

ΛΛΛΛΛΛΛΛ

ΛΛΛΛ

��

i_�j��( )

( )

0

0 2 3

0 0

1 4 5

0

ˆ 1

1 1

2

1

d

a

a a a

a a

a a a

a

β

ρ

� �−
� �
� �−
� �� �

� �
� �
� �− −
� �� �

� �
� �
� �

−� �
� �

T

1 g

n+1 T

2 g

1

T n n n

2 1 2

n n nT

2 2

X MJa

R =
X BJa

I 0

+ Y + Y + Y
X BX I

0

+ Y + Y + Y
0 X LX

1111
2222

1111
ΛΛΛΛ

� ��

� ��

��

�����?D(���7(�/���:�(��Di"#j�����i_�j��6Y���������N�q�����1�q�7�I�qC�9E����
������������GD(�����AP�A�(���(9Y��D���,Hi__j��/9C����<D�L�������q��8�E

/9C������5�������F'���AKQ��8�E��1,HB��

A+ � 
�� B�����������

�G��19D� k�� 6������ N�(� ��� ��95�� M��� ��� 8�0=�� 9D
��(�/�H��:H,1�A9�9��A�D7��D�89�,����;�B�h��:1�`QD�N�(���

����^(�(� 6/�H�����M������7(�/���:�(��D����k��F��@���,H�B
69R1���,�����u���+,���D�����N��Z�����_��e���(�9:���B�N�(

��(�wY(���4�9�P�8��19����;�����0�;�����8���9D����B��L,���D
w��9��6��D������F��@��I�<1(��D�����F��@��8(9D����w���N�9�

� AP� �����(� �;� ��(� /�H� �:�9C� 9R1�W�TWT��(� 9:��B��+,�
�AP�v;����K�1�AKQ�W����(�/�H�d�@��9:���B�F4HT�F��H�

��(�+������0E�%��^KLB��
�:..C� ����5E� A���(� 7(� 6AKQ�� �� ��� X:.��� 87��V�

a��1(� 7(� �;� ��(� /�H� /���:�(� k�9:�(��Z�K�(� �E9C��89�bZ
��(� �(��,\9D� �=��0�� BA���(��`0�� ����� ��� ��� �1�D� 8�E

/�H��9�� �@.���1(� B�m@D���,�����@�� J(KL(�+�����$_��
���/9CT_���(���,L��A���(�� B�A����N�(���W����D�n,D9��/9C�

�6���G1�D_�����AKQ��OP��D�n,D9��/9C�T��Fy�����K�1�/9C�
�1�(���(9Y�AKQ�������x9:5�B��

A+*+ � 
������
���C��

��9�� ��9��K�(� �� N>�E� ���L� k�� A(,0�D� ��� G1�D� N:D
����,H� BX;(9�� +���� k�� A(,0�D� K�1� AKQ�� OP��9�]� �� 9�bZ

����:�9C�9R1����7,4.����,H�B����+��LT�n,D9��%�yQ5��
��(�/��P����G1�D�N:D���AKQ��OP��DB��

�1��
WX;<���������1���'��P	�������������.��03����

�N:D�G:�.�:�[(�+���(Ec)�����))+�4��Z�>�C���

�N:D�A,�(,Z�o�9�( )cν��)����

�N:D�z,yQ��A7�( )c
γ��#�)$�9D�N�,�1,��;�o�4�9:���

�OP����8��5��u,����5:1(���9�icj��!$$���1�~�9D9:����

OP�z,yQ��A7���!�o�4�9:��9D�N�,�1,��;���

�/�H�/���:�(�����9����879��?�(9H�7(�AKQ��8�2:1(�8(9D
��(� B��9�� o�'� 68��5�� u(,�(� O��7�D� ��� AKQ�� v;
����,H� B� 7,4.��� ��(9��� o�9�( )d

β���� 8(9D���E�,�� I
� 8��.�� �� A�.4�������� �:�9C� 9R1� �����,H� B��D� F��@�� ��

�9R1� ��� 8�,�� ���(�� ��(9��� o�(9�� 9������ 6X��:.�� M��
��� �:�9C�p1�;9�� ��� �;� �1,H��8�,��p1�;9�� �D� k��K1� 8�E

���(9���o�9��6���I,����+�(����H�D��1(9@D���(9��B��

A+,+ � 
����DE�����

��;���(�N�(�9D��9��������N�(����9E�+���(�7(�`�Z���
��(9Y�OP���5����A7���4���:�(�8�E��D��@��6�4���0�����D��,1

��(�� B�+����4���0���8�(bC��D� 6�4���:�(�8�(bC��D�N�(� 7(�pZ
���7�]P��,H�B`0���4���0���8�(bC��D���9H�GR@������0�����E

F4H9����� ���1�,L,�� +��� ��� �4���:�(� 8�E� B�8�(bC��D� 8(9D
�+����4���0��G�����7(�E* S���/���:�(�����G�K�7�������;��,H

�%����D����(�8�:�(�!"���+���(�+���9D���1�~���,HB��

A+3+ �����F���"��

�M��� ��� ��(��;� G.����� ������ N�(� 7(�a�E� �;� �<1P� 7(
��^(�(�+�4H(��� �E�(�,�1���� 6��(� �:.D(�9�]��� �:.D(��+(�,�

��:.��M����D��.��������M������N�(�h��:1�6/�H��Y��7(��;�X
/�H�X���6��(���,L��A�0���(�AP��1(B��

����� ����	
��	����
���

����� AKQ�� �� ��� G:.D(�� X:.��� +�(� ���=�� p1�;9��
�+��LW/�H��^(�(���1(B�����K�1�X:.���I�����+�(�8�E�,��F4H
�+�4H(W�����A�51��/�H�/�(���1(B��u���X^�Y������(����<D�L����Z

`0��M,Z� �� ����� 9�;(��� ��'(� 8�E� 8(9D� FY(���e�o�;9��
/�H��=��@��8�,���1(� B��D�o��0:��6v�:Q��8�E�,��o�;9��I�1

�+��L����/�H�o�;9��8�E�,���(���_��(�/�H�u���B��

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


�����������	
���������������	����������������������������� !���

��

&"

�1��
YXZ,�)�������!49����['�B����D�B!��1����	����

�,��3���H������=��p1�;9�iHertzj��

!���)*��)��

)��)*#!�"��

"��***��$��

$��)!)*�*��

��� !#!����

�1��
\XQ!)�%�/�,�@�A�Q!)�%�����	������%���]#�3�������

o�;9��I�1��/�H�o�;9��8�E�,���(�����

!C��!��

"C��"��

�C�����

!�C !���

!�C��!���

"�C "���

��
� +�(�L� ���`0�� �� ���<D�L� ���Z� h��:1$� ����/�H� u���

��(� B�h��:1� �D� �=.1� ���Z� 9E� 8�\� �(���� +�(�L� N�(� ��
��(� /�H� �^(�(� X��:.�� M��� B��9D� �D���Z� �� h��:1� ����E

O(,L��Y���;���(��Q5���D��E�,���(����`�(K�(��D��E����9�
���`�(K�(��D���B���L�����o�;9������;T��C���Z��D���(9>�E���8�E

���}���(�O,\����.D��:Y�� �D� X��:.��M����:�(B��6�1,�1�8(9D
� +�4H(*� ���#�9�;(��� M,Z� �� ���(� ���<D�L� ���Z� h��:1� 6

`0��55;���'(�8�E�o�;9��7(�/���:�(��D�8��5�����!�C�(��
���A�51��0E�B��

��

�1��
^X���G��
�-��.��_)��M� �QBM���(mm)�Q!)�%������

��]#�3������	��D!:�B������'��&4B,���`��a����

o�;9��I�1�����9D���,��9:�(��Z�����Z��(������\��

���(����<D�L�9�;(����"�$$��  �! !C 

X^�Y����<D�L�9�;(����*�!"V��!��� 

���(����<D�L�9�;(����)�$$��)!�) "C 

X^�Y����<D�L�9�;(����*�!"V��!$�� 

���(����<D�L�9�;(���� �$$��**�� �C 

X^�Y����<D�L�9�;(����$�!"V��$*�! 

���(����<D�L�9�;(���� �$$��*��� !�C 

X^�Y����<D�L�9�;(������!"V���$�� 

���(����<D�L�9�;(���� �$$��*"�� !�C 

Y����<D�L�9�;(��X^�����!"V��**�� 

���(����<D�L�9�;(����$���$$�� "�C 

X^�Y����<D�L�9�;(����*�!"V������ 

�1��
[X=�%���QBM����"T��M����_)��M��#a�����(MPa)��,������

'9	�������`��a������]#�3������	��Q!)�%����������

o�;9��I�1 ���,��9:�(��Z
���9D��

���Z��(������\��

9�;(�����'(�`0������"��)��" !C 

FY(�����'(�`0���# �"V��)*�) 

9�;(�����'(�`0����"�"���#�! "C 

FY(�����'(�`0��� $�"V���!�! 

9�;(�����'(�`0����#�"��$$�) �C 

FY(�����'(�`0��� ��"V������ 

9�;(�����'(�`0���* �"��)��� !�C 

FY(�����'(�`0��� ��"V��)��� 

9�;(�����'(�`0���*#�"��)��� !�C 

FY(�����'(�`0��� ��"V��)��� 

9�;(�����'(�`0���*#�"��)��� "�C 

FY(�����'(�`0��� ��"V��)��� 

����� ����	
�����	����
���

��+��L���� 6AKQ��OP��� ���G1�D�+�(����=��p1�;9��e�
/�H��^(�(��1(�B�F4H�������I�����+�(�8�E�,��F4H�N�0��E��

�+�4H(����AKQ��I�����+�(�8�E�,��F4H��T����TT�`���1�
/�H�/�(���1(B��

�1��
bXZ,�)�������!49����[�03��������,���1����	����

����=��p1�;9�iHertzj��
�,��3���H��

���G1�D��AKQ���

! !$*$�"��!!�!�"��

)��$��!�*���$ !�$��

"���"#*�#��� ������

$��)$#��!!��"��$� ��

��� # ��!*�� �#"� ��

`0��M,Z������u���X^�Y������(����<D�L����Z����'(�8�E
8(9D�FY(�����9�;(����(�/�H��=��@���,��o�;9��h0Z�� B�I�1

�7(� k�9E� �D� n,D9�� 8�E�,�� �(���� /(9�E� �D� o�;9�� h0Z� N�(
?�@��/�H�o�;9��XE��D��;�OP���/7���8�E��+��L�����1(��/��P�
��(B��

�1��
cX����@�A�Q!)������	������%���]#�3������	��Q!)�%�/�,�

;<���@�����

/�H�o�;9��8�E�,���(�����
o�;9��I�1��

7��/��OP��

�D ���!���

!�D !���$���

)�D )�������

"�D "���!����

��D ����!����

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


����������	
��������������	����������������������������� !��

��

&& 

� +��L� ��� /�H� �:�C� 8�E�,�� �(���� O�Q:1(� F�����8(9D�
�D��;���(�N�(�6/7�����+����?�@������=��p1�;9��+�����,�

W��p1�;9���D�k��K1�/7���I(����(�AKQ��I(� B�o��9��N�(��D
��� �;� �.1�;9����@�� ��� N�(� 7(� �4�� �1(,��6�0;�k�9@�� (�� /�

��� k�9@�� K�1� (�� 89>������(�� F��@�� ��� 8�^(7� �,�� �� �0;
��1��,H� B���Z���(9>�E��M���h��:1������D�M���N�(���� �E

���}���(��0;�X��:.���:�(�B�D��:=�(��N�(���(9�������;�����������
��21P�h��:1��H(����R:1(����=1���(���,L��X��:.��M����D�M��

H� 9>��4�� �D�5��1,� B�8�\� �(���� �� ���<D�L� ���Z� h��:1
� �D�n,D9��� +��L� ��� 6/�H� ����o�;9���/�H�u�����1(� B�h��:1

�+��L����K�1�`0�����Z� �D�n,D9�T�/��P���1(B�8�\�9�;(��
�o�;9��7(�/���:�(��D�X��:.��M����D��=.1�6`0�����ZW|D6�

� +����#����(� B�o�;9��8(9D��D�`0��8�\�9�;(����(���� 6
)� �(��� B�`0�� h��:1� K�1� �E�,�� I���� N:�9C� 9R1� ��� �D� �s9C(

� +����� ��(9@1(��!� ���;� �1�(�� X��:.��M��� h��:1� �D� �=.1
��(�M����������(9���a&:\(�7(��H�1B��

�1��
dX�QBM�������G��
�-��.��_)��M�(mm)�Q!)�%������

D!:�B������'��&4B,���`��a�����]#�3������	���

o�;9��I�1 ��,��9:�(��Z���9D������Z�(�������\��

���(����<D�L�9�;(����""��  �)*�� �D 

X^�Y����<D�L�9�;(����)�!�V��)� 

���(����<D�L�9�;(����"���!$�!# !�D 

X^�Y����<D�L�9�;(����*�!!V����!$ 

���(����<D�L�9�;(����$������!! )�D 

X^�Y����<D�L�9�;(������!)V��� �# 

���(����<D�L�9�;(������$!��! �# "�D 

X^�Y����<D�L�9�;(����*�!)V��"��� 

���(����<D�L�9�;(������$"�� ��� ��D 

X^�Y����<D�L�9�;(����)�!"V�� $�) 

�1��
WeX=�%���QBM����"T��M����_)��M��#a�����(MPa)����

'9	�������`��a������]#�3������	��Q!)�%����������,����

o�;9��I�1 ���9D���,��9:�(��Z�����Z�(�������\��

0�9�;(�����'(�`�����"��"$�!� �D 

FY(�����'(�`0���$��"V��")�!" 

9�;(�����'(�`0���)#�"��!!�!! !�D 

FY(�����'(�`0����#�"V�����!� 

9�;(�����'(�`0���$�"��#*�� )�D 

FY(�����'(�`0�����"V���$�� 

9�;(�����'(�`0�����"��!��� "�D 

FY(�����'(�`0���#�"V���)�$ 

9�;(�����'(�`0���*!�"��!��) ��D 

FY(�����'(�`0��� !�"V���*�! 

�D��9�;(���M,Z� �����(����<D�L����Z� h��:1� 6�1,�1�A(,0�
� o�;9�� 7(� /���:�(� �D� �55;� �� 8��5�� ��'(�`0���D����

�+�4H(!)����!$/�(��`���1��/�H��1(B��

��
�" AWX'��������	���03�������D�B!����������!�0
���

Pressure

2.64E+02

2.11E+02

1.58E+02

1.06E+02

5.28E+01

0.00E+00

��
�" AYX03�������D�B!��&����1����	��'�B������>�f�Q�

�L�+�0�g�����h�1��������"iA�We[&���@�A�'���+��U,����?*��

Pressure

2.64E+02

2.11E+02

1.58E+02

1.06E+02

5.28E+01

0.00E+00

��
�" A\X'�B�����03�������D�B!��jN�&L��1����	���>�f�Q�

�L�+�0�g�����h�1��������"iA�We\&���@�A�'���+��U,����?*��

Pressure

6.17E+01

-3.70E+01

-1.36E+02

-2.34E+02

-3.33E+02

-4.32E+02

��
�" A^X'�B�����03�������D�B!��&����/����	���>�f�Q�

�L�+�0�g�����h1��������"iA��We[&���@�A�'���+��U,����?*��

Pressure

6.17E+01

-3.70E+01

-1.36E+02

-2.34E+02

-3.33E+02

-4.32E+02

��
�" A[X'�B�����03�������D�B!��jN�&L��/����	���>�f�Q�

�L�+�0�g�����h�1��������"iA�We\&���@�A�'���+��U,����?*��

��

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


�����������	
���������������	����������������������������� !���

��

&*

��
�" AbX�����'�����k�%�"$������:������G��
�-��.��B��:��

'�B����1��	����D!:�B�X�Q!)�%�WeC��

��
>]��?��

��
>;?��

�" AlX_)��M��	.���22)��#a��=�%��(MPa)��������"a�M�

�D!:�B�>]���?�Q!)�%��WeC�'�B����1��	���������>;?��

��

��
>]��?��

��
>;?��

�" AcX����2���#a��=�%��_)��M��	.�(MPa)��������"a�M�

�D!:�B�>]���?�Q!)�%��WeC�'�B����1��	���������>;?��

��

��
>]��?� �>;?��

�" AdX�>]���?���`��03��������1����	�>�*;?�	��������/����

����`��03�>����L�+�0��Q��f\�We&���?*��

��

Pressure

4.30E+02

3.44E+02

2.58E+02

1.72E+02

8.61E+01

0.00E+00

��
�" AWeX�03��1����	��" A���

��

Pressure

5.98E+02

3.59E+02

1.19E+02

-1.20E+02

-3.59E+02

-5.99E+02

��
�" AWWX�03��/����	��" A���

��

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


����������	
��������������	����������������������������� !��

��

&+ 

��
�" AWYX�����'�����k�%�"$������:������G��
�-��.��B��:��

'�B����!F�1��	����D!:�B�X�Q!)�%�meD��

��
>]��?��

��
>;?��

�" AW\X��22)��#a��=�%��_)��M��	.�(MPa)�"a�M��������

�D!:�B�>]���?�Q!)�%��meD�'�B����!F�1��	���������>;?��

��
>]��?��

��
>;?��

�" AW^X����2���#a��=�%��_)��M��	.�(MPa)��������"a�M�

�D!:�B�>]���?�Q!)�%��meD�'�B����!F�1��	���������>;?��

G+ �H��"���

�A��7� G0�(�� ��� �17�� �0:D� 8�E��� F��@�� 8(9D�M��� ��
:�9C� �(9Y� ������ ��,�0�B�7(� /���:�(� 8�0=�� 9D� M��� k��

��� AKQ�� 8(K<�� 8�E�,�� 7(� 89>��� �� ��(� �:.D(�� 8�E�,�
��� /���:�(� X:.��� F��@��8(9D� ��� G1�D��0;� B���9D� h��:1���E

7(��0���=����
�6X;�8�E�,���(�����D��:.D(��+(�,��M���O(,L�����.D�8�E

������,�����Y���0;�B�8(9D�8��205�Z�M���8��P��;��D��L,���D
��7(� /���:�(� 6�:.D(�� AKQ�� �� ��� X:.��� 8�E�,�� G=��@

���19D� ��� �9D��;� 8(9D� F��@�� ��� �:.D(�� 8�E�,���8�E
�����205�Z����F��@���yyQ���,H�B���9��6[�D��Y��N�����

��[�D����.D�K�1�M���N�(B 

�D� �:.D(�9�]� +(�,��M����G�c.�� F�� �D� u��:�(� I������
D�Y����.D�A���:��1�3g���9�������(��L,��F�B��D�AP��Y���s9C

���`�(K�(���(�P� �D� �E�,��`�(K�(��D��� B����M���N�(���9�
���� �9D��;� 8(9D� �� ��(� 9:�;� �:.D(�� M��� �D� �.����

���19D�/7���F��@����,���8�E������205�Z��E��,HB 

�D� 6������ ��,��M��� ��� 9E���� ���0E�A�1����D�~�n9H
� 6�H�>0D�:H� 9����� %�,'� ��� 6t��y��������.D� �01(,�

9~���1,H�wY(��B��,L���E�,��3��D���G=��@���D��L��:�(�(9�7
��(�1�B������N�(������������,��G1,�1�/��D���6��D��:.D(��M��

�k��K1��:�9��O(,L�A��E�69D(9D����^(�(�(��X��:.��M���8�E
����0;� BN��E��k��K1��:�9�� �D� K�1� �:.D(�9�]�M����,���W�

��<��:1�9D(9D�7(�9:�;�8�\��D_������,��X��:.��M����D��=.1
����0;� B� 7(� 89:���;� %��&�(� o.;� 8(9DCPU time���� N�(�

���6M����wL9���D�A(,�S!�U�9;���L(9�B��

��

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


�����������	
���������������	����������������������������� !���

��

&#

I+ JK��
��

�����6�������/���:�(� �D��17���0:D�8�E����4���0���K���1P
A��7� /���@�� ��� �:.D(�9�]� +(�,�� M��� 7(� 6�3�451(�

� A(9��� ���02�9�=;9��(� �:�0'� /�>51(�� 6�.�7� ?�@�� �6�
!"#$B 

STU��

Chakrabarti P.; Chopra A. K.; “Earthquake analysis of 
gravity dams including hydro-dynamic interactions”, 
Earthquake Eng. & Structural Dynamics, Vol. 2, pp 143-
160, 1973 

SWU��

Ghaemian M.; Ghobarah A.; “Non-linear seismic 
response of concrete gravity dams with dam reservoir 
interactions”, Journal of Eng. Structures, Vol. 21, pp 
306-315, 1999 

S_U 

Hall J. F.; Chopra A. K.; “Two-dimensional dynamic 
analysis of concrete gravity and embankment dams 
including hydrodynamic effects”, Earthquake Eng. & 
Structural Dyna-mics, Vol. 10, pp 305-332, 1982 

S{U 

Lotfi V.; “Seismic analysis of concrete dams using the 
pseudo-symmetric technique”, Journal of Dam Eng., 
Vol. XIII issue 2, pp 119-145, 2002 

S|U 

Lotfi V.; “Seismic analysis of concrete gravity dams by 
a decoupled modal approach in time domain”, 
Electronic Journal of Structural Eng., Vol. 3 (2003) pp 
102-116, 2003 

SeU 

Mirzabozorg H.; Khaloo A. R.; Ghaemian M.; 
“Staggered solution scheme for three-dimensional 
analysis of dam reservoir interaction”, Journal of Dam 
Eng., Vol. XIV, issue 2, pp 147-179, 2003 

S�U 

Sharan S. K.; “Finite element modeling of infinite 
reservoirs”, Proc. A.S.C.E., Vol. 111, pp 1457-1469, 
1985 

S�U 

Sharan S. K.; “Time domain analysis of infinite fluid 
vibration”, International Journal for Numerical methods 
in Eng., Vol. 24, pp 945-958, 1987 

S�U 

Tsai C. S.; Lee G. C.; Ketter R. L.; “A semi-analytical 
method for time-domain analyses of dam-reservoir 
interactions”, International Journal for Numerical 
Methods in Eng., Vol. 29, pp 913-933, 1990 

ST�U 

Tsai C. S.; Lee G. C.; “Method for transient analysis of 
three-dimensional dam-reservoir interactions”, Journal 
of Eng. Mechanics, Vol. 116, No.10, Oct. 1990 

STTU 

Weber B.; “Rational transmitting boundaries for time-
domain analysis of dam-reservoir interaction”, Ph.D. 
Dissertation, Swiss Federal Institute of Tech., Zurich, 
Switzerland 

STWU 

Zienkiewicz O. C.; Taylor R. L.; The finite element 
method, 5th Edition, Buttertworth-Heinemann, Oxford, 
UK, 2000 

ST_U 

Bathe K.J.; Finite element procedures, 2nd Edition, 
Prentice-Hall Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, 1995 

ST{U 

 
��

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir

