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ها با روش حجم  امواج فوق بحراني در خمي عدديسازمدل

   و ارزيابي فرضيات راه حل تحليليRoe-TVDمحدود 

  iiii؛ محمدرضا جعفرزادهi٭  iعليرضا شمخالچيان

   چكيده

 مطالعه Roe-TVDدر اين تحقيق جريان فوق بحراني در کانال خميده رينر و هاگر با روش عددي حجم محدود 

.  موجود رينر و هاگر مقايسه گرديديشگاهي آزمايهاو داده HLL يايپن، روش عدد‐ يلي ناپشده و با روش تحل

ده شد که امواج مورب ي تحليلي ارزيابي شده و د فرضيات راه حليآنگاه با استفاده از نتايج روش عددي، درست

 ثابت بودن يهافرض، >٢/٤Fr0عداد فرود ورودي ادر  .شوندفوق بحراني ايستا در مسير خود در خم پخش مي

 حدود ي با خطامخصوصسرعت متوسط مقطع در طول خم و بدون اصطکاک بودن جريان يا ثابت بودن انرژي 

 ي حداکثر چهار درصد قابل چشم پوشييک درصد قابل قبول است و تغييرات سرعت در ديوار خارجي با خطا

  . شوندشود و فرضيات فوق بي اعتبار ميميخشک با افزايش عدد فرود ورودي، جريان در ديواره داخلي خم  .است

   کلمات کليدي

  .محدود مورب ايستا، حجم بحراني، امواجفوقهاي خميده، جريان کانال

Numerical Modeling of Supercritical Waves in Bends 
with the Finite Volume Method of Roe-TVD and 

Appraisal of Analytical Assumptions 
A. R. Shamkhalchian; M. R. Jaefarzadeh 

ABSTRACT 

In this research, using the finite volume method of Roe-TVD, supercritical flow in the curved channel 
of Reinauer and Hager was studied and the results were compared with the analytical method of Knapp-
Ippen, the numerical method of HLL and the available experimental data of Reinauer and Hager. Then, 
using the numerical results, the accuracy of the assumptions of the analytical method was evaluated. It 
was observed that the super-critical oblique standing waves are diffused along the bend way. With an 
inlet Froude number, Fr0<4.2, the assumptions of constant average cross-sectional velocity along the 
bend and frictionless flow or constant specific energy is acceptable with an error of around one percent 
and the velocity variation at the external wall is tolerable with a maximum error of four percent. By 
increasing the inlet Froude number, flow at the internal wall dries up and the above assumptions are 
invalidated. 
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  مقدمه ‐۱

  ايهنگامي که يک جريان فوق بحراني واردکانال خميده

اي از امواج هاي کانال مجموعهشود بر اثر انحناي ديوارهمي

يافتن شکل کلي، موقعيت . آينده وجود ميبمورب در سطح آب 

. ن بوده استها مورد علاقه محققيو ارتفاع اين امواج در ديواره

 از اولين کساني بودند که ]۲[ و همچنين ناپ و ايپن ]۱[کارمن 

هايي، روابط تحليلي براي تعيين موقعيت امواج و با اعمال فرض

هارت، لنا، استفلر و . دست آوردندارتفاع سطح آب در خم به

طاهر شمسي نيز از محققيني بودند که روابط تحليلي ديگري 

رينر و هاگر  .]۳[ي در خم ارائه نمودند براي جريان فوق بحران

 ]۶[ و بلترامي و همکاران ]۵[، پوگي ]۳[، طاهر شمسي ]۴[

 در .ها را بررسي نمودندبطور آزمايشگاهي اين نوع جريان

هاي عددي براي بررسي اين نوع  روش  هاي اخير ازسال

براي مثال ولياني و کاليفي با . ها استفاده شده است  جريان

 جريان فوق بحراني HLLه از روش عددي حجم محدود استفاد

  . ]۷[سازي نمودند  در خم را مدل

در اين مقاله جريان فوق بحراني در خم با استفاده از روش 

هاي سازي شده و با داده شبيهRoe-TVDعددي حجم محدود 

هاي تحليلي کارمن و  و فرمول]۴[ هاگر ‐آزمايشگاهي رينر

هاي د، آنگاه درستي فرضيات حلشو  ايپن مقايسه مي‐ ناپ

تحليلي بر اساس نتايج مستقل بدست آمده از روش عددي گفته 

  .شده ارزيابي خواهند شد

  ها جريان فوق بحراني در خمتحليليحل  ‐٢

، امواج فوق بحراني مثبت و منفي در يک خم )۱(شکل در 

ج در ديواره خارجي با زاويه اولين فراز مو. رسم شده است

maxθ از ورودي خم و اولين نشيب آن در ديواره داخلي با زاويه 

minθدر محاسبات نظري فرض بر آن است . شود توليد مي

mθθθکه == minmaxموقعيت فراز و نشيب اين امواج از .  باشد

آيد، و بر اين  هندسه کانال و مشخصات جريان بدست مي

 :]۲[م اساس داري

)١(  
β

θ
tan)2(

2tan 1

br
b

c
m +
= −  

 β شعاع مرکزي خم و زاويه       rc عرض کانال خميده،     bکه در آن    
  . شود تعريف مي) 0Fr(بر حسب عدد فرود ورودي کانال 

)۲(  
0

0
0

0

1 ;)1(sin
gh
VFr

Fr
== −β  

عمـق و سـرعت آب در ورودي     به ترتيبV0 و h0 عوامل )۲(در 

شـود  در محاسبات تحليلي فرض مي    .  شتاب جاذبه است   gخم و   

، مجموعـه امـواج     mθکه پـس از تـشکيل اولـين مـوج در زاويـه            

زوايـاي  هاي پي در پي در امتداد خـم در           متوالي با فراز و نشيب    

 ...)θm
,۳ θm

) ۱(شـکل   ، به طور دقيق و بـدون اسـتهلاک طبـق            )۲,

  .]۲[کنند  توسعه پيدا مي

 جريان دو بعدي در کانال ‐ ۱هاي کارمن با اعمال فرض

 سرعت متوسط ثابت بر سطح مقطع ‐ ۲افقي با مقطع مستطيلي 

دست به       را Fr و θ ين ب جريان بدون اصطکاک، رابطه‐ ۳

  :]۱[آورد 

)۳(  m
FrFr

θθθθ <<+
−

−
−

= −− 0
1

1tan
1

3tan3 02

1

2

1  

θ       ،0زاويه خم از ابتداي آنθ   مقدار ثابت و ghVFr  عدد  =

 سـرعت   V و   θ عمق آب ديواره خارجي در زاويـه       h. فرود است 

در دهانه ورودي خـم،     ). V=V0طبق فرض   (متوسط مقطع است،    

0=θ          تـوان مقـدار     و عدد فـرود مـشخص اسـت، بنـابراين مـي

  .  را محاسبه نمود0θثابت
 

  
  ]۸[در يک خم   امواج مورب جريان فوق بحرانيتشکيل): ۱(شکل 

هاي اول و دوم کارمن را پذيرفتند و رابطه ناپ و ايپن فرض

 را براي نيمرخ سطح آب در ديوار خارجي و داخلي ارائه )۴(

   :]۹[، ]۲[نمودند 

)۴(  mFr
h
h

θθθβ <<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±= 0

2
sin22

0
0

  

 ارتفـاع آب در کانـال       h0 و   θ  آب در زاويـه     ارتفـاع  hکه در آن،    

 موقعيـت فـراز     )۱(اگر از رابطـه     . شودورودي به خم تعريف مي    

  ارتفـاع  )۴( يـا    )۳(توان با استفاده از رابطـه       موج تعيين شود مي   
مطالعات آزمايشگاهي نـاپ و ايـپن       . بيشينه آن را محاسبه نمود    

نشان داد که سرعت مماسي در ديواره خارجي به نـسبت ثابـت             

  .است

  هاي کم عمقمعادلات آب ‐٣

هاي کم عمق، مشخصات جريان با استفاده از معادلات آب

شکل . آيد دست مي يده بههاي خمفوق بحراني درکانال
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هاي کم عمق در دو بعد براي کانال ديفرانسيلي معادلات آب

افقي با چشم پوشي کردن از اثرات اصطکاکي به صورت رابطه 

  :]۱۰[شود  نوشته مي)۵(

)۵(  0=
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U ار متغيرهاي بقاء و      بردF (G)    بردار شار در راستاي محور x 

(y) شوند تعريف مي)۶( هستند و بصورت رابطه :  

)۶(   

2
1

      
       

)( ; 

      
2
1

      

)( ; 

22

22

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ghhv

huv
hv

UG

huv

ghhu

hu

UF
hv
hu
h

U
  

h ،ارتفــاع ســطح آب در هــر نقطــه g شــتاب ثقــل و u )v(مؤلفــه  

  .  است)x )yگيري شده در عمق در راستاي سطسرعت متو

    Roe-TVDالگوي دو بعدي روش عددي  ‐٤
توان مشخصات با استفاده از روش عددي حجم محدود مي

دو بعدي جريان فوق بحراني در خم را بدون پيش فرض 

 بر هر )۵(، سيستم )۲(شکل با توجه به . خاصي محاسبه نمود

 جداسازي )۷(هاي چهارگوش به صورت رابطه کدام از سلول

  .]۱۲ [،]۱۱[شود مي

X

Y

x n
y t

n=(n xj ,n yj )
j

ψ j

Ω i

  
             اصلي و محلي براي محاسبهمختصاتسيستم ): ۲(شکل 

  شار دو بعدي
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iΩ    ،مساحت سلول jψ     طول وجـه j    ،ام آن )nx,j,ny,j(       مؤلفـه -
 nگام زماني، بـالانويس     ∆j ، tهاي بردار نرمال خارجي به وجه       

ايـن مقالـه    در  . ( تعداد وجوه سلول است    nbشماره گام زماني و     

هاي چهـار گـوش اسـتفاده شـده اسـت،           به علت اين که از سلول     

  .)شودمي =۴nbمقدار 

 به Roe با استفاده از روش )۷(مقادير شار عددي در رابطه 

 و i مربوط به سلول lزير نويس (شود روش زير محاسبه مي

  ): اور است مربوط به سلول مج rزيرنويس
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Rماتريس بردارهاي ويژه راست است  :  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

−+−=

yyx

xxy

ncvncvn

ncuncunR
~~~~   

~~~~
1           1         0

 )۱۰( 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−++

−−

−

=−

yxyx

yxyx

xyxy

nn nvnuc

nnnvnuc

nc  nc)nv-nu(c

c
R

  ~~~
          ~~~

~2~2~~~2

.~2
11  )۱۱( 

Λ، )۹(در رابطه 
~

  :  ماتريس متوسط مقادير ويژه است
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 بـر مـرز سـلول و در سـمت چـپ و      rو l متغيرهاي بـا انـديس   

بـراي رسـيدن بـه دقـت مرتبـه دو،           . انـد راست آن تعريف شـده    

متغيرهاي اوليه در هر سلول بـه صـورت تـابعي خطـي نوشـته               

چنين براي کنترل نوسـانات از محدودکننـده شـيب          هم. شوندمي

 U مقـادير    ،sبنابراين در هر راستاي     . شودمين مود استفاده مي   
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  and  ababb  if

  and  abbaa  if

(a,b)  

n
iU~       مقدار متوسط بردار متغيرهاي بقا است کـه در هـر گـام از 

براي جلوگيري از ناپايـداري عـددي،       . آيددست مي حل عددي به  

هـا   در تمام سلول   ،)CFL(لوي‐فردريخ‐لازم است شرط کورانت   

  :برقرار باشد
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)۱۶(  1
/)/(

≤
∆Ω

+
=

tP
ghV

N
ii

ii
CFL  

Vi مقدارسرعت برايند و Pi محيط سلول iاست .  

ها فوق بحراني بوده در اين تحقيق، رژيم جريان در خم

بنابراين شرايط مرزي مورد نياز مانند عمق و سرعت با 

لادست در ورودي خم اعمال شده استفاده از اطلاعات کانال با

 ١هاي کانال از شرط مرزي لغزشيسازي ديواربراي مدل. است

معادلات غيردائمي آبهاي کم عمق تا رسيدن به . استفاده شد

که اختلاف مجموع اعماق کليه حالت پايدار تحليل شدند و زماني

ها به شد، پاسخ۱۰‐۷ ها در دو گام متوالي زماني کمتر ازسلول

  . ان حل دائمي درنظر گرفته شدندعنو

مطالعات آزمايشگاهي جريان فوق بحراني در  ‐٥

  هاي خميده کانال

- جريان فوق بحراني در کانال۱۹۹۷رينر و هاگر در سال 
هاي خميده با مقطع مستطيلي را به طور آزمايشگاهي مطالعه 

هاي آنها به شرح زير مشخصات هندسي يکي از کانال. نمودند

  :]۴[بوده است 

  m ۲۵/۰=  عرض کانال  º۵۱= زاويه خم

  m ۶۰۷/۳= شعاع مرکزي   º۰=شيب کانال

هاي داخلي و هاي رينر و هاگر براي ديوارنتايج آزمايش

و )  الف‐ ۳(شکل خارجي به ازاي اعداد فرود ورودي مختلف در 

 به wiτوowτهاکلدر اين ش. نشان داده شده است) ب‐۳(

بعد شده در ديوارهاي خارجي و داخلي هستند ترتيب اعماق بي

  : شوند تعريف مي)۱۸( و )۱۷(و طبق روابط 

)۱۷(  
0max

0

hh
hh

ow −
−

=τ  

)۱۸(  
0min

01
hh

hh
iw −

−
−=τ  

  
  ديوار خارجي ) الف(

  
  ديوار داخلي) ب(

  ]۴[ آزمايشگاهي رينر و هاگرنتايج): ۳(شکل 

h،ارتفاع آب در هر زاويه انحراف  hmax و hmin به ترتيب 

 ارتفاع آب در کانال بالادست h0هاي بيشينه و کمينه و عارتفا

maxminهمچنين. است )( θθ در ) نشيب( محل تشكيل اولين فراز

رينر و هاگر بر اساس مشاهدات . است) داخلي(ديوار خارجي 

  . اندداده ارائه minθوmaxθآزمايشگاهي روابطي براي محاسبه

)۱۹(  
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r
bFr

θtan

m
0

m
0

m
0

m
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max
 

)۲۰(  
mr
bFr0min 2tan =θ  

رينر و هاگر  بر اساس نتايج آزمايشگاهي، روابطي ارائه 

توان سطح آب را در ديوارهاي ها ميوسيله آننمودند که به 

  .دست آورد اولين موج بهخارجي و داخلي در محدوده

)۲۱(  1.25 /  0,)]
2

[(sin max
max

5.1 <≤= θθ
θ
θπτow  

)۲۲(  1.2 /  0,)]
2

[(sin1 min
min

5.1 <≤−= θθ
θ
θπτiw  

ر محدوده  مناسبي د پاسخ)۲۱(، رابطه )۳(شکل طبق 

۲۵/۱≤< max /θθ۷۵/۰بزرگ     دهد و از آنجا که  بدست مي-
ترين اعماق در اين محدوده وجود دارند، از نظر مهندسي نيز 

  . مورد علاقه است

براي نيمرخ سطح آب در ديوار خارجي رابطه ديگري نيز 

  :ارائه شده است

)۲۳(  

4.1

)8.3(1
max

0 θ
θ

τ
j

ow

−
=  

ــابع بــسل مرتبــه صــفر اســت j0کــه در آن   در )۲۳(رابطــه  .٢  ت

>≥۲۵/۱  محدوده max /θθ۷۵/۰هاي نزديکـي بـه معادلـه     جواب

ــي)۲۱( ــدوده   م ــد و در مح >≥۲ده max / θθ۲۵/۱ ــخ ــز پاس   ني

  . ]۶[، ]۴[مناسبي دارد 
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مقايسه روابط تحليلي و مطالعات آزمايشگاهي  ‐٦

   هاگر‐هاي عددي براي کانال خميده رينربا روش

ولياني و کالفي، کانال خميده رينر و هاگر را با استفاده از 

در اين . ]۷[اند سازي نموده مدلHLLروش حجم محدود 

ده رينر و هاگر به كمك روش حجم محدود تحقيق نيز كانال خمي

Roe-TVDموقعيت کلي امواج مورب دو ) ۴( شکلدر .  مدل شد

 با روش Roe-TVDبعدي در پلان، بدست آمده از مدل عددي 

.  مقايسه شده است۵/۲ ايپن، به ازاي عدد فرود ‐تحليلي ناپ

 روش عددي هستند و خطوط توپر، هاي تراز، مربوط به منحني

در . نمايند  مشخص مي)۱(موقعيت امواج مورب را از رابطه 

 تا ۱۷ درجه و ۱۷ تا ۰مجموع سه موج کامل در فاصله زواياي

هاي داخلي و خارجي  درجه در ديواره۵۱ تا ۳۴ درجه و ۳۴

واج در ديوار خارجي به طور فراز اين ام. تشکيل شده است

.  درجه واقع شده است۵/۴۲ و ۵/۲۵ و ۵/۸تقريبي در زواياي 

نسبت عمق اولين فراز موج به عمق اوليه جريان  η، )۵( شکلدر 

0max(ورودي در کانال بالادست  / hh=η ( براي روش عددي

Roe-TVD روش عددي ،HLL ولياني و کالفي، روابط تحليلي 

 ايپن به همراه نتايج آزمايشگاهي رينر و هاگر به ‐کارمن و ناپ

.  رسم شده است۸ و ۶، ۴، ۳، ۵/۲ازاي عددهاي فرود ورودي 

 cm ۵عمق جريان در کانال بالادست در تمام حالات برابر با 

هاي  شود، پاسخ روشطور که در اين شکل ديده ميهمان. است

   ، بريكديگر منطبق است و پاسخRoe-TVD و HLLعددي 

 ايپن بسيار نزديك به يکديگر ‐ هاي تحليلي كارمن و ناپ مدل

هاي عددي و روابط ، جواب۴در اعداد فرود کمتر از . هستند

که با افزايش تحليلي به نتايج آزمايشگاهي نزديك است در حالي

صوص حل تحليلي از هاي عددي و به خعدد فرود، فاصله جواب

  .شودنتايج آزمايشگاهي بيشتر مي

  
موقعيت امواج بر اساس حل عددي و رابطه ناپ و ايپن ): ۴(شکل 

  ۵/۲براي خم رينر و هاگر در عدد فرود 

  

  

  بط تحليلي و آزمايشگاهي مقايسه نتايج عددي با روا): ۵(شکل 

  

مقادير اعماق بدون ) ب‐۶(و) الف‐ ۶( شکلدر نمودارهاي 

 با استفاده از روش min/θθ وmax/θθ در مقابلiwτ وowτبعد 

 ازاي اعداد فرود مختلف با روابط تجربي  بهRoe-TVDعددي 

هاي رينر و هاگر دست آمده از آزمايش به)۲۳( و )۲۲(، )۲۱(

ه اولين موج نشان براي ديوارهاي خارجي و داخلي در محدود

شود حداکثر اختلاف طور که ديده ميهمان. داده شده است

 ۴هاي عددي و آزمايشگاهي به ازاي اعداد فرود کمتر از جواب

mθθ>۱در محدوده   درصد ۱۲ کمتر از iwτ و owτ براي /

 .است
ي جريان در ديوارهاي داخلي و نيمرخ طول) ۷(در شکل 

هاي ناپ و ايپن به بينيخارجي بر اساس نتايج عددي و پيش

در ديوار خارجي، .  نشان داده شده است۵/۲ازاي عدد فرود 

 عددي، بر مقادير  منحني اولين موج از ابتدا تا فراز موج در مدل

در ديوار داخلي نيز منحني اولين موج . تحليلي منطبق است

ز ابتدا تا نشيب، به موج تحليلي بسيار نزديک است اما عددي، ا

برخلاف فرضيات حل تحليلي، فراز موج عددي در ديوار 

در . خارجي روبروي نشيب آن در ديوار داخلي واقع نشده است

هاي داخلي و خارجي به طور ادامه، امواج عددي در ديوار

 شوند اما امواج تحليلي، طبق فرض، به طور طبيعي پخش مي

بديهي است که اين فرض چندان معقول به . شوند دقيق تکرار مي

بنابراين بررسي محدوده درستي ساير . رسد نظر نمي 

 .مفروضات حل تحليلي لازم است

1
2
3
4
5
6
7
8
9

1 3 5 7 9
Fr 0

Roe-TVD (Present model) 

HLL 

[1] ،) 3( كارمن   

[2] ،) 4(پن يا- ناپ  

[4] ،يشگاهيج آزماي نتا  

 [7] η
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τ o
w
 

  
   ديوار خارجي) الف(

 

  
  ديوار داخلي) ب(

  و روابط تجربي  رينر و هاگرعدديمقايسه نتايج ): ۶(شکل 

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0 10 20 30 40 50θ(˚)

h(
m

)

Roe-TVD-ديوار خارجي
Roe-TVD-ديوار داخلي
ديوار خارجي-ناپ و ايپن
ديوار داخلي-ناپ و ايپن

   نيمرخ جريان در ديوارهاي  داخلي و خارجيمقايسه): ۷(شکل 

ارزيابي فرضيات حل تحليلي با استفاده از  ‐٧

  هاي عددي روش

ايپن با اعمال ‐ کارمن و ناپذکر شد، طور که در همان

هاي خميده  فرضياتي توانستند حل تحليلي جريان را در کانال

بوط به ماهيت جريان و هندسه فرض اول مر. دست آورندبه

در ادامه مقاله درستي . کانال بود و قابل مناقشه نيست

هاي بعدي به طور مستقل با استفاده از حل معادلات  فرض

  . شوندهاي عددي بررسي مي هاي کم عمق به کمک روش آب

  فرض ثابت بودن سرعت متوسط در طول کانال ‐١‐٧

ه قسمت  به سº۵۱براي تحقيق در مورد فرض فوق، خم 

تقسيم شد و در ميانه هر قسمت سه مقطع در 

 از ابتداي خم درنظر گرفته شدند، º۵/۴۲ وº۵/۸،º۵/۲۵زواياي

اين مقاطع به طور تقريب در موقعيت فراز ) ۷(و ) ۴( شکلمطابق 

موقعيت مقاطع ) ۸( شکلدر . اندامواج ديوار خارجي واقع شده

عمق و سرعت ) ج‐ ۹(تا ) الف–۹( شکلدر . نشان داده شده است

 رسم شده ۵/۲جريان در اين مقاطع، به ازاي عدد فرود ورودي 

با توجه به شکل تغييرات عمق جريان در هر مقطع تقريباً . است

به . ر مرکزي کانال، متقارن معکوس استخطي و نسبت به محو

همين  دليل در صورتيکه ارتفاع آب در خط مرکز کانال ثابت 

بنابراين با . ماندباشد، سطح مقطع جريان در طول خم ثابت مي

توجه به ثابت بودن دبي جريان، فرض ثابت بودن سرعت 

نيمرخ ) ۱۰( شکلدر. شودمتوسط مقطع در طول خم منطقي مي

شود ديده مي. سطح آب در شعاع مرکزي خم ترسيم شده است

متغير و سينوسي شکل است اما با که هر چند عمق جريان 

 درصد، به طور متوسط برابر با عمق ±۵تغييراتي کمتر از 

  . است) cm ۵(جريان ورودي به خم 
  

 
   مقاطع در خم رينر و هاگرموقعيت): ۸(شکل 

  

0

0.04

0.08

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

b(m)

h(
m

)

0
0.4
0.8
1.2
1.6

2

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

b(m)

V(
m

/s
)

  
   .º۵/۸ مقطع زاويه) الف(

0

0.4
0.8

1.2

1.6

2

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

b(m)

V(
m

/s
)

 
0

0.04

0.08

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
b(m)

h(
m

)

  
  .º۵/۲۵مقطع زاويه ) ب(

0

0.04

0.08

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

b(m)

h(
m

)

0
0.4
0.8
1.2
1.6

2

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

b(m)

V(
m

/s
)

  
   .º۵/۴۲مقطع زاويه   ) ج(

  

 مختلف، به ازاي  مقاطعنيمرخ سطح آب و سرعت براي ): ۹(شکل 

  ۵/۲عدد فرود ورودي 
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0.03
0.035
0.04

0.045
0.05

0.055
0.06

0.065
0.07

0 10 20 30 40 50 60θ(º)

h(
m

)

  
نيمرخ سطح آب در خط مرکزي کانال براي عدد فرود ): ۱۰(شکل 

  ۵/۲ورودي 

  ) m/s(هاي متوسط عددي در مقاطع مختلف سرعت): ۱(جدول 

  قطعم

Fr0 
θ=۰º θ= ۵/۸ º θ= ۵/۲۵ º θ= ۵/۴۲ º Pv(%)  

۵/۲  ۷۵۰۵/۱  ۷۴۵۶/۱  ۷۴۵۹/۱ ۷۴۲۴/۱  ۴۶/۰ 

۳ ۱۰۰۶/۲ ۰۹۴/۲ ۰۹۵۹/۲ ۰۹۱۹/۲  ۴۲/۰ 
۴ ۸۰۰۹/۲ ۷۹۳۷/۲ ۷۸۴۲/۲ ۷۷۸/۲  ۸۲/۰ 
۱/۴  ۸۷۰۸/۲  ۸۶۴۵/۲  ۸۵۴۱/۲  ۸۴۷۸/۲  ۰۰/۱  

۲/۴  ۹۴۰۹/۲  ۹۳۴۶/۲  ۹۲۱۰/۲  ۹۱۶۹/۲  ۸۱/۰  

۳/۴ ۰۱۰۹/۳  ۰۰۴۵/۳  ۹۳۵۱/۲  ۹۸۴۳/۲  ۵۲/۲  

۵/۴  ۱۵۱۰/۳  ۱۴۴۵/۳  ۹۹۰۱/۲  ۱۱۹۵/۳  ۱۱/۵  

۷/۴ ۲۹۱۰/۳  ۲۸۴۵/۳  ۰۵۲۲/۳  ۲۵۳۳/۳  ۲۶/۷  

۵  ۵۰۱۰/۳  ۴۹۴۴/۳  ۱۶۲۸/۳  ۴۵۳۹/۳  ۶۶/۹  

۳/۵ ۶۴۱۲/۳  ۶۳۴۴/۳  ۲۵۷۳/۳  ۵۸۶۰/۳  ۵۴/۱۰  

۵/۵ ۸۵۱۲/۳ ۸۴۴۳/۳ ۳۷۲۶/۳ ۷۸۴۳/۳  ۴۳/۱۲ 
۶ ۲۰۱۳/۴  ۱۹۲۶/۴ ۸۲۹۹/۳ ۱۳۳۷/۴  ۸۴/۸ 
۸ ۶۰۱۷/۵  ۵۸۹۹/۵ ۰۶۴۳/۵ ۴۴۵۵/۵  ۵۹/۹ 

هاي متوسط در سه مقطع و به ازاي سرعت) ۱( جدولدر 

در اين . ختلف به خم ارائه شده استاعداد فرود ورودي م

 حداکثر درصد نسبت تغييرات سرعت متوسط در هر Pvجدول، 

شود ديده   مي.  است)º۰ =θ (به سرعت کانال بالادست θمقطع 

شود حداکثر تغييرات سرعت متوسط به که ملاحظه مي

 از يک درصد کمتر است، بنابراين فرض ثابت >٢/٤Fr0ازاي

طول خم حداقل در اين محدوده بودن سرعت متوسط در 

 Fr0<۲/۴رسد، در صورتي كه جريان فرض مناسبي به نظر مي

  هاي ديوار داخلي خم خشكباشد، جريان در بعضي قسمت

  . خورد شود و فرض مقطع مستطيلي كانال بهم ميمي

   اصطکاک بدون جريان فرض ‐٢‐٧

پوشي در صورتيکه از اصطکاک در طول خم افقي چشم

)صشود انرژي مخصو )gvhE  در تمام مقاطع ثابت =+22

مقدار انرژي مخصوص در سه مقطع به ) ۲(جدول  در. ماند مي

در اين جدول . ازاي اعداد فرود ورودي مختلف داده شده است

PE حداکثر درصد نسبت تغييرات انرژي مخصوص در طول خم 

در اعداد فرود مختلف به انرژي مخصوص کانال بالادست 

طبق اين جدول حداکثر تغييرات انرژي مخصوص به . است

 در حدود يک درصد است بنابراين فرض ثابت >٢/٤Fr0ازاي

بودن انرژي مخصوص در طول خم نيز حداقل در اين محدوده 

 Fr0<۲/۴در جريان هاي با . رسدجريان، مناسب به نظر مي

در ديواره داخلي طور که گفته شد خشک شدگي جريان همان

  . زند خم، فرض جريان در کانال مستطيلي را بهم مي

  مقاطع مختلف ) m(انرژي مخصوص ): ۲(جدول 

 مقطع 
Fr0       

θ=۰º θ= ۵/۸ º θ= ۵/۲۵ º θ= ۵/۴۲ º PE(%) 

۲/۵ ۰/۲۰۶۳ ۰/۲۰۶۱ ۰/۲۰۵۹ ۰/۲۰۵۶ ۰/۲۹ 
۳ ۰/۲۷۵ ۰/۲۷۴۶ ۰/۲۷۴۲ ۰/۲۷۳۸ ۰/۴۳ 
۴ ۰/۴۵ ۰/۴۴۹۳ ۰/۴۴۶۱ ۰/۴۴۵۲ ۱/۰۶ 
۱/۴  ۰/۴۷۰۲ ۰/۴۶۰۹ ۰/۴۶۵۹ ۰/۴۶۵۳ ۰۳/۱  

۲/۴  ۰/۴۹۱۰ ۰/۴۹۰۷ ۰/۴۸۵۴ ۰/۴۸۵۵ ۱۳/۱  

۳/۴  ۵۱۲۳/۰  ۵۱۱۸/۰  ۴۹۱۲/۰  ۵۰۵۵/۰  ۱۱/۴  

۵/۴  ۰/۵۵۶۳ ۰/۵۵۵۸ ۱/۵۱۶۰ ۰/۵۴۷۱ ۵/۷  

۷/۴  ۶۰۲۲/۰  ۶۰۱۷/۰  ۵۴۸۵/۰  ۵۹۰۵/۰  ۹۲/۸  

۵ ۰/۶۷۵۰ ۰/۶۷۴۴ ۱/۵۹۰ ۰/۶۵۹۶ ۶۹/۱۱  

۳/۵  ۷۲۶۰/۰  ۷۲۵۳/۰  ۶۳۳۰/۰  ۷۰۷۲/۰  ۸۱/۱۲  

۵/۵ ۰/۸۰۶ ۰/۸۰۵۲ ۱/۶۸۶۲ ۰/۷۸۱۸ ۱۴/۸۶ 
۶ ۰/۹۵ ۰/۹۴۸ ۱/۸۵۷۳ ۰/۹۲۳۲ ۹/۷۶ 
۸ ۱/۶۵ ۱/۶۴۵۷ ۱/۴۵۵۱ ۱/۵۶۵۸ ۱۱/۸۱ 

  بررسي ثابت بودن سرعت در ديوار خارجي ‐٣‐٧

  ايپن نشان داد که سرعت در‐مطالعات آزمايشگاهي ناپ

نيمرخ سرعت ) ۱۱( شکلدر . طول ديوار خارجي ثابت است

-Roeبر اساس نتايج حل عددي ) Vt(مماسي در ديوار خارجي 

TVD ۳( جدول در.  رسم شده است۵/۲ براي عدد فرود (

سرعت مماسي و حداکثر تغييرات نسبي آن در ديوار خارجي به 

  .  مختلف آورده شده استازاي اعداد فرود

 حداکثر درصد نسبت تغييرات سرعت Pvt، )۳(جدول در

شود حداکثر تغييرات نسبي  طور که ديده ميهمان. مماسي است

با توجه به اين نکته و با .  درصد است۴سرعت کمتر از حدود 

ت مماسي در ، فرض ثابت بودن سرع)۱۱( شکلدرنظر گرفتن 

  . رسدنظر ميديوار خارجي تا حدودي مناسب به
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نيمرخ سرعت مماسي در ديوار خارجي بر اساس حل ): ۱۱(شکل 

  ۵/۲ براي عدد فرود Roe-TVDعددي 
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  سرعت مماسي در ديوار خارجي در مقاطع مختلف ): ۳(جدول 

 مقطع
Fr0 

θ=۰º θ= ۵/۸ º θ= ۵/۲۵ º θ= ۵/۴۲ º PVt(%)  

۵/۲  ۱/۷۴۸۹ ۱/۸۴۷۹ ۱/۸۰۱۲ ۱/۸۰۷۱ ۲/۵۲۴ 
۳ ۲/۰۹۸۷ ۱/۹۸۱۷ ۲/۰۶۴۴ ۲/۰۴۴۴ ۴/۰۰۴ 
۴ ۲/۷۹۹ ۲/۶۷۳۸ ۲/۷۰۲۸ ۲/۶۶۱۶ ۱/۵۲۳۲ 
۱/۴  ۲/۸۶۹۹ ۲/۷۴۴۵ ۲/۷۶۸۴ ۲/۷۳۴۴ ۱/۲۲۸۹ 
۲/۴  ۲/۹۴۰۰ ۲/۸۱۴۶ ۲/۸۳۳۷ ۲/۸۱۵۲ ۰/۶۷۳۱ 
۳/۴  ۰۰۹۹/۳  ۸۸۴۳/۲  ۸۸۹۴/۲  ۸۹۹۸/۲  ۵۳۴۹/۰  

۵/۴  ۳/۱۵۰۱ ۳/۰۲۴۹ ۳/۰۳۲۰ ۳/۰۶۹۵ ۱/۴۵۲۷ 
۷/۴  ۲۹۰۱/۳  ۱۶۵۰/۳  ۱۶۴۹/۳  ۲۱۴۰/۳  ۵۲۶۹/۱  

۵ ۳/۵۰۰۱ ۳/۳۷۵۳ ۳/۳۶۴۰ ۳/۴۱۵۱ ۱/۴۹۶۰ 
۳/۵  ۶۴۰۳/۳  ۵۱۵۵/۳  ۴۹۷۰/۳  ۵۴۶۹/۳  ۴۰۷۳/۱  

۵/۵ ۳/۸۵۱۲ ۳/۷۲۵۸ ۳/۶۹۷۴ ۳/۷۴۸۳ ۴/۱۵۸۴ 
۶ ۴/۱۹۹۳ ۴/۰۷۴۱ ۴/۰۳۲۵ ۴/۰۸۶۹ ۱/۳۳۱۰ 
۸ ۴/۵۹۹۴ ۵/۴۶۷۷ ۵/۳۹۵۳ ۵/۴۵۹۳ ۱/۳۲۲۷ 

  

  

  نتيجه ‐٨

جريان فوق بحراني در کانال خميده رينر و هاگر با مقطع 

سازي شد   مدلRoe-TVDمستطيلي با استفاده از روش عددي 

هاي و با جوابهاي تحليلي و نتايج آزمايشگاهي و همچنين جواب

در ادامه .  مقايسه گرديدHLLدست آمده از روش عددي به

سازي عددي کمک شبيههاي تحليلي بهضيات روشدرستي فر

ارزيابي شد و مشخص شد که برخلاف فرضيات حل تحليلي 

ايپن، امواج  فوق بحراني در مسير خود در خم پخش ‐ ناپ

دو فرض ثابت بودن سرعت متوسط مقطع در طول . شوند مي

خم و بدون اصطکاک بودن جريان يا ثابت بودن انرژي 

 با خطاي حدود يک درصد قابل >٢/٤Fr0مخصوص به ازاي

همچنين سرعت در ديواره خارجي را در همان . قبول هستند

توان ثابت محدوده اعداد فرود با خطاي حداکثر چهار درصد مي

با افزايش عدد فرود ورودي، جريان در ديواره خم . فرض نمود

  .شودشود و از دقت فرضيات فوق کاسته مي داخلي خشک مي
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  زير نويس ها ‐١٠

                                                            
1. slip boundary  condition    
2 . Bessel function of zero order 
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