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بررسی مؤلفه‌های نفوذپذیری و دبی جریان ورودی بر روی شکاف هیدرولیکی در محیط متخلخل 
اشباع
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دانشکده مهندسی عمران ، دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی، تهران، ایران

چکیده: در این مقاله، یک مدل هیدرومکانیکی برای بررسی محیط متخلخل اشباع دارای ناپیوستگی ارائه شده است. برای 
مدلسازی ناپیوستگی از مدل رفتاری ترک چسبنده استفاده شده و جریان در داخل ناپیوستگی لایه‌ای درنظر گرفته شده است. 
معادله مومنتوم کل و معادله بقای جرم در ترکیب با فرم کلی قانون دارسی برای فاز سیال نوشته شده است. برای حل معادلات 
به روش عددی، از روش استاندارد اجزای محدود برای پاره‌سازی معادلات در حوزه مکان و از روش نیومارک برای پاره‌سازی 
معادلات در حوزه زمان استفاده شده است. در نهایت، اثر نفوذپذیری محیط و نرخ تزریق بر روی گسترش شکاف هیدرولیکی 
بررسی و مشاهده شده است که با افزایش نفوذپذیری، رشد ترک آرام‌تر و با افزایش نرخ تزریق، رشد ترک سریع‌تر خواهد شد. با 
3/3 برابر شدن نفوذپذیری، بازشدگی دهانه ترک 43/8 درصد پس از یک ثانیه و 29/4 درصد پس از 6 ثانیه کاهش پیدا کرده 
و طول ترک نیز 20 درصد پس از یک ثانیه و 15/9 درصد پس از 6 ثانیه کاهش می‌یابد. با 2، 3 و 4 برابر شدن نرخ تزریق، 

طول ترک پس از 6 ثانیه به ترتیب 30/5، 55/9 و 76/3 درصد افزایش می‌یابد.
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مقدمه-11
اثر  بر  ترک  یک  آن  در  که  است  فرآیندی  هیدرولیکی،  شکاف  ایجاد 
فشار سیال داخل آن گسترش می‌یابد. این عمل می‌تواند به منظور افزایش 
برداشت از چاه‌های نفت، افزایش ظرفیت دفع مواد خطرناک در داخل زمین، 
آبدار آن  بین لایه‌های  ارتباط  ایجاد  برجای1 زمین و  اندازه‌گیری تنش‌های 

بکار گرفته شود ]1[.
شکاف هیدرولیکی، فرایندی پیچیده بوده که در آن تغییر شکل مکانیکی 
رشد  و  ترک  درون  سیال  جریان  با  ترک  درون  سیال  فشار  اثر  در  سنگ 
ترک درگیر است. یکی از مهم‌ترین مسائل در مدلسازی شکاف هیدرولیکی، 
بر  آن  فشار  اثر  گرفتن  درنظر  و  شکاف  داخل  در  سیال  جریان  مدلسازی 
دیواره‌های شکاف و همچنین لحاظ‌کردن نفوذ سیال به داخل محیط است. 
برای این کار، باید بتوان رفتار هیدرودینامیکی ناپیوستگی را به صورت مطلوبی 
بیان نمود. در رفتار هيدرودينامكيي ناپيوستگي، تغيير شكل ناپيوستگي سبب 
ایجاد تغييرها در نفوذپذيري و حجم ذخيره سيال آن و تأثير در جريان سيال 
در آن خواهد شد. از طرفی ديگر، تغيير فشار سيال سبب تغيير توزيع تنش 
مؤثر، باز يا بسته‌شدن ترك و حتي رشد ترك می‌شود. در اين حالت، معادلات 
1 in situ stresses

barani@kntu.ac.ir :نویسنده عهده‌دار مکاتبات*

به صورت ديگری بوده و بايد تمام عوامل ديگر به صورت همزمان مورد توجه 
قرار گيرند. مدل‌های مختلفی برای مطالعه رفتار هیدرودینامیکی ناپیوستگی 
در محیط‌های متخلخل وجود دارد و این مدل‌ها به طور عمده به سه دسته 
یک  با  خورده  ترک  محیط  جایگزینی  مدل‌ها،  ساده‌ترین  می‌شوند.  تقسیم 
محیط  میانگین خصوصیات  آن  که خصوصیات  بوده  معادل  پیوسته  محیط 
متخلخل و ترک‌ها است. مدل تخلخل دوگانه )که مدل پیشرفته‌تری است(، 
ناپیوستگی‌ها  شبکه  در  جریان  و  پیوسته  متخلخل  محیط  در  جریان  بین 
پیوسته  توسط یک محیط  فوق  از محیط‌های  و هر یک  قائل شده  تفاوت 
با هدایت هیدرولیکی و ضریب ذخیره خود شناخته می‌شود. این دو محیط 
توسط معادلات پیوستگی جریان و فشار سیال به یکدیگر مرتبط می‌شوند. با 
وجود آن‌که مدل تخلخل دوگانه بسیار کارا است، اما محدودیت‌های مهمی را 
نیز دارد. یکی از این محدودیت‌ها عدم توانایی مدل‌کردن ترک‌های ناپیوسته 
است. همچنین این مدل برای شبیه‌سازی تعداد اندکی از ترک‌های بزرگ که 
مسیر اصلی جریان را تشکیل می‌دهند، نامناسب خواهد بود. مدل سوم که 
مدل ترک مجزا نامیده می‌شود، ترک‌ها را به طور صریح درنظر گرفته و تبادل 
سیال بین ناپیوستگی و محیط متخلخل اطراف ناپیوستگی را می‌تواند نشان 
برای مدلسازی  با ضخامت صفر  المان‌هایی  از  این مدل، می‌توان  دهد. در 
در  ناپيوستگي‌ها  درگير  هيدرومكانكيي  فرمولاسيون  نمود.  استفاده  ترک‌ها 
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همكاران1  و  نوری‌شاد  مي‌رود.  شمار  به  جديد  موضوعي  مجزا  ترك  حالت 
]2[ و ان‌جی و اسمال2 ]3[ مدلي را براي المان‌هاي تماس با ضخامت صفر 
براي حل معادلات درگير هيدرودينامكيي ناپيوستگي‌ها ارائه دادند. با وجود 
آن‌که المان‌هاي ناپيوستگي بكار رفته در آن‌ها از المان‌هاي تماس با دو گره 
در عرض ناپيوستگي بود، اما هيچكي‌ از مدل‌ها قادر به درنظر گرفتن افت 
ديواره  دو  در  فشار  و  نبوده  ناپيوستگي  ديواره  دو  بين  هيدرولكيي  پتانسيل 
براي  اجزای محدود  از روش  پاپاناستیشا3  بود.  برابر فرض شده  ناپيوستگي 
رفتار  مدلسازي  براي  محدود  تفاضل  روش  از  و  مكانكيي  رفتار  مدلسازي 
هيدرولكيي در شبيه‌سازي شكاف هيدرولكيي بدون هدر رفتن استفاده نمود 
]4[. بون و اینگرافی4 تبادل هيدرولكيي بين ترك و محيط متخلخل اطراف را 
لحاظ کردند ]5[. آن‌ها نيز از روش اجزای محدود براي حل معادلات محيط 
متخلخل و از روش تفاضل محدود براي حل معادلات حركت سيال درون 
ترك استفاده نمودند. با وجود آن‌که اين كار، پژوهشی نوین در آن زمان بود. 
اما نرخ همگرايي بسيار كمي داشت و حل عددي پس از سعي و خطاهاي 
بسيار زياد به جواب نهايي مي‌رسيد. سیمونی و سکی5 ]6[، شرفلر و همكاران6 
معادلات  حل  براي  محدود  اجزای  روش  از   ]8[ همكاران  و  سکی  و   ]7[
آن‌ها،  پژوهش  در  نمودند.  استفاده  شبه‌استاتكيي  حالت  در  هيدرودينامكيي 
كي برنامه ايجاد شبكه براي درنظر گرفتن تغييرهای مرزهاي مسئله ضمن 
رشد ترك در محيط متخلخل استفاده شد. سیگورا وکرول7 ]9[ افت پتانسيل 
عرضي را براي المان‌هاي چهار گرهي با دو گره در تماس معرفي نمودند. 
همچنين این محققان اين المان‌ها را براي حل هيدرودينامكيي ناپيوستگي‌ها 
برای  نیمه‌اشباع  متخلخل  در محیط  ترک چسبنده  المان   .]9[ دادند  توسعه 
بررسی  برای  میلادی   2011 سال  در  همکاران8  و  بارانی  توسط  بار  اولین 
شکست نمونه‌های بتنی نیمه‌اشباع بکار گرفته شد ]10[. رشد ترک چسبنده 
هیدرولیکی  بررسی شکاف  برای  سال  همان  در  اشباع  متخلخل  محیط  در 
توسط خویی و همکاران9 مورد بررسی قرار گرفت ]11[. المان ترک چسبنده 
سه‌بعدی در محیط متخلخل نیمه‌اشباع برای اولین بار توسط بارانی و خویی 

در سال 2014 میلادی به وجود آمد ]12[.
در این مقاله، در ابتدا معادلات حاکم بر محیط متخلخل ارائه می‌شوند. 
پس از آن، مدلسازی ترک چسبنده در روش اجزای محدود مورد مطالعه قرار 
اشباع  متخلخل  محیط  در  ترک  هیدرومکانیکی  مدلسازی  سپس  می‌گیرد. 
بررسی شده و در نهایت نیز تأثیر نفوذپذیری و دبی جریان سیال ورودی در 

رشد شکاف هیدرولیکی مورد بررسی قرار می‌گیرند.

1 Noorishad et al.
2 Ng & Small
3 Papanastasiou
4 Boone & Ingraffea
5 Simoni & Secchi
6 Schrefler et al.
7 Segura & Carol
8 O. R. Barani et al.
9 A.R. Khoei et al.

مدل فیزیکی-22
محیط متخلخل به صورت ترکیبی از اسکلت جامد و سیال منفذی که 
فضای خالی آن را پر کرده است، درنظر گرفته می‌شود. در این محیط، تنش 
جامد  اسکلت  تراکم‌پذیری  تا  می‌شود  تعریف  رابطه 1  صورت  به   σʹ مؤثر 

بدست آید ]13[:
(()pα′ = +ó ó m

که در آن، σ تنش کل، m بردار تعریف‌شده به صورت T[1 1 0]‍T برای حالت 
دانه‌های جامد توسط  بر روی  اعمال‌شده  p فشار منفذی متوسط  دوبعدی، 
 α=1‑)Kt‍/‍Ks(‍≥1‍ ،صورت به  که  است  بیو  ثابت   α و  منفذی  سیالات 
تعریف می‌شود و در آن، Kt ضریب تغییر حجم محیط متخلخل و Ks ضریب 
تغییر حجم دانه‌های جامد است. در این تحقیق، تنش در حالت کششی مثبت 

و فشار سیال منفذی به صورت فشاری مثبت لحاظ می‌شود.
بر طبق مشاهدات تجربی، تنش مؤثر تغییر شکل اصلی اسکلت جامد را 
کنترل می‌کند. بنابراین، رفتار مکانیکی محیط متخلخل بر اساس تنش مؤثر 
بیان می‌شود. رابطه نموی زیر تنش مؤثر را به کرنش کل ε مربوط می‌کند:

(()d d′ =ó D å

که در آن، D ماتریس مماسی است.

معادلات حاکم بر محیط متخلخل-33
معادلات حاکم بر محيط‌های متخلخل اشباع به دو دسته معادله بقاي 
بقاي  معادله  مي‌شوند.  تقسيم‌بندی  سيال  جرم  بقاي  معادله  و  اندازه‌حرکت 
اندازه‌حرکت با چشم‌پوشی از شتاب بخش جامد و سيال و با فرض حركت 

سیال همراه فاز جامد، به صورت ساده‌شده زير در مي‌آيد:
((), 0ij j ibσ ρ+ =

که در آن، bi نشان‌دهنده بردار نيرو‌هاي حجمي در واحد جرم )معمولًا وزن( 
بوده و ρ نیز چگالی كل مصالح است که از رابطه 4 بدست مي‌آيد:

(())1 )w sn nρ ρ ρ= + −

در اين رابطه، ρw چگالی آب، ρs چگالی ذرات جامد و n تخلخل بوده 
قابل ذكر است كه در  با نسبت حجم حفرات به حجم کل است.  برابر  که 
بدست‌آوردن معادله بقاي اندازه‌حرکت، حجم كنترلي با ابعاد dx و dy مورد 

استفاده قرار گرفته است.
با فرض برقراري قانون دارسي10 و صرف‌نظر از تغييرهای چگالی، معادله 

بقاي جرم سيال به صورت رابطه 5 قابل بيان است:

(()( ), *,
) ) 0ij j w j w j iii

pk p u b
Q

ρ ρ αε− + − + + =




 Q* تانسور نفوذپذيری11 بوده و kij كرنش حجمي كل و εii ،كه در اين معادله
نیز به صورت رابطه 6 تعريف می‌شود:

10 Darcy  law
11 Permeability
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(()*
1 ) )

f s

n n
K KQ

α −
≡ +

تغییر حجم  Kf ضریب  تغییر حجم اسکلت جامد و  Ks ضریب  که در آن، 
تغيير شكل  و   p از فشار سيال  اين سامانه عبارتند  سیال است. مجهولات 
شبكه جامد u که با اعمال شرايط مرزي، مي‌توان حل مسئله را كامل کرد. 

اين شرايط مرزي عبارتند از:
در  مرز  این  در  داخلی  تنش‌های  با  خارجی  تنش1  بردار   Γt مرز  در   -
تعادل باشند و در مرز Γu تغيير مكان با تغيير مكان داده‌شده در مرز برابر 

.)u=ū( باشد
 p مقدار  آن،  در  )كه   Γp بخش  دو  به  دوباره  مرز  سيال،  فاز  براي   -
معين بوده )p=p̄(( و Γq )كه در آن، جريان نرمال خروجي داده شده است 

)q=qn((، تقسيم مي‌شود.
براي تعيين فرم ضعیف اولين معادله، رابطه 3 در Nu)T( ضرب شده و 

سپس از آن انتگرال‌گيري مي‌شود. بنابراين:

(())1)TB d fσ
Ω

Ω =∫
که در آن، B=SNu و بردار بار )f(1 که شامل نيروهاي حجمي2 و نيروهاي 

خارجي در مرزها3 است، به صورت رابطه 8 بيان مي‌شود:

(()
)1) ) ) ) )

t

u T u Tf N bd N t dρ
Ω Γ

= Ω+ Γ∫ ∫
با استفاده از توابع شكل و مقادير مجهول در گره‌هاي المان، مجهول‌های 

مسئله مطابق با رابطه 9 تقريب زده مي‌شوند:

(()
1

n
u u

kk
k

N
=

= =∑u u N u

((1)
1

m
p p

kk
k

p N
=

= =∑ p N p

  p̄k و ūk تابع شكل فشار و Np ،تابع شكل جابجايي Nu كه در آن، روابط
رابطه  با درنظر گرفتن  مقادير مجهول جابه‌جايي و فشار در گره‌ها هستند. 
به  را  رابطه 7  مي‌توان  مکان،  حوزه  در  پاره‌سازی  و  )رابطه 1(  مؤثر  تنش 

صورت رابطه 11 بازنويسي نمود:

((1)
)1) 0T

wB d Q p f
Ω

σ Ω′ − − =∫
که در آن، Q ماتريسي است كه برقراركننده ارتباط رابطه 11 با فشار سيال 

است:

1 Traction
2 Body Force
3 Boundary Traction

((1)
T pQ B mN d

Ω
α Ω= ∫

با ضرب رابطه 5 در Np)T( و سپس انتگرال‌گيري و استفاده از رابطه‌های 
9 و 10، رابطه 13 بدست مي‌آيد:

((1))2) 0T
wwQ u H p Sp f+ + − =

در اين رابطه:

((1)) )p T pH N k N d
Ω

Ω= ∇ ∇∫

((1)*
1p pS N N d

QΩ
Ω= ∫

((1)
)2) ) ) ) ) ) )

q

p p
w d d

Ω Γ
ρ Ω Γ= − ∇ +∫ ∫T T Tf N k b N q

و k در رابطه 16 ماتریس نفوذپذیری محیط است:

((1)
x xy

yx y

k k
k k
 

=  
 

k

که در آن، kx و ky ضرایب نفوذپذیری در جهت‌های x و y بوده و kxy و 
kyx در صورتی که جهت‌های x و y جهت‌های اصلی باشند، برابر با صفر 

فرض می‌شوند.
پس از پاره‌سازی معادلات در مکان با استفاده از توابع شكل و مقادير 

مجهول در گر‌هاي المان، لازم است تا آن‌ها در زمان نیز پاره‌سازی شوند.
معادلات حاکم بر محیط در زمان به روش نیومارک4 اصلاح‌شده حل و 

معادلات در هر زمان با روش نیوتون-رافسون5 حل شده است.
به  متغیرها  دوم  و  اول  مرتبه  مشتقات  تعمیم‌یافته،  نیومارک  روش  با 
صورت تابعی از مقادیر آن در زمان قبل و نمو آن به صورت روابط زیر نوشته 

می‌شود:

( )
( )
( )
( )

1 1
0 2 3

1 1
1 4 5

1 1
0 2 3

1 1
1 4 5

n n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n n

u a u u a u a u

u a u u a u a u

p a p p a p a p

p a p p a p a p

π π π π π

π π π π π

+ +

+ +

+ +

+ +

= − − −

= − − −

= − − −

= − − −

  

  

  

  

که در روابط بالا:

4 Newmark method
5 Newton-Raphson method
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در این روابط، زیرنویس n بیان‌کننده مقدار مؤلفه در زمان tn بوده و زیر 
بیانگر مقدار مؤلفه در زمان tn+1=tn+Δt است. فرض  نویس n+1 نیز 
می‌شود که مقدار این مؤلفه در زمان n معلوم باشد و باید از روی آن، مقدار 

مؤلفه در زمان n+1 تعیین شود.
α و δ مؤلفه‌های نیومارک هستند که برای اطمینان از پایداری روش، به 

ازای گام‌های زمانی دلخواه باید در شرایط زیر صدق کند:

( )2

0.5

0.25 0.5

δ

α δ

≥

≥ +

فرمول‌بندی المان ترک چسبنده-44
در  که  است  واقعیت  این  بر  مبتنی  چسبنده  ترک  مدل  در  اصلی  ایده 
ناحیه چسبنده )که به آن منطقه ترک فرضی نیز گفته می‌شود(، تنش می‌واند 
منطقه  میکرومکانیکی،  دیدگاه  از  شود.  منتقل  فرضی  ترک  لبه‌های  بین 
و  حفره‌ها  آن،  در  که  است  ترک  لبه  در  موضعی  منطقه  یک  فرضی  ترک 
ایجاد شده رشد کرده و به ترک اصلی می‏پیوندند. در این  میکروترک‌های 
مدل رفتاری، ناحیه ترک فرضی یک ناحیه به ضخامت صفر است که شامل 
دو سطح چسبنده بر روی هم است. برای وارد کردن مدل ترک چسبنده در 
المان‌های  یک‌سری  وسیله  به  چسبنده  ترک  یک  محدود،  المان  چارچوب 
اصلی مدلسازی می‌شوند که تعداد درجات آزادی کمی را نسبت به کل مدل 
شامل می‌شوند. در این مدل، هنگامی که تنش لبه ترک به مقدار مقاومت 
کششی ماده می‌رسد، ترک فرضی شروع به رشد می‌کند. با باز شدن ترک، 
سطوح عاری از تنش نخواهند شد؛ بلکه تنش آن‌ها با افزایش عرض ترک 

مطابق با یک قانون چسبندگی شروع به کاهش می‌کند.
سونگ و همکاران1 ]14[ با استفاده از معادله جداشدگی-نیروی چسبندگی 
خطی )که برای اولین بار توسط اسپینوزا و زاواتیری2 ]15[ بیان شد و با درنظر 
گرفتن حالت ترکیبی با فرمول‌بندی مؤثر که برای اولین بار توسط چاماچو و 
اورتیز3 ]16[ ارائه شده است(، ناحیه چسبنده را مدلسازی کردند. در این روش، 

1 Song et al.
2 Espinosa & Zavattieri
3 Chamacho & Ortiz

بردار تنش مؤثر و جابجایی مؤثر بین دو وجه المان ترک به دو جزء عمودی 
و مماسی تجزیه می‌شود:

((1)
2 2

2 2

e n s

e n s

t t t

δ δ δ

= +

= +

 δe ،بردار تنش برشی ts ،بردار تنش عمودی tn ،بردار تنش مؤثر te ،که در آن
جابجایی مؤثر، δn بازشدگی عمودی و δs جابجایی برشی را نشان می‌دهند. 
مقدار  آن،  در  که  می‌شود  تعریف  زیر  صورت  به  بعد  بدون  مؤثر  جابجایی 
جابجایی بحرانی متناظر با بازشدگی کامل و صفرشدن نیروهای چسبندگی 

است:

((1)2 2) ) ) )sn
e

c c

δδ
λ

δ δ
= +

و  عمودی  تنش  بردار  باشد،  کششی  عمودی  تنش  بردار  که  هنگامی 
برشی ناشی از نیروهای چسبندگی بین دو سطح از روابط زیر بدست می‌آیند 

)شکل 1(:

   c n
e cr

cr c
nt ifσ δ λ λ

λ δ
 

= <  
 

((2)
1      
1

) )c e n
e cr

e cr c
nt if loadingσ λ δ λ λ

λ λ δ
 −

= >  −  

شکل 1: نمودار دو خطي نيروهای چسبندگي بر حسب جابجایی 
مؤثر بدون بعد

Fig. 1. A bilinear cohesive law in terms of normalized 
effective displacement and normalized effective traction
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) )c e s

e cr
cr ce

st if unloadingλσ δ
λ λ

λ λ δ
 −

= >  −  

که در آن، σc یک مشخصه ماده در ناحیه چسبنده بوده و مقاومت چسبندگی 
را نشان می‌دهد و معمولًا برابر مقاومت کششی ماده درنظر گرفته می‌شود و 

λe1 نیز بیشترین جابجایی مؤثر بدون بعد قبل از باربرداری است.

بردار تنش عمودی و برشی  از  با مشتق‌گرفتن  ماتریس مدول مماسی 
نسبت به جابجایی عمودی و برشی بدست می‌آید:

((2)

s s

s nss sn
f

ns nn n n

s n

t t
C C

C
C C t t

δ δ

δ δ

∂ ∂ 
 ∂ ∂   = =   ∂ ∂   ∂ ∂ 

با  مطابق  صفر  ضخامت  با  گره‌ای  چهار  المان  یک  گرفتن  درنظر  با 
برشی  و  بردار کرنش‌های عمودی  و  المان  برای  ماتریس سختی  شکل 2، 

متناسب با جابجایی‌های نسبی به صورت زیر تعریف می‌شود:

((2)
1

1
s

n n

w

w

γ δ

ε δ

=

=

را  کرنش  بردار  بنابراین،  است.  چسبنده  ترک  المان  عرض   w آن،  در  که 
 w‑1NfR برابر است با Bf ،بدست آورد که در آن ε=Bfū می‏توان از رابطه

و Nf توابع شکل المان ترک و R ماتريس دوران محورهای مختصات از 
 Bf ماتریس  تعیین  با  است.  به مختصات محلی   y و   x مختصات عمومی 
می‌توان ماتریس سختی مربوط به هر المان ترک چسبنده را با انتگرال‌گیری 
در دامنه آن المان تعیین نمود. برای آن‌که انتگرال‌گیری در کل المان‌ها در 
یک حوزه ثابت انجام گیرد، از سامانه مختصات ξ و η بین مقادیر ]1،1-[ 
استفاده می‌شود. به این ترتیب، ماتریس سختی یک المان چسبنده دلخواه در 

حالت کلی به صورت زیر بدست خواهد آمد:

((2)  

 

 

 
  

1/22 21

1

T
f f f f

x y w dξ
ξ ξ

+

−

    ∂ ∂ = +    ∂ ∂    
∫K B D B

که در آن، Df=wCf بوده و Cf نیز از رابطه 22 تعیین می‌شود.

مدلسازی رفتار هیدرولیكي ناپيوستگي-55
جريان سيال در كي ناپيوستگي مي‌تواند در جهت طول المان‌هاي تماس 
و یا در جهت عمود بر آن‌ها باشد كه در اين قسمت، معادلات توصيفك‌ننده 
آن‌ها تشريح خواهد شد. به منظور بدست‌آوردن روابط اجزای محدود المان 
ترک دوفازی، یک المان چهار گره‌ای با ضخامت اولیه صفر مشابه با آن‌چه 
که در قسمت‌های قبل آورده شد، درنظر گرفته می‌شود. فشار آب حفره‌ای 
به صورت  ترک  المان  توابع شکل  از  استفاده  با  المان  پایین  و  بالا  سطوح 
آن،  در  که  می‌شود  برآورد   p‍bot‍=‍(‍N‍f‍)‍bot‍p̄‍bot و   p‍top‍=‍(‍N‍f‍)‍top‍p̄‍top

آب  فشار  هستند.   top 3 4 ,  
T

f fp p p= و   bot 1 2 ,  
T

f fp p p=
حفره‌ای در هر نقطه در میان صفحه ترک نیز به صورت میانگین فشار در 
 pm=(pbot+ptop)/2 بنابراین،  می‌شود.  فرض  المان  پایین  و  بالا  سطوح 
و   Nfp=[(Nf)bot,(Nf)top]/2 آن،  در  که  است   m fpp  w= N p یا  و 

میان  در  نقطه  هر  در  جابجایی  همچنین  است.   bot top ,  
T

=wp p p
صفحه ترک نیز به صورت میانگین جابجایی در سطوح بالا و پایین المان 
فرض می‌شود و یا u=Nfpū است. با استفاده از قانون کار مجازی، می‌توان 

نوشت:

((2)) )
t

T T T
m wd d d

Ω Ω Γ

δ Ω δ ρ Ω δ Γ= +∫ ∫ ∫å ó u b u t

تنش مؤثر در ميان صفحه به صورت زير تعريف مي‌شود:
((2)m m j f mpα′ = +ó ó m

كه در آن، σʹm=[τ σʹ]T و σm=[τ σ]T به ترتيب بردارهاي تنش مؤثر و 
تنش كل در ميان صفحه، mf=[0,1]T برداري كه معرفيك‌ننده اثر فشار 
سيال در جهت عمود بر سطوح ناپيوستگي، pm فشار سيال در ميان صفحه 

ناپيوستگي و αj ضريب بيو ناپيوستگي است ]9[.
با جایگذاری از رابطه 26 و ε=Bfū در رابطه فوق، خواهیم داشت: شکل 2: یک المان ترک چسبنده قبل و بعد از تغییر شکل

Fig. 2. Schematic drawing of zero-thickness interface element: 
Initial configuration and the deformed configuration
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((2)
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رابطه 30  رابطه 13،  با  مشابه  ترک،  هیدرولیکی  رفتار  مدلسازی  برای 
نوشته می‌شود:

((3))2) 0T
f f f fp p+ + − =Q u H S f

که در آن:
((3)  

 
 

T
f f f f d
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d
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= Ω∫S N N
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)2) ) )T T
f fp f w dρ

Ω
= − ∇ Ω∫f N k b

f∇N به صورت زیر تعریف می‌شود: و 

((3)

31 2 4

31 2 4

1 1 1 1
2 2 2 2

ff f f

f
ff f f

NN N N
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NN N N
w w w w

∂∂ ∂ ∂ 
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N

kf که ماتریس نفوذپذیری ترک نام دارد، از رابطه 35 بدست می‌آید:

((3)
0

0
l

f
n

k
k

 
=  
 

k

که در آن، kl ضریب نفوذپذیری ترک در جهت طولی و kn ضریب نفوذپذیری 
ترک در جهت عرضی است. ساده‌ترین رابطه برای ضریب نفوذپذیری ترک 
در جهت طولی، با فرض جریان از بین دو صفحه صاف موازی بدست می‌آید. 
آن  برای  تنها مدلی است که محاسبه دقیق هدایت هیدرولیکی  این مدل، 
توسط  رابطه،  این  دهانه می‌شود.  توان سوم  رابطه  به  منجر  و  بوده  ممکن 
آزمایش برای ترک‌های با دیواره صاف مورد تأیید قرار گرفته است ]17[. بر 
طبق این رابطه، kl برابر با w2/12μ قرار داده می‌شود که در آن، μ لزجت 

دینامیکی سیال است.

بررسی شکست هیدرولیکی در شرایط اشباع-66
برای بررسی درستی عملکرد مدل ارائه‌شده، مسئله شکاف هیدرولیکی 
حل شده و نتایج آن با حل تحلیلی مقایسه شده است. سپس اثر مؤلفه‌های 
نفوذپذیری محیط و نرخ تزریق بر روی گسترش شکاف هیدرولیکی بررسی 

شده است.
محیط  در  ترک  رشد  مسئله  محدود،  اجزای  حل  درستی  بررسی  برای 
اشباع یک مدل مقطع افقی کرنش مسطح درنظر گرفته می‌شود. هندسه مدل 
مطابق با مرجع ]5[ لحاظ شده است. شکل 3 هندسه مدل و المان‌بندی اولیه 

مسئله را به همراه شرايط مرزي نشان مي‌دهد. همان‌گونه که در شکل نیز 
مشخص است، یک بریدگی با طول 0/5 متر و عرض 0/05 متر در هندسه 
مدل وجود دارد که در قسمت بالا سمت چپ المان‌های ترک چیده شده‌اند 
و دبی ثابت به آن اعمال می‌شود. با گذشت زمان در هر گرهی که تنش به 
مقاومت کششی ماده برسد، در آن نقطه گره‌ها از هم فاصله گرفته و ترک 
 x به پیش می‌رود. در مرز دایره‌ای مسئله جابجایی در جهت هر دو محور
و y و همچنین فشار سیال صفر است. در مرز افقی پایین تنها جابجایی در 
راستای x صفر خواهد بود. مشخصات ماده در جدول 1 آورده شده است و 
به  ثابت  ورودی  دبی  باشد.  برقرار  الاستكي خطي  رفتار  فرض مي‌شود که 
مقدار 0/0001 متر مکعب بر ثانیه در دهانه ترک اعمال شده که سبب رشد 
ترک اولیه که در دهانه ترک تعبیه‌شده می‌شود. مقاومت کششی ماده برابر با 

0/5 مگا پاسکال فرض می‌شود.
نوک  در  اصلی کششی  مؤثر  تنش  بیشینه  که  ]11[ هنگامی  در مرجع 
ترک به مقاومت کششی ماده می‌رسید، ترک در جهت عمود بر جهت بیشینه 
تنش اصلی کششی گسترش می‌یافت. این کار نیاز به باز تولید شبکه اجزای 
مسیر  در  ترک  المان‌های  تحقیق،  این  در  دارد.  ترک  رشد  هر  در  محدود 
مستقیم تعبیه شده‌اند و طول ترک در هر گام زمانی )از نوک ترک تا اولین 
المانی که تنش در آن به تنش کششی ماده رسیده(، در نظر گرفته شده است.

نتایج این تحلیل با حل تحلیلی که توسط اسپنس و شارپ1 ]18[ انجام 
شده، مقایسه شده است. شکل 4 و جدول 2 تغييرهای طول ترک و بازشدگی 
دهانه ترک را برحسب زمان به همراه مقايسه آن‌ها با نتايج حل تحلیلی و 

شکل 3 شکل ترک را نشان مي‌دهد.
نتایج حل عددی )به خصوص در مورد طول ترک( به حل تحلیلی بسیار 
نفوذناپذیری  مانند  ساده‌کننده‌ای  فرضیات  با  تحلیلی  حل  می‌شود.  نزدیک 

1 D. A. Spence&  P. Sharp

جدول 1: خصوصیات مصالح
Table 1. Material properties

مقدارنشانهویژگی‌ها

E15960مدول الاستیسیته )مگا پاسکال(

α0/79ثابت بیو

ν0/2نسبت پواسون

n0/19نسبت تخلخل

ρw1000چگالی آب )کیلوگرم بر متر مکعب(

ks36ضریب تغییر حجم فاز جامد )گیگا پاسکال(

kw3ضریب تغییر حجم آب )گیگا پاسکال(

μ10-9لزجت دینامیکی آب )مگا پاسکال ثانیه(

k6×10-12نفوذپذیری محیط )متر مربع بر پاسکال بر ثانیه(
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محیط و صرف‌نظر از ناحیه نرم‌شونده نوک ترک بدست آمده است.
از آن‌جایی که حل عددی به  همان‌طور که از جدول 2 نیز برمی‌آید و 
اندازه کافی به حل تحلیلی نزدیک است، بنابراین با گذشت زمان حل عددی 
بوده و در  ارجح  باشد،  را داشته  واقعی  به طور  قابلیت مدلسازی محیط  که 
ادامه مقاله نیز از آن به عنوان مبنا برای بررسی مؤلفه‌های نفوذپذیری و دبی 

جریان ورودی بر روی شکاف هیدرولیکی مورد استفاده قرار می‌گیرد.

بررسی اثر نفوذپذیری بر روی شکست هیدرولیکی-66-66
در  هیدرولیکی  شکست  مسئله  حل  به  قادر  معمولًا  تحلیلی  حل‌های 

محیط‌های نفوذناپذیر هستند. اما در هنگامی که محیط نفوذپذیر باشد، حل 
تحلیلی مناسبی وجود ندارد. از این‌رو، این مسئله با استفاده از روش عددی 
موجود برای یک محیط با نفوذپذیری بیشتر نیز حل شده است. در شکل 5 
 k=2×10‑11 نمودار بازشدگی و طول ترک نسبت به زمان برای دو نفوذپذیری
ثانیه  بر  پاسکال  بر  مربع  متر   k=6×10‑12 و  ثانیه  بر  پاسکال  بر  مربع  متر 
مقایسه شده است. شکست هیدرولیکی در محیط با نفوذپذیری زیاد به آرامی 
گسترش می‌یابد و بازشدگی دهانه ترک بدست‌آمده کوچک‌تر خواهد بود. در 
نتیجه، شکاف‌های هیدرولیکی کوچک‌تر و کوتاه‌تر در حالی که نفوذپذیری 
محیط زیاد است، به وجود خواهد آمد. لازم به ذکر است که در صورتی که 
اطراف  منفذی در محیط  تا فشار  است  زیاد شود، ممکن  بسیار  نفوذپذیری 
رژیم  نوع  و  شود  ایجاد  ترک  بسته‌شدن  در جهت  تنشی  و  رفته  بالا  ترک 

Fig. 3. The geometry and finite element mesh for hydraulic fracture problem
شکل 3: هندسه و شبکه‌بندی مسئله شکاف هیدرولیکی

جدول 2: میزان اختلاف نسبی حل عددی و تحلیلی
Table 2. The relative difference between numerical and 

analytical solutions

درصد اختلاف طول ترکدرصد اختلاف بازشدگی دهانه ترکزمان
1/0029/321/86
2/0015/425/34
3/0013/867/84
4/0010/755/50
5/008/514/51
6/007/523/57
7/006/702/35
8/006/121/95
9/005/660/95
10/005/260/43

جدول 3: نسبت تغییرهای بازشدگی دهانه و طول ترک در 
نفوذپذیری k=6×10-12 متر مربع بر پاسکال بر ثانیه نسبت به مدل 

مبنا بر حسب درصد
Table 3. The relative deviation of the crack length and crack 

mouth opening (CMOD) for k=6×10-6 m2/(MPa.s) from 
benchmark model expressed as a percentage

نسبت تغییرات طول ترکنسبت تغییرات بازشدگی دهانه ترکزمان
1/0043/8420/00
2/0039/1721/21
3/0036/2020/45
4/0033/7918/87
5/0031/8116/39
6/0029/4115/94
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شکل 4: بازشدگی دهانه ترک و طول ترک نسبت به زمان و مقایسه با حل تحلیلی

شکل 5: مقایسه بازشدگی و طول ترک برای نفوذپذیری‌های مختلف

شکل 6: مقایسه بازشدگی و طول ترک برای نرخ تزریق‌های مختلف

Fig. 4. The variations with time of the crack length and crack mouth opening (CMOD) at various time steps 
compared to the analytical solution

Fig. 5. The variations of the crack length and crack mouth opening (CMOD) with time for different permeability 
coefficients

Fig. 6. The variations of the crack length and crack mouth opening (CMOD) with time for different inflow rates
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جریان در محیط را تغییر دهد.
در جدول 3 درصد کاهش بازشدگی دهانه ترک و طول ترک در طول 
همان‌طور  است.  ارائه شده  کمتر(  نفوذپذیری  )با  مبنا  مدل  به  نسبت  زمان 
و  ترک  دهانه  بازشدگی  در  اختلاف  میزان  است،  نیز مشخص  نتایج  از  که 
طول ترک در نفوذپذیری‌های بررسی شده با افزایش زمان کاهش می‌یابد. 
همچنین با 3/3 برابر شدن نفوذپذیری، بازشدگی دهانه ترک 43/8 درصد 
پس از یک ثانیه و 29/4 درصد پس از 6 ثانیه کاهش می‌یابد. طول ترک 
نیز 20 درصد پس از یک ثانیه و 15/9 درصد پس از 6 ثانیه کاهش می‌یابد.

بررسی اثر نرخ تزریق بر روی شکست هیدرولیکی-66-66
و  بررسی شده  رفتار شکست هیدرولیکی  بر روی  نیز  تزریق  نرخ  تأثیر 
تزریق  نرخ  برای  زمان  به  نسبت  و طول  ترک  دهانه  بازشدگی  نمودارهای 
مختلف در شکل 5 نشان داده شده است. نرخ تزریق بیشتر منجر به رشد 
ترک سریع‌تر می‌شود. این موضوع بیان می‌کند که سرعت گسترش شکست 
هیدرولیکی به نرخ تزریق وابسته است. همچنین بازشدگی بیشتر دهانه ترک 

در حالت نرخ تزریق بیشتر است.
افزایش بازشدگی دهانه ترک و طول ترک در نرخ  در جدول 4 درصد 
تزریق‌های مختلف نسبت به مدل مبنا )نرخ تزریق 0/00005( در طول زمان 
ارائه شده است. همان‌طور که از نتایج نیز مشخص است، میزان اختلاف در 
بازشدگی دهانه ترک و طول ترک با افزایش زمان کاهش یافته و با افزایش 

نرخ تزریق افزایش می‌یابد.
همچنین با 2، 3 و 4 برابر شدن نرخ تزریق، طول ترک پس از 6 ثانیه به 

ترتیب 30/5، 55/9 و 76/3 درصد افزایش می‌یابد.

نتیجه‌گیری-77
در این مقاله، یک مدل عددی برای تحلیل محیط متخلخل اشباع دارای 
ناپیوستگی ارائه شده است. در ابتدا به بیان معادلات حاکم بر محیط متخلخل 
عنوان  به  آب  فشار  و  جامد  فاز  جابجایی  و  شده  پرداخته  اشباع  حالت  در 
متغیرهای مستقل برای حل دستگاه معادلات حاکم بر محیط درنظر گرفته 
محدود  اجزای  روش  از  عددی،  صورت  به  معادلات  حل  برای  است.  شده 
برای پاره‌سازی معادلات در حوزه مکان و از روش نیومارک اصلاح‌شده برای 

پاره‌سازی معادلات در حوزه زمان استفاده شده است.
بررسی مسائل  برای  دو خطی  ترک چسبنده  رفتاری  آن، مدل  از  پس 
شکست به عنوان یک مدل مناسب برای بیان رفتار ترک در مواد شبه‌ترد 
با ضخامت صفر  المانی  از  آن  پیاده‌سازی  برای  و  قرار گرفته  استفاده  مورد 

استفاده شده است.
دارا  را  شبه‌ترد  مواد  در  نرم‌شوندگی  رفتار  مدلسازی  قابلیت  المان،  این 
استفاده شده  تنش کششی  بیشینه  معیار  از  ترک،  رشد  بررسی  برای  است. 
است. المان‌های ترک تنها در مسیر ترک قرار گرفته و مسیر ترک از قبل به 

صورت مستقیم درنظر گرفته شده است.
ناپیوستگی  رفتار  بررسی گسترش ترک در محیط‌های متخلخل،  برای 
در محیط اشباع بررسی شده و رفتار هیدرومکانیکی ترک چسبنده به روش 
اجزای محدود مدلسازی شده است. با استفاده از این المان، مدلسازی محیط 

متخلخل اشباع دارای ناپیوستگی انجام پذیرفته است.
برای بررسی درستی مدل ارائه‌شده، مثالی از شکاف هیدرولیکی در شرایط 
اشباع حل شده و نتایج با حل تحلیلی مقایسه شده است. در ادامه، مؤلفه‌های 
مؤثر بر گسترش شکاف هیدرولیکی شامل نفوذپذیری محیط و نرخ تزریق 
بررسی شده و مشاهده شده است که رشد ترک با افزایش نفوذپذیری، آرام‌تر 
و با افزایش نرخ تزریق، سریع‌تر می‌شود. بازشدگی دهانه ترک با 3/3 برابر 
شدن نفوذپذیری، 43/8 درصد پس از یک ثانیه و 29/4 درصد پس از 6 ثانیه 
ثانیه و 15/9 درصد  از یک  کاهش می‌یابد. طول ترک نیز 20 درصد پس 
پس از 6 ثانیه کاهش خواهد یافت. طول ترک با 2، 3 و 4 برابر شدن نرخ 
تزریق پس از 6 ثانیه به ترتیب 30/5، 55/9 و 76/3 درصد افزایش می‌یابد.
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