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سازي مسائل داراي چند  ريزي آرماني غير خطي براي بهينه استفاده از مدل برنامه
 سطح پاسخ

  
  عليرضا رشيدي كميجانيدكتر 

  
  لمي دانشگاه آزاد اسلامي واحد فيروزكوهعضو هيات ع

  
 

  چكيده
ست از اعمال تغييـر      ا  عبارت (DOE) هاي  در طراحي آزمايش  . هر فرآيند داراي يك يا چند ورودي و خروجي است         

يكـي از   ). پاسـخ (آگاهانه در متغيرهاي ورودي يك فرآيند و سنجش و ارزيابي تغييرات حاصل در متغير خروجي                
 مطرح است تعيين متغيرهاي ورودي به منظـور بهينـه سـازي             هاي   در حوزه طراحي آزمايش    ترين مسائلي كه   مهم

 آرماني غيرخطي براي بهينه سازي مسائلي كـه داراي بـيش از    ريزي  برنامهاين مقاله از روش     . باشد  مي متغير پاسخ 
  .كند  مي استفاده،يك پاسخ هستند

   مسائل داراي چند سطح پاسخ،رماني آريزي برنامه هاي، طراحي آزمايش : كليديهاي واژه
  

  مقدمه
 پاسـخ بـه سـه       هـاي    هدف از طراحي آزمايش    ،در نگاه اول  

  :پرسش زير است
كداميك از متغيرهـاي ورودي بيـشترين اثـر را بـر            ) 1

  ؛متغير پاسخ دارند
متغيرهاي ورودي كه بيشترين اثر را بر متغير پاسخ         ) 2
تغير پاسخ حتـي     در چه مقداري بايد قرار گيرند تا م        ،دارند

  ،الامكان به مقدار اسمي خود نزديك شود
متغيرهاي ورودي كه بيشترين اثر را بر متغير پاسخ         ) 3
 در چه مقداري بايد قرار گيرند تـا متغيـر پاسـخ در              ،دارند

 .دامنه كوچك و غير حساسي تغيير نمايد
 ايـن   هـا   توان از طراحي آزمايش     مي ،تر در نگاهي دقيق  
تعيـين كنـد    اي    ه مقادير ورودي را بگون    انتظار را داشت كه   

 مربـوط   هاي  روشاين بحث و    . كه متغير پاسخ بهينه گردد    

 مطـرح   (RSM) 1به آن تحت نام متدولوژي سـطح پاسـخ        
توان حالتي را در نظر گرفـت كـه شـامل             مي حتي. هستند

بـه طـور    . باشـد ) جاي تنها يك متغير    هب(چند متغير پاسخ    
تواننـد هماننـد      مـي   پاسخ  هر يك از اين متغيرهاي     يطبيع

يك تابع هدف تلقي شوند كـه بهينـه سـازي آن مـد نظـر                
كه با آن سروكار داريم بـا يـك مـسئله           اي    هلذا مسئل . است

 كـه   ،شـود   مـي   مشابه سـازي   (MODM) 2چند تابع هدفه  
   .يافتن يك جواب موثر براي آن مورد نظر است

هد  ابتدا مروري بر ادبيات بحث انجام خوا       ،در اين مقاله  
 مطرح در اين زمينه مورد نقد       هاي  روششد و سه دسته از      

 ريـزي   برنامـه سـپس روش    . و بررسي قرار خواهنـد گرفـت      
ــسئل   ــراي حــل م ــر خطــي ب ــاني غي ــه توســط اي  هآرم ك

                                                           
1 Response Surface Methodology 
2 Multi-Objective Decision Making 
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Montgomery      عنوان گرديده   ]1[    در فصل يازدهم مرجع 
. شود  مي كار گرفته ه   ب ،روش توابع مطلوبيت حل شده    ه  و ب 

 آرماني غيرخطي بـا نتـايج       ريزي  برنامهج مدل    نتاي ،در انتها 
  .حاصل از روش توابع مطلوبيت مقايسه خواهد شد

  
  ادبيات تحقيق

 حل مسائل داراي چند سطح پاسخ       هاي  روش ،طور كلي ه  ب
شايان ذكر  . توان در سه سطح كلان طبقه بندي كرد         مي را

 مختلفي باشـد    هاي  روشتواند شامل     مي است كه هر دسته   
تشابهي كه در منطق كار دارند در يك دسته قرار          كه بنا به    
   .گرفته اند
 ،طـور كـه ذكـر شـد        همان:  مبتني بر اولويت   هاي  روش

ست از بهينه سازي     ا مسائل بهينه سازي چند پاسخ عبارت     
n    در فضاي جواب متغيرهاي تاثيرگـذار     ) پاسخ( تابع هدف .

 :صورت زير استه فرم رياضي مسئله ب
  

Optimize Y={y1(x),y2(x),…,yn(x)}    (1) 
S.t.: x S 

 
ل ئتواند براي حـل ايـن مـسا         مي ي كه هاي  روشيكي از   

در  .[3]  روش لكسيكوگراف اسـت    ،مورد استفاده قرار گيرد   
 اين روش ابتدا اهـداف بـر اسـاس اهميـت اولويـت بنـدي              

ترين هدف است     سپس تابع هدف كه شامل مهم      ؛شوند مي
 له اصــلي بهينــهئاب مــستــشكيل شــده و در فــضاي جــو

 يـك   ، باشد y1(x)ترين هدف    اگر فرض شود مهم   . گردد مي
 :گردد  ميصورت زير تشكيل و حله مدل رياضي ب

   
Optimize y1(x)       (2) 
S.t.: x S 

   
عنوان ه   همان جواب ب   ،اگر جواب مدل فوق يگانه باشد     

. گيرد ي ممورد استفاده قرار )1(يك جواب موثر براي مدل 
شود كـه تـابع       مي  مدل جديدي تعريف   ،در غير اين صورت   

هدف آن متشكل از هدفي است كه در اولويت بعـدي قـرار      
) 1(هـاي مـدل      هاي آن شامل محدوديت    دارد و محدوديت  

 در  y1(x)به انضمام محـدوديتي بـراي نگهداشـتن هـدف           
اگر فرض كنـيم هـدفي كـه در         . باشد  مي مقدار بهينه خود  

 ـ    y2(x) قرار دارد    اولويت دوم  صـورت  ه   باشد مدل رياضي ب
 :زير خواهد بود

  
Optimize y2(x)      (3) 
S.t.: x S 
    y1(x) =   

   
يابد تا جـواب بهينـه يگانـه حاصـل       ميروال فوق ادامه 

روش ديگري كـه در ايـن       . شود يا تمام اهداف بهينه شوند     
ست از نوشتن تابع هـدف بـر         ا گيرد عبارت   مي خانواده قرار 

ــرار دادن ســاير اهــداف در   اســاس مهــم ــرين هــدف و ق ت
 ـ      مهم ،عبارت ديگر ه  ب. محدوديتها  ـه  تـرين هـدف ب اي   هگون

شود كه ساير اهداف به حداقل ميـزان تـشخيص            مي بهينه
  . داده شده توسط تصميم گيرنده برسند

ها هر چند به      اين روش  ،شود  مي طور كه مشاهده   همان
 اما هيچ تضميني وجـود نـدارد        ؛شوند  مي موثر منجر جواب  

 از نظـر تـصميم گيرنـده يـك جـواب            ،ه شده ئكه جواب ارا  
رضايت بخش باشد چرا كه صرفا بهينگي يك هـدف مـورد         

  . گيرد  ميتوجه قرار
 شود عبارت   مي روش ديگري كه در اين خانواده مطرح      

ست از تعيين وزن هر هدف و تبـديل توابـع چندگانـه بـه      ا
. [3]تابع هدف با استفاده از تركيب خطي جمع پـذير           يك  
ــ ــداف بـ ـ   ه ب ــردار اوزان اه ــر ب ــال اگ ــور مث ــورت ه ط ص

W=(w1,w2,…,wn)           باشد مدل چند تابع هدفـه بـه فـرم 
  :زير تبديل خواهد شد

  
Optimize    (4) 
S.t.: x S 

مشكل بزرگ اين روش در آن است كه هيچ تـضميني           
هاي لازم براي استفاده از تركيب       ر بودن پيش شرط   بر برقرا 

  .خطي جمع پذير وجود ندارد
 مطلوبيت هر هدف    ،در اين روش  :  روش تابع مطلوبيت  

مشخص شده و سپس با استفاده از روشي نظيـر ميـانگين            
اگر مطلوبيت تـابع  . شود  ميهندسي مطلوبيت كل محاسبه   

yi(x) لوبيـت  صورت يكنواخت افزايشي باشد ميـزان مط      ه   ب
  :[3]شود  ميمطابق زير محاسبه
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ــه در آن  ــي از  ك   ,  تخمين
 ، از نظر تـصميم گيرنـده      حداقل مقدار قابل قبول     

 كه حداكثر مطلوبيت را براي       مقداري از    
 ده دارد و از آن بــه بعــد مطلوبيــت افــزايشتــصميم گيرنــ

  نيز پارامتر تعيين كننده شكل تابع مطلوبيـت        tيابد و    نمي
  .باشد مي

استفاده از توابـع مطلوبيـت هـر چنـد روش كارآمـدي             
.  ولي مـشكلات خـاص خـود را داراسـت          ،شود  مي محسوب

ي هـا    دشوار بودن رسم منحني    ،يكي از مشكلات اين روش    
تعيين مطلوبيت نسبت   . طلوبيت است بي تفاوتي و تعيين م    

از سوي  . هاي تصميم گيرنده بسيار حساس است      به قضاوت 
 تكنيك فوق زماني كاربرد دارد كه مطلوبيت مربـوط          ،ديگر

طور يكنواخت كاهشي يـا افزايـشي        هبه متغيرهاي وابسته ب   
يـا  ( هر چه ميزان متغير پاسخ بيشتر        ،باشد يا به بيان ديگر    

اما همواره اين احتمال وجـود      .  باشد تر باشد مطلوب ) كمتر
در ايـن صـورت     . دارد كه تابع مطلوبيت از توان دوم باشـد        

ترين ارزش يك پاسخ ممكن است در وسـط دامنـه            مناسب
  .تغييرات آن قرار گيرد
اين دسته از روشها بر اساس كمينـه        : روش تابع هزينه  

 ؛كننـد   مـي  كردن تفاوت اهداف از ميزان بهينه خود عمـل        
ورت كه براي فاصـله گـرفتن هـر هـدف از ميـزان              بدين ص 

شـود و     مـي  در نظـر گرفتـه    اي    هبهينه خود جريمه يا هزين    
در ابتـدا تـابع     . ردد اين تابع هزينه كمينه شـود      گ  مي سعي

  :[3]صورت زير تعريف گرديده هزينه ب
 (6) 

 مـاتريس  C بردار مقادير بهينـه اهـداف و        ،كه در آن  
  . باشد  مينه است كه مبين اهميت نسبي اهدافهزي

  
   آرماني غيرخطيريزي برنامهروش 

خـواهيم    مي  وقتي RSM و مسائل    هاي  در طراحي آزمايش  
 به جواب بهينه برسيم از يك نقطه اوليه كار خـود را آغـاز             

 ـ 1كنيم و يك مدل درجـه اول       مي  صـورت زيـر تـشكيل     ه   ب
  :[1] دهيم مي

  
 (x) = 0 + i xi 

  
توان   مي .پردازيم  مي سپس به ارزيابي كفايت مدل فوق     

  : انجام دادهاي كمك طراحي آزمايشه سه مورد زير را ب
                                                           

1. First order 

 ؛دست آورده تخميني از خطا ب )1
 ؛اثر متقابل را بررسي كرد )2
 . وجود انحنا را بررسي كرد )3

معمولا هنگامي كه مقادير فعلي متغيرهـاي تاثيرگـذار         
باشـند كـه متغيـر پاسـخ از مقـدار           اي    هدر خروجي به گون   

  مـدل درجـه اول مناسـب بـه نظـر           ،بهينه فـوق دور شـود     
 چـرا كـه در ايـن حالـت انتظـار نـداريم انحنـاي                ؛رسد مي

در اين حالت و با فرض بيشينه       . چنداني وجود داشته باشد   
 ـ   بـه سـمت   steepest ascendروش ه كردن تابع هـدف ب
در صورتي كه هدف كمينـه      (كنيم    مي جواب بهينه حركت  

ــد از روش   ــردن باشـ ــتفادهsteepest descendكـ   اسـ
كه به جواب بهينه نزديك شديم يك مدل         وقتي). شود مي

توانـد    مـي   به شكل كلي زير    2تر نظير مدل درجه دوم     دقيق
  :[1]كار گرفته شود ه ب

0 + i xi+ ii 
ij xi xj +  

 
لذا بيشترين انتظار ما آن است كه توابع هدف يا همان           

به همين دليل . متغيرهاي پاسخ توابعي از درجه دوم باشند      
ي كـه قـادر بـه       هاي  روشبهتر است براي حل اين مسائل از        

 ،از سوي ديگـر   . حل مسائل غيرخطي هستند استفاده شود     
 ، تعـارض بـين اهـداف      دليل وجود ه  در مسائل چند هدفه ب    

زمـان   طـور هـم   ه  جوابي كه ب  (دست يافتن به جواب بهينه      
تقريبا غيـرممكن اسـت و لـذا        ) كليه اهداف را بهينه نمايد    

بـه همـين دليـل      .  باشـيم  3بايد در جستجوي جواب مـوثر     
 ـ     ه  تصميم گيرنده ب   دنبـال راه   ه  جاي بهينه كردن اهـداف ب

را حلي خواهد بود كه براي هر هـدف يـك سـطح خاصـي               
 ريـزي   برنامهاين شرايط دقيقا با زمينه كاربرد       . تامين نمايد 

 ،عـلاوه بـر ايـن مـدل       . آرماني غيـر خطـي سـازگار اسـت        
 آرماني غير خطـي از منطـق رياضـي محكمـي            ريزي  برنامه

تـصميم گيرنـده در     اي    ههاي سليق  برخوردار است و قضاوت   
كـه تـصميم گيرنـده تنهـا      رسـد بطـوري    ميآن به حداقل 

 هداف يا مقاصدي را كه بايد تامين شوند مـشخص         اولويت ا 
در بخش بعدي مثال ارائه شده در فـصل يـازدهم           . كند مي

 مطـرح و    ،را كه بروش توابع مطلوبيت حل شده       [1]مرجع  
 آرماني غير خطي حل و سـپس        ريزي  برنامهكمك مدل   ه  ب

  .پردازيم  ميبه مقايسه نتايج
                                                           

2. Second order 
3. Efficient solution 
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  مثال عددي 
 (x2) درجـه حـرارت       و (x1) اثر زمان    ،يك مهندس شيمي  

ــازده    ــه پاســخ ب ــر س ــيميايي را ب ــنش ش ــك واك  ، (y1)ي
. نمايـد   مـي   بررسـي  (y3) و وزن مولكولي     (y2)ويسكوزيته  

 ارائه  1 مربوطه انجام و نتايج حاصل در جدول         هاي  آزمايش
  :شده است

  
   نتايج آزمايشات انجام شده):  1  شمارةجدول (
 y3  y2  y1  x2  x1 

2940  62  76.5 170  80  
3470  60  77  180  80  
3680  66  78  170  90  
3890  59  79.5  180  90  
3480  72  79.9  175  85  
3200  69  80.3  175  85  
3410  68  80  175  85  
3290  70  79.7  175  85  
3500  71  79.8  175  85  
3360  68  78.4  175  92.07  
3020  71  75.6  175  77.93  
3630  58  78.5  182.07  85  
3150  57  77  167.93  85  
  

 ،پس از برازش يك مدل مناسب براي سه متغير پاسـخ          
 :توابع مربوطه به شكل زير خواهند بود

  
y1(x)= -1430.52285 + 7.80749x1 +  
13.27053x2 - 0.05505 - 0.04005 +  
0.01x1x2 
 
y2(x)= -9030.74 + 13.393x1 + 97.708x2 –  
0.0275 - 0.26757 - 0.05x1x2 
 
y3(x)= -6308.8 + 41.025x1 + 35.473x2  

 
فرض كنيد تصميم گيرنده مايل است هدف اول بـيش          

 و هدف سوم نيز كمتر از       68 و   62 هدف دوم بين     ،78.5از  
عبارت ديگر تصميم گيرنده خواهان تامين      ه  ب.  باشد 3400

 :مقاصد زير است
 

   
  

  
همچنين تصميم گيرنـده اولويـت بـالاتر را بـه تـامين             

ترتيب اهداف دوم و سوم ه دهد و پس از آن ب    مي هدف اول 
 آرمـاني  ريـزي  برنامـه لذا مدل كلـي  . براي وي مهم هستند   

 ـ         روش انتقـالات   ه  غيرخطي را به شكل زير تشكيل داده و ب
  :شود  ميمتوالي حل
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 بلكـه   ، مقدار عددي مشخصي نيـست     wiل فوق   در مد 

طور كه   همان. دهد  مي ل فرعي را نشان   ئترتيب تشكيل مسا  
هـاي    بالاترين اولويت به تـامين محـدوديت       ،مشخص است 

شود تـا تهـي نبـودن فـضاي جـواب             مي له داده ئاصلي مس 
ترتيب به اهـداف     ههاي بعدي ب   اولويت. له تضمين شود  ئمس
له فرعـي   ئ مس ،بر اين اساس  . ودش  مي  دوم و سوم داده    ،اول

  : دهيم  ميصورت زير تشكيله اول را ب
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 و  جواب بهينـه مـسئله فـوق عبارتـست از           

حال به تامين هدف . بنابراين فضاي جواب تهي نخواهد بود     
له فرعي  ئبراي اين منظور مس   . پردازيم  مي y1(x)اول يعني   

  :يابد  ميشكيلدوم بصورت زير ت
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 است كه نـشان      جواب بهينه مدل فوق نيز    
بـراي تـامين هـدف دوم مـسئله         . از تامين هـدف اول دارد     

  :دهيم  ميفرعي سوم را تشكيل
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در مرحله آخر .  است جواب بهينه مدل فوق نيز
 مـسئله   ،هاي مربوط به هدف سوم     وديتبا وارد كردن محد   

  :شود  ميفرعي چهارم تشكيل داده
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آن  اســت كــه طــي جــواب بهينــه مــدل فــوق 
x1=88.36097   و x2=171.5048       است و مقـادير اهـداف 

  :باشند  ميبصورت زير
  

     
  

ت كه دو جواب بدسـت آمـده از روش          اين در حالي اس   
  :عبارتند از [1]توابع مطلوبيت 

  
x1=86.5    x2=170.5    y1(x)=78.8     
y2(x)=65     y3(x)=3287 

  
x1=82  x2=178.8   
y1(x)=78.5    y2(x)=65     y3(x)=3400 
 

  نتيجه گيري
ل داراي چند سطح پاسخ توسـط       ئتاكنون بهينه سازي مسا   

 توابع مطلوبيت و تابع هزينه مـورد        ،يتسه روش عمده اولو   
هـا از يـك سـو مـشكلات       اين روش . توجه قرار گرفته است   

ل ئخاص خود را دارند و از سوي ديگر با طبيعت ايـن مـسا             
ل بدين گونه است كه ئطبيعت اين مسا. نيز سازگار نيستند

 تصميم گيرنده انتظـار     ،دليل تعارض موجود بين اهداف    ه  ب
  بدست آورد و لذا مقاصـدي را تـامين         ندارد جواب بهينه را   

 آرماني  ريزي  برنامهمدل  . كند و سعي در تامين آن دارد       مي
 ـ . ل دارد ئسازگاري بيشتري با طبيعت اين مسا      ه همچنين ب

دليل اينكه عمده توابـع هـدف در نزديكـي جـواب بهينـه              
گيرند و مدل درجه دوم بـراي آنهـا           مي حالت انحنا به خود   

 آرماني غيرخطي براي    ريزي  برنامهز   استفاده ا  ،مناسب است 
  .شود  ميل پيشنهادئبهينه سازي اين مسا
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