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���(��#[��#�5�<����+��	���=���(���>�%D�*�%�1 �N����������D3��/(�D�"	\�%D�63]� �:3��(��7�������<&�0�*
��������������1��������39�	B�:3<����6�7����%L3��8(�"#��$�" 3�:������%(�S�)=�>�S3/��?�B����@�:(�%D��

��(1������%(�1#,�+,��<���+�: ���	���7������%(�/Z� ���(1)=�>�/(�D�3&#��-����M����=�����/3�%(�W#���SP	D�%
 �+��	��)=�>��J��%D��D�3�+��(�.�(�"�0����/��$��3������<����+,�%(���(���(�+��#,�*���3 �:�9���7� �

#�<D�0�-.��� �*������( �+,�/0����	E�3:D� �6�=OE�#�"���E�<&�0�5����(�^��M���6?3�����<����-�����(�+,�
��(����%� ���*3(�367� �

.$���%���/���

���>�<������%�TJ�%P�+,�%(�%>	E��(m��(�<����(��(�� �

A�C�                     �������       �����    �  ������������������������������������������( sin ) ( )
r

V r e r e r eϕ ψψϕ ψ
→ → → →

= + +� ����

��(��(�_����*1�Y�>���(�<����(��(�+,�� �

A�C����                   �����������    ������       �������������������������������������2 2 21
[ ( sin ) ( ) ]

2
T m r r rψϕ ψ= + +� ��� �

��\�5����J��&#��"	\3�/(�D�%0r_������(�18���$�3�/���>m�(��	(�9�	B��(��(�� �
A`C��������������������                                ����   ��������������������������������������0 0( cos cos )V mg r rψ ψ= −� �

�5��<���-��Y��6�83��*���I���J.�a(�E�*���(��(� �

AbC�� ������ �  ����   � ��������������2 2 2

0 0

1
[ ( sin ) ( ) ] ( cos cos )

2
L T V m r r r mg r rψϕ ψ ψ ψ= − = + + − −� ��� �

��(����c�(���������8��$���1#�3��%D���3 �����6�83��S�������(���5�2(�#��%D��	��� �%L3���+	�
3?9�/���5�7� �

AdC������������������������������������������������������������������������������������������������( ) 0 1, 2,...
j j

d L L
j

dt q q

∂ ∂
− = =

∂ ∂�
��

� �
�

m  

z  

ψ  
ϕ  

y  

x  
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AeC����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������( ) 0
d L L

dt r r

∂ ∂
− =

∂ ∂�
� �

AfC��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������( ) 0
d L L

dt ϕ ϕ

∂ ∂
− =

∂ ∂�
� �

AgC������������������������������������������������������������������������������������������������������������������( ) 0
d L L

dt ψ ψ

∂ ∂
− =

∂ ∂�
��

��hJ�>� �(1A�d� C� ��Ae� C#Af� C� #Ag� CE�E� %(3i�-����M��� +��D�N���SP	D� �(� #�����#�5��� %ψA�sinψ ψ≈�
#cos 1ψ ≈C�����6j� �
AkC���������������������������������������������������������������������������������������������������������������2 2 2

r r r gψ ϕ ψ= + +� ���� �

A�lC�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������
2 2r

r

ψ
ϕ ϕ ϕ

ψ
= − −

��
�� � �� �

A��C�������������������������������������������������������������������������������������������������������22r g

r r
ψ ψ ψϕ ψ= − + −

�
�� � ���

�2(�#�AkC�RA�l�C�#A��C��<D�0�-.��� ����*3��89�6�87� �
��

�?����%���/�����6����"�1�@ ��(�1��

������*Q4(��-.��� �����T3�/k��E����%(�������-.��� ��������S�8���T3YE�"#��%YE� �/� �/��D36�7��(1������D�*
]E335�-��� �"�?���������D�36A��

B��C�����������������������������������������������������������������������������������������������������
1 4

2 5

3 6

x r x r

x x

x x

ϕ ϕ

ψ ψ

= =

= =

= =

�

�

�

��

�	��� ���5��������%(�/�YE�<D�0�-.��� �%L3�����7� �
� �

�
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�
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B�bC��������������������������������������������������������������������������������������������
1 0 4

2 0 5

3 0 6

(0) (0) (0)

(0) (0) (0)

(0) (0) (0)

x r x r

x x

x x

ϕ ϕ

ψ ψ

= =

= =

= =

�

�

�

��

�%D��	��%>	E
i

x�(�E��9���+� 5�5��At�C��897� �
B�dC���������������������������������������������������������������������������������������������������������( ) 1,2,...,6

i i
x x t i= =��

�9��(��D��mD����1�c�#�������<�����(���>���(�=���.�(���$��3� ����(�*��	���7�����3�����%L���L�r���(��(�#�<(�=����

0v �N�����D�36�7�*���(��(0r =��D�0�-.�� �#�YE�<��%(����9�	B�/� �
� �
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6��3J�� ��V�����%�	J�*������%3&#��2������L������ 

� �

B�fC���������������������������������������������������������������������������
1 0 4 0

2 0 5

3 0 6

(0) 10 (0) (0)

(0) 0 (0) (0) 0.1

(0) 0.1 (0) (0) 0.2

x r x r v

x x

x x

ϕ ϕ
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�4 �����) �1��(�1���K#��%(�����������*��0v���>�<D�0��38 ���	ZE�#����D�/0�m�%MT��������yx −�
(���	 ��9����%6������#,�<��7�%�5#�+��(�.�(�A0 0v <�C��+,�+��#,�*3��$�#A0 0v >�C��������(�%��J�>�S���9

�1�9�/������n�����#������E��l<���������#,�7� �
��

�F�G����"���"��

�1�9�/������Ed���>�+��(�.�(�%(�o	(� �m<����
�4 �1�9�<�����(��7max�9��+�����5����>�^��M���6?�:D� ��
�"���E�<&�0A<D�0�%� ���C<��7� �
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� �
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� �
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�+�� ��0��E�+3�D�.�(�<����%D�<���%�3�(�68>�+3�D�.�(�1��(�/3)=�>�/m �1��(��D�<&�0�S��1��(�%L3��

63��(�%������9����	����(���(���	B�(��V��5���
�� �%D�*���+#(����J���	>�%����+� 5�����E���(�.�(7� �
��

J@G����"�8���-��

�1�9�/��e� �E�k�$� %(�o	(� �� ��>�+��(�*3�m<����
�4 �1�9�<���� �(�� 7�69� 5�(max�6?�:D� � ��9��+����
�"���E�<&�0�5����>�^��M��A<D�0�%� ���C<��7� �
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�"���E�<&�0�5��^��M���6?�:D� �R������<����Q��:��� �(�+��(�*3��$����%D����J�� ��9�� Amax�C�1	�&��5�
�D��?��1#�3$����B�7� �

�3���6 ���3��/���"�1�@ ��(����3��/��1��?���

���%&��� �S��%(�6�83���(�6D�0�/38���T���%&��� �/�YE�1��(63�D�� �������D������" ���(���&�����7�5���	V� �*�(
� ��>� ������ <���m� <(�=� ��) � p�#,� "	\� 63�D� � � N��� ����� 63�D� � � �V�� ^����<���� 7�%L3��� ��

1 0r x= =� ���������#�A�`�C�%(��	��� �/�YE� �
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<��J�%L3���+�	E�� �q	����������B,�%&��� �#��5�j� �

A�kC���������������������������������������������������������������������������������������������������������������2

3 5( ) 0
d

x x
dt

=� �

�B�lC�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������2

6 3 3 5

g
x x x x+ =�

�
� �

����

A��C�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������2( ) 0
d

dt
ψ ϕ =�� �

A��C����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������2g
ψ ψ ψϕ+ =�� �

�
��
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� �
�*3?9�%(�63�8��	E�� �:3��<D�0�-.��� �*��	��#�I���J.�K#��5�����T�����(63��(�2(�#�7� �

�%'(���5�A��C��	��� �%L3���� �
A�`C�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������2

Kψ ϕ =���

�<(�=�%DK�,�� �<���%(�%3&#��2�����5��7� �
�1��(�1��hJ�>��(ϕ��5��A�`C����A��C6������ �

A�bC����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
2

3

g K
ψ ψ

ψ
+ =��
�

��

� �
� %D��E�	�� ��ψ�� /m ���� 5� ��0t� 5�� ����,� ���J� �T��A�`C�<(�=�K� %&��� � #� �	(� 9�	B� �T�� �(��(�A�bC�%(�

0
g

ψ ψ+ =��
�

�<���/0�/(�c���0���%(�#����J�� �/�YE�<����(�#�����"#��$�<D�0�%&��� �%D�7��(�%L3���*��
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