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نيوتن براي حل دستگاههاي ي تكراري نيوتن، بريدن و شبهروش هامقايسه   

خطي   معادلات غير  

 
  2 نرگس سهرابي گيلاني-2رستمي  سهراب كرد-1هاشم صابري نجفي

  

گيلان دانشگاه ، دانشكده علوم پايه ،گروه رياضي 1  
واحد لاهيجانگروه رياضي ، دانشگاه آزاد اسلامي 2  

  

 

  چكيده

 كاربرد والگوريتم مورد مطالعه     -نيوتن و بريدن از لحاظ ساختار      ي تكراري نيوتن، شبه   روش ها در اين مقاله    

.  دقت مورد بررسـي قـرار داديـم        - سرعت   -ي  ياين سه روش را بر روي مثالهايي از حيث همگرا         . اند قرار گرفته 

ي بهينه روش ها  نيوتن را براي  ي نيوتن و شبهروش هاهمچنين . ايم ه كردهج را در جدولها و نمودارهايي اراي     نتاي

كنـيم كـه بـدون از     دهيم و الگوريتمي را معرفي مـي  با استفاده از مشتق دوم مورد مطالعه قرار مي سازي نامقيد و

دار را كم نمـوده و        وضعيت، تعداد اعمال حسابي معني     هايي نظير پايداري و توانايي نگهداري       دست دادن مزيت  

  .   در حين فرايند تجزيه در هر تكرار نخواهد بودQديگر نيازي به جمع آوري 
  

   PR، تجزيه LU شبه نيوتن، بهينه سازي نامقيد، تجزيه :كلمات كليدي
  

   مقدمه  1

 ه حل آنها به دستگاه معادلات غير خطي درعلوم و مهندسي با مسائلي روبرو هستيم ك

                     
                                                    

ي تكـراري بـراي حـل       روش ها توان از    شود كه با توجه به ضرايب معادلات دستگاه فوق و بعد آن مي             منجر مي 

اري نيوتن، شـبه نيـوتن و بريـدن را از لحـاظ سـاختار          ي تكر روش ها در اين مقاله    . چنين دستگاهي استفاده كرد   

  . پردازيم زبرخطي مي -Q همگراييزبرخطي و  -Rييهمگرا در ابتدا به تعريف. دهيم مورد مطالعه قرار مي
  

}اگر دنباله -زبرخطي-Qي يزبرخطي و همگرا-Rييهمگرا 1-1 }kxبه ∗x همگرا باشد آنگاه 

{ }kx, R-زبرخطي به ∗xهمگرا است اگر                                                   

0
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}و دنباله  }kx , Q-زبرخطي به  ∗x همگرا است، اگر يك دنباله  { }kα به  همگرا به صفر، موجود باشد

                                                                                                                  يكه                       طور

∗∗
+ −≤− xxxx kkk α1  

 را نگـه    همگرايـي كنـد ولـي       زبرخطـي را ايجـاب مـي       -R همگرايـي  ، زبرخطـي  -Q همگرايـي واضح اسـت كـه      

  ]6[.دارد مي

   ساختار روش نيوتن2 

  خطي    دستگاه معادلات غير

( ) 0

:

=

→

xf

RRf nn

  

)مين تخمين ريشه بصورت       ا p.كنيم يهاي متوالي حل م     را به روش تقريب    ) ( ) ( )( )p

n

pp xxx ,,1 K=  باشـد     مي

  و ريشه دقيق دستگاه را بصورت  

( ) ( )ppxx ε+=  
) خطاي تقريب ريشه با      pεدهيم كه   نمايش مي  )px اگر. باشد  ميf  پذير باشد بـا توجـه        پيوسته مشتق  به طور

  :توان نوشت به تقريب بسط تيلور مي

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )ppppp xfxfxf εε ′+≈+  
  

)چون  ) ( )( ) 0=+ ppxf εبودن  و با فرض نامنفرد ( )( )pxJخواهيم داشت :  

( ) ( )( ) ( )( )ppp xfxJ 1−
−=ε  

:                                                                                        شود ه ميكراري زير براي يافتن جواب اراي تطرح) 2-2(و با توجه به رابطه فوق و رابطه 

                                           
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

K,2,1,0

11

=

−−=
+

p

p
xf

p
xJ

p
x

p
x                                                              

  

داده ) 1-2(خطـي    دسـتگاه غيـر    - روش نيـوتن   همگراييهاي يك دستگاه و       وجود ريشه  1-2قضيه  

)شده كه در آن  )xfپيوسته و   ( ) ( )( )ω2Cxf )  و   باشد∋ )0x  همراه باΗ−اش يعني               همسايگي بسته                     

 

  
  

   باشند و اگرωمتعلق به 

) ماتريس ژاكوبي داراي معكوس   -1 )( )01

0 xJ −=Γ براي  ( )0xx  باشد كه   مي=
00 A≤Γ  

2-   ( )( )
2

0
0

0

Η≤Β≤Γ xf    

  

  

( )( ) ( ){ }Η≤−=Η
00 xxxU

)2-1(  

)2-2(  

)2-3(  

)2-4(  
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3-      ( )( ) njixx U ,,2,1,0
K=∈

Η
                  :  ( )

C
xx

xfn

k kj

i ≤
∂∂

∂∑
=1

2

                                                                                              

,,Cهاي    ثابت-4  00 ΒΑ12دله معا   در نا 000 ≤ΒΑ= Cnµصدق كند                                                                                 .

)با تقريب اوليه  )4-2( آنگاه فرايند نيوتن )0x همگرا خواهد شد و )(

lim
p

p

xx
∞→

∗
 يك جواب دستگاه   =

( ) 0=xf  است چنانكه    

                                                                   

)هاي متوالي   و براي تخمين )
K,,10=p

pxدر نامعادله                :  

                                                                                         ( )
0

12
0

1

2

1
Β−

−
≤−∗ 


 pp

p
xx µ                       

10صادق است و براي   <µ [1].باشد  روش نيوتن زبرخطي ميهمگرايي 
  

                                                                                               روش نيوتن اصلاح شده3 
ل فرايند نيوتن آن اسـت كـه در هـر مرحلـه ملـزم بـه محاسـبه مـاتريس ژاكـوبي                       يك مشكل اساسي در شك    

)حال اگر   . باشيم مي )xJ ) وتخمين اوليه    x∗ در همسايگي جواب   −1 )0x       به قدر كافي نزديـك بـه ∗x   پيوسـته ،

)توان  باشد مي )( ) ( )( )011 xJxJ p −−

  :     رسيم   را تخمين زدكه در اين صورت به روش نيوتن اصلاح شده مي≈
                                                                                       

                                                         ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) K,2,1,0011
=−=

−+ pxfxJ ppp ξξ  
  

)   كه ) ( )00 x=ξ .  دقت كنيد كه تخمين اوليه( ) ( )11 , ξx هـاي نيـوتن و نيـوتن اصـلاح        با توجه به فرمـول

)شده عبارت است از  ) ( )11 ξ=x.  
  

   الگوريتم روش نيوتن4

RTOLRNRx n ∈∈∈ ,,0
  . داده شده است

1,0:    قرار دهيد.1گام  == PK  

NP براي .2گام    .كنيد را اجرا )  7(تا  )  3(  مراحل  ≥

) .3گام  ) ( )KK xFxJ   .  را محاسبه كنيد,

) معكوس ژاكوبين  .4گام  )KxJرا محاسبه كنيد   .( )( )KxJ 1−  

ــام  ــرار .5گ  ق

  :دهيد
  

) اگر   .6گام  ) TOLxF K <+1
  .برويد) 8( را چاپ كنيد و به  Kx+1    مقدار  

1,1  :        قرار دهيد.7گام  +=+= PPKK     

   پايان الگوريتم .8گام 

  

  

 

( ) Η≤Β≤−∗
0

0 2xx

( ) ( )KKKK xFxJxx 1

1

−
+ −=
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  1 ساختار روش بريدن5

  ترين فرم روش بريدن بصورت   ساده. گيريم را در نظر مي) 1-2(دستگاه 

( ) K,2,1,01

1 =−=
−

+ kxfBxx kkkk  
  

 [6]. استkx تقريب ماتريس ژاكوبين در kBباشد كه  مي

                           :                 گيــــــــــــــريم  در نظــــــــــــــر مــــــــــــــيkxهمــــــــــــــسايگي كــــــــــــــوچكي حــــــــــــــول  

( ) ( ) ( )( )xxxJxfxf kkk −+≈  
=+1اگر   kxx ، ( ) ( )kkk xfxfy −= ) تقريب kB و 1+ )kxJباشد، خواهيم داشت :                               

                                                                                            
( )

kkkk

kkkk

yBxx

xxBy

1

1

1

−
+

+

−=⇒

−=
                                                                                  

  .شود فرمول فوق وضعيت شبه نيوتن ناميده مي

)  براي    kBبريدن يك تقريب     )kxJ 1باشـد چنانكـه       مي+kB    تقريـب ( )1+kxJ   از kB    بـا ( )3nO   عمـل 

1,1به غير از حالت     .  هر تكرار باشد   حسابي در  =+ nBk  شود و بريـدن بـا دليـل     فرد تعريف نمي   منحصربه

   [3].  وجود نداردkS روي متمم متعامد kB از kB+1ثابت كرد كه هيچ دليل واقعي براي اختلاف داشتن 

 عمـود بـر     Z در جهـت     kB+1 بوسـيله    fشود كه تغيير در       طوري انتخاب مي   kB+1اين درا ين روش      ربنا ب 

kSبيني  بيني است ونظير پيش  قابل پيشkBاين مطلب به. باشد  مي  

       0,1 ==+ kkk SZZBZB                                
  

}هاي   ماتريس) 3-5(و ) 2-5(از . شود منجر مي }kB با    

                      
( )

21

k

T

kkkk
kk

S

SSBy
BB

−
+=+  

  

                                                                                  ( ) ( )kkk

kkk

xfxfy

xxS

−=

−=

+

+

1

1                                                    

                                                                 

  .شود تعريف مي
  

nnر از     تعداد ارزيابي اعمال اسـكال    ) 1-5(و  ) 4-5(هاي   درحل به روش بريدن با استفاده از فرمول         بـه    2+

n     شـود امـا بـراي كـاهش پيچيـدگي از                كاهش داده مـي( )3nO    بـه ( )2nO       موريـسن    - از فرمـول شـرمن - 

}وودباري براي محاسبه وارون  }kBشود كه خواهيم داشت  استفاده مي:  

  
  

  
1.Broyden  

  

  

  
 

)5-1(  

)5-2(  

)5-3(  

)5-4(  

)5-5(  
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01

1

1

1
11

1

≠




 −+=
−

−

−

−
−−

+

kk

T

k

k

T

k

kk

T

k

kkk
kk

yBS

BS
yBS

yBS
BB

   

  

 سخت kBسي بد وضع بودن  كند ولي داراي اين مشكل است كه برر        اين روش در بيشترحالات خوب كار مي      

  .است

nn فرض كنيد    1-5قضيه   RRf باشـد و فـرض       پيوسته مشتق پذير     به طور   D در مجموعه باز محدب      :→

)كنيد     ) 0=∗xf    و براي Dx ∈∗  , ( )∗′ xf           نامنفرد باشد و با فـرض اينكـه  f      در شـرط ليپـشتس در ∗x 

بـه  آنگاه روش بريدن    . را در نظر بگيريد   ) 2-5(و  ) 5-5(و  ) 4-5(صدق كند، روش بريدن تعريف شده توسط          

 [7]. همگرا استx∗ زبرخطي به-Q موضعي وطور

در حالت يك بعدي روش بريدن ضرورتـا       .  كلي براي توابع غيرخطي صادق نيست      همگراييدقت شود كه    

  .تواند دوري باشد يابد و اين روش مي اي كاهش مي به روش قطعه

  

   الگوريتم روش بريدن6

RRNRx n ∈∈∈ ε,,0داده شده است  .  

)   .1گام  ) ( )00 , xJxf را محاسبه كنيد.  

0,1  .2گام  == kp  
)  .3گام  )01

0 xJB −

=  
)  براي  .4گام  )Np   .را اجرا كنيد) 10(تا  )    5(   مراحل  ≥

)  قرار دهيد   .5گام  )kkk xfBS 1−
  .  را محاسبه كنيدkS  و  =−

kkk .6گام  Sxx +=+1.  
)  اگر  .7گام  ) ε<+1kxf  1    مقدار+kx برويد)  11(   را چاپ كنيد و به.  

):             قرار دهيد.8گام  ) ( )kkk xfxfy −= +1  

1  :      قرار دهيد.9گام 

1

1
11

1

−

−

−
−−

+ 



 −+= k

T

k

kk

T

k

kkk
kk BS

yBS

yBS
BB  

  .  يك وا حد اضافه كنيدk به .10گام

   پايان الگوريتم  .11گام
  

    ساختار روش شبه نيوتن7

  :فرم روش شبه نيوتن بصورت زير است. را داشته باشيم)  1-1(فرض كنيم دستگاه 

  

  

        

                           
  

  

( ) K,2,1,01 =+=+ kxfHxx kkkk

)5-6(  

)7-1(  
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شـود و همـواره در         منحصر بفرد تعريـف مـي      kHتقريب وارون ماتريس ژاكوبين است و در اين روش          kHكه
1−

−= kk BHكند كه    صدق ميkBباشد  تقريب ماتريس ژاكوبين مي.  

  روش شبه نيوتن به دليل برقراري شرايط 

                              0,1 ==+ ZVVHVH Kkkkk        
  

}ماتريسهاي  .  آمده استبه دست }kH  با استفاده از    

                                                                                                                                                              

( )
k

T

k

T

kkkk
kk

yy

yyHS
HH

+
−=+1  

                                                                كه                

( ) ( )kkkkkk xfxfyxxS −=−= ++ 11
   

}توان وارون  وودباري مي- موريسن-فرمول شرمن شوند و با استفاده از تعريف مي }1+kH مستقيم به طور را

}ازوارون }kHآورد كه خواهيم داشتبه دست :  

                                             

( ) K,2,1,01

1 =−=
−

+ kxfBxx kkkk                             
  

      يكه                      به طور

                                
( ) ( )kkk

kkk

xfxfy

xxS

−=

−=

+

+

1

1

,                        ( )
( ) ( )k

kk

T

k

T

kkkk
kk B

SBy

ySBy
BB 



 −+=+1  

  

   الگوريتم روش شبه نيوتن  8

RRNRx n ∈∈∈ ε,,0داده شده است  .  

0,1     :   قرار دهيد.1گام  == kp.            

):             قرار دهيد.2گام  ) 00 BxJ ) و  = )0xfرا محاسبه كنيد    .  

)  براي   .3 گام )Np   .را اجرا كنيد)  9(تا  )  4(   مراحل  ≥

)  قرار دهيد   .4گام  )kkk xfSB   . را محاسبه كنيدkS و=−

kkk           .5 گام Sxx +=+1.        
)  اگر    .6گام  ) ε<+1kxf  1    مقدار+kx برويد) 10(  را چاپ كنيد و به.  

):            قرار دهيد.7 گام ) ( )kkk xfxfy −= +1.  

1:          رار دهيد  ق.8گام 

1

1
11

1

−

−

−
−−

+ 



 −+= k

T

k

kk

T

k

kkk
kk BS

yBS

yBS
BB.  

pk   به  .9 گام   .  يك واحد اضافه كنيد,

  . پايان الگوريتم.10گام 

  

  

)7-2(  

)7-3(  
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   مثال عددي9

كنيم و در جداول و نمودارها اين سه الگوريتم  سي ميها را برر  در اين بخش با چند مثال عددي الگوريتم

)منظور از خطا   . دهيم ، سرعت و دقت مورد بررسي قرار ميهمگرايينظر  را از نقطه ) TOLxf k <+1 

  .باشد مي

  .باشد ايانگر خطاي گام مربوطه مي ها نمyها و محور  ها نمايشگر گامxدر نمودارها محور: تذكر

  خطي             دستگاه معادلات غير 1مثال 

                                                                                                  




=−++
=+−+
=−+−

04

042

0432

222 zyx

zyx

zyx

  

)  را با نقطه اوليه  )t5.1,5.1,5.0 يج در  ه الگوريتم را براي مثال فوق بكارگرفتيم و نتاس.   در نظر بگيريد−−

  .باشد قابل مشاهده مي) 3-1(و ) 2-1(و ) 1-1(هاي   و نمودار1جدول شماره 

  خطا براي دستگاه اول : 1 جدول                                                                   

  

) ،1جدول  در  )iE  2,1,,7 كه K=i خطاي مرحله ، i-ام است  .  

  

                            

  
  )روش بريدن(نمودار خطا : 3-1                     )روش شبه نيوتن(نمودار خطا : 2- 1                              )روش نيوتن(نمودار خطا : 1-1             

  

Iteration 

error  

    نيوتن  بريد ن  شبه نيوتن

          

bAX −  

0.07250000000  

0.004996888000  

0.00003193100003

0.2000000000 10 -8

 

0.07250000000  

0.001565798000  

0.00009857700002

0.6479000000 10 -5

0.4250000000 10 -6

0.2903446228 10 -7

0.1000000000 10 -8

 

0.07250000000  

0.004996888000  

0.00003193100003

0.2000000000 10 -8

 

( )E 1

( )E 2

( )E 3

( )E 4

( )E 5

( )E 6

( )E 7
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)دستگاه معادلات غيرخطي زير با نقطه اوليه   2مثال )t1,5.0داده شده است  . 

                                                                                                                     



=−+
=−+
022

04
2

22

xy

xyx                                                                         

  .باشد قابل مشاهده مي)  3-2(و ) 2-2(و ) 1-2( و نمودارهاي 2 نتايج مقايسه سه الگوريتم در جدول شماره 

  
   Iteration 

error  

    نيوتن  بريد ن  شبه نيوتن

  

  

  

  

  

        

bAX −  

  خطا براي دستگاه دوم:  2جدول

   

)،2جدول در  )iE  2,1,,5 كه K=i خطاي مرحله ، i-ام است .  

                             

                                                                                                                    
روش (نمودار خطا : 3-2                                     )روش شبه نيوتن(نمودار خطا : 2-2                             )روش نيوتن(نمودار خطا : 1- 2        

                                                                                                                                                                                          ) بريدن

  

  دستگاه معادلات غيرخطي  3مثال

                                                                                                                 



=−+
=+−−
01

012
22

2

yx

yxx                                                                          

) را با نقطه اوليه    )t2.0,9.0   بكار گرفتيم، نتايج درجدول شماره     سه الگوريتم را براي مثال فوق       .  در نظر بگيريد

 .باشد قابل مشاهده مي) 3-3(و ) 2-3(و ) 1-3( و نمودارهاي 3

( )E 1

( )E 2

( )E 3

( )E 4

( )E 5

0.05031152949  

0.0002698000585  

0.9899494937 10 -8  

 

0.05031152949  

0.002794625970  

0.00001545728650

0.8765842800 10 -7

0.  

0.05031152949  

0.0002698000585  

0.9899494937 10 -8
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Iteration 

error  

    نيوتن  بريد ن  شبه نيوتن

          

bAX −  

  خطا براي دستگاه سوم : 3جدول

  

)، 3جدول    در  )iE  2,1,,6 كه K=i خطاي مرحله ، i-ام است   .  
  

                       

                                                                   
  )روش نيوتن(نمودار خطا . 1-3                      )روش شبه نيوتن(نمودار خطا . 2-3                                                      )روش بريدن(نمودار خطا . 3-3             

  

  ي نيوتن و شبه نيوتن با تعيين طول گام و جهت جديدروش هاتوسعه  10

)بفرم   سازي نامقيد  مساله بهينه )
n

n

Rx

RR

x
x

∈

→

ϕ
ϕ

min

:
اگر علاوه بر بردارگراديان از مشتق دوم تابع . باشد مي

   را با مينيمم كردن         kx+1روش نيوتن تكرار جديد.  نيز استفاده شود همگرايي سريعترخواهد شدxϕ)(هدف

                                                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) kskxHT
k
sks

T
kxgkxkskxkskq 2

1
++≈+= ϕϕ   

)وبا استفاده از تابع      )xϕ     در تكرار جاري kx 0و زماني كه نقطه اوليه . كند  تعيين ميx  تخمين مناسـبي از 

  . ريشه نباشد روش نياز به اصلاح دارد

  

0.06632773745  

0.001517247582  

0.1295772341 10 -5  

0.1000000000 10 -9  

 

0.06632773745  

0.01085931580  

0.0001416305030  

0.3297180044 10 -5

0.9588013350 10 -7

0.1000000000 10 -9

0.06632773745  

0.001517247582  

0.1295772341 10 -5

0.1000000000 10 -9

 

( )E 1

( )E 2

( )E 3

( )E 4

( )E 5

( )E 6
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)توجه شود كه اگـر گـام نيـوتن           ) 0
1 ≤−

kk

T

k gxHg              بخـاطر     باشـد، جهـت كاهـشي نخواهـد بـود و ايـن 

)خاصيت معين مثبت بودن يا حداقل معين منفـي نبـودن             )∗xH     در مجـاورت نقطـه ∗x)    رخ ) مينـيمم موضـعي

اي زينـي   باشد زيرا احتمال آنكه گام نيوتن به نقطـه         اين دليل انتخاب بردار گراديان به عنوان جهت مي        . دهد نمي

  ، بصورتks و طول kxبسط سري تيلور تابع گراديان، حول نقطه . منجر شود وجود دارد
 

( ) ( ) L++=+ kkkkk sxHgsxg  
  

 kB+1 گيريم كه  امين مرحله بكار مي−k را بعنوان تخمين ماتريس هسين درkBنيوتن  در روش شبه. باشد مي

kkk را در طول ϕخميدگي   xxs −=   زند يعني   تخمين مي1+

                                                                                       ( ) ( )kkk

kkk

xgxg

sB

−=

=

+

+

1

1

γ
γ  

  .شود نيوتن ناميده مي كند كه شرط شبه گراديان تغيير مي در kγجائيكه  

                                 تواند با استفاده از                        نيوتن مي شرط شبه

( )
( )21

k

T

k

T

kkk

T

k

k

T

k

T

kk

T

kk
kk

ss

sssr

ss

rssr
BB −

+
+=+                        

kkkk  به روز شود كه         PSB(2(يعني     sBr −= γ .  وز شده   ماتريس به رkk BB  2 اصـلاح شـده مرتبـه        1+−

  يافته شده است كه عبارت است ازkB كردن به روز، براي BFGS(3(نيز معادله ديگري به نام . است

                                                                                 
k

T

k

T

kk

kk

T

k

k

T

kkk
kk

YYBY

BYYB
BB

γ
γγ

+−=+1  

  .باشد) PSB(تواند گزينه بهتري از مورد  و مي

)(پيچيدگي روش    3nO  هرچند چون   .  خواهد بودkB   1 بهبود يافتـه مرتبـه دوم−kB باشـد امكـان حـل      مـي

−1يـك روش محاسـبه تخمـين      . دستگاه به روشي كـاراتر وجـود دارد       

kB       موريـسن - اسـتفاده از فرمـول شـرمن-

)(باشد كه در اين حالت پيچيدگي از مرتبه         وودباري مي  2nO    همچنـين اگـر از تجزيـه چولـسكي         .  خواهـد بـود
T

kkkk LDLB )( استفاده شـود دسـتگاه داراي        = 2nO    1 فاكتورهـاي  بـه عـلاوه   . باشـد    عمـل مـي+kL 1 و+kD را

1 در همان تعداد عمل كه براي kB+1توان از تخمين به روز شده مي
1

−
+kB[5] مورد نياز است محاسبه كرد. 

سين در خطـاي    كه خاصيت معين مثبت بودن تخمين ماتريس ه        استفاده مهم ديگر از تجزيه چولسكي آنست      

  . رود گرد كردن از بين نمي

ــه   ــد ك ــرض كني TLDLBف ــسكي = ــه چول ــه  B تجزي ــد جائيك lijL)( باش ــي  = ــايين مثلث ــسي پ  ماتري

)(و jddiagD TvvBBفـرض كنـيم     .  ماتريسي قطـري اسـت     =  باشـددر   Bمرتبـه اول       بهبـود يافتـه        =±

  اينصورت    

                                                     TTTT LppDLvvLDLB )( ±=±=    
  

۲Powel-Symetric-Broyden 
٣Broyden – Fletcher – Goldfarb – Shanno 

 

 

 

)10-1(  
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p    جواب دستگاه vLp TTباشد و تجزيه چولسكي        مي = LDLppD
))

  با يـك رابطـه بازگـشتي سـاده           ±=

LLL:  شود و خواهيم داشت    محاسبه مي 
)

TvvBB  و در مورد يك اصلاح مثبت         =  و عناصـر    p بـردار  =+

L
)

D و 
)

 در يك روش پايدار عددي با استفاده از تنها 
2

3 2nشوند   عمل محاسبه مي .  
  

  وش بررسي نظري ر10-1  

)(=0باشد يعني        نقطه بهينه آن     x*را داشته باشيم كه     ) 1-1(فرض كنيد تابع غيرخطي      *xf .    حل كـردن

                                                                                                                          4معادلات غيرخطي به مساله كمترين مربعات غيرخطي

                                                                        ( )
n

T

Rx

xfxfxfxF

∈

== )()(
2

1

2

1
)(min

2

2                                                                    

  .باشد گاه مي جواب دستx*وابسته است، چون 

را به فرم   ) 1-1(حال فرض كنيد دستگاه معادلات غير خطي 
nRx

xF

∈

)(minتبديل كرده باشيم     .

)بردارگراديان تابع  ) ( )xfxfxF T )(
2

1
) به صورت  = ) ( ) ( ) ( )xfxJxFxg

T=∇=باشد كه در آن    مي

( )xJ ماتريس ژاكوبين تابع ( )xfبوده و ماتريس هسين آن به صورت  

( ) ( ) )()(2 xJxJxFxH T=∇=شود تعريف مي                                                      .  

ي نيوتن وشبه نيوتن با نصف تعداد اعمال روش هادر محاسبه با روش فوق ريشه مطلوب در مقايسه با 

  .آيد  ميبه دستمحاسباتي 

) موضعي تابع به طوربهبودمورد نظر،  روش  )xF   را با دستگاه خطي 

kSxHxgkxg )()()( HSgEزند و به عبارت ديگر مساله بصورت  تقريب مي+=+ +=minmin  

          .                                                                                 شود حل مي

HBاگر تخمين هسين بصورت    :   در نظر گرفته شود=

gBS −=  
  :خواهيم داشت

gBBSB TT −=  
  

QRB                    :  تجزيه شودQR توسط فاكتور Bحال اگر تخمين هسين  =  

  :خواهيم داشت) 2-10( با جايگذاري عبارت فوق در رابطه

                                                                                         gBSQRQR TT
−=)()(  

  

                                                                                             gBQRSQR TTT
−=  

                                                                                           gBRSR TT
−=  

 

4 Nonliner Least Squares Problems 

 

 

 

 

)10-2(  

)10-3(  
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 Qباشد كه    در معادله بالا ظاهر نشد و اين يك مزيت روش بهبود ميQشود   كه مشاهده ميهمان طور

 در حين فرآيند بهبود تجزيه ماتريس در Qآوري رود و ديگر نيازي به جمع زمان اجراي مرحله نيوتن از بين مي

  .ست اين مطلب از ميزان محاسبات خواهد كاست كه يكي از نتايج آن پايين آمدن خطا. هر تكرار نخواهد بود

T وودباري، - موريسن-طبق فرمول شرمن

kk vvBB توان  باشد و مي    ميkB همگراي مرتبه اول1+=+

11ثابت كرد كه   ++ k

T

k BB اصلاح شده متقارن مرتبه دوم k

T

k BBخواهد شد .  

  :                                     بيان كنيم، خواهيم داشتTLDLحال اگر تجزيه چولسكي را به صورت 

                                                                                                                         QRB =  

                                               TT LDLQRQR =)()(→= TT LDLBB  

                                                           TTT LDLQRQR =))((    

                                             TTT LDLDLDLRR 2121
==    

                                                                           TLDR 2

1

=  
                                                                        21−=→ DRL T  

  

   الگوريتم بهبود يافته11

RTol∈ و nRx )( داده شده است و 0∋ kk xff =.  

  .k=0 .1مگا

)( .2گام kk xjj   . را محاسبه كنيد=

k مقدار .3گام

T

kk fjG k و =

T

kk jjB   . را محاسبه كنيد=

kkk تقريب هسين QR تجزيه .4گام RQB   . را محاسبه كنيد=

),.....,(    .5گام 22
11 nnk RRdiagD =.  

−21    .6گام
= kkk DRL.  

   .7گام
k

T

kkk

T

kk GBLDLS 111)( −−−

  .  را محاسبه كنيد=−

    .8گام
kkk Sxx +=+1.  

TolxG  اگر   .9گام k p)(   .برويد) 13(  به گام +1

)()(  .10گام kkk xGxGY −= +1.  

:               را به روز كنيد kB+1 .11گام
k

T

k

k

T

k

kkk
kk BS

SBS

SBY
BB

)(
1

−
+=+

5  

=+1:   قرار دهيد.12گام kk برويد) 4( و به گام.   

  . پايان.13گام
  

  .باشد وردن ماتريس هسين منسوب به مك كورميك ميآ دربه روزدستور  5
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4.0 جوابهاي مثبت دستگاه معادلات غيرخطي زير را با مقدار اوليه  4مثال 
0

5.0
0

8.0
0

=== zyx و 

  .  قابل مشاهده است) 4(و نتيجه در جدول . زنيم با الگوريتم شرح داده شده تخمين مي

                                




=+−
=−+
=++

043

042

1

22

22

222

zyx

zyx

zyx

                                                                                                      

 

        

                                                                              

  

  

  
  

   در نظر گرفته شده است−610خطا   :4جدول 
  

  

  

  روش ها نتايج ومقايسه 12

  :شود  آمده از رفتار الگوريتم ها ديده ميبه دستهمان گونه كه از مقايسه نتايج 

كننـد امـا    ه مـي كمتر و تقريبا با زمان مـساوي اراي ـ    طول گام   , ب  ي نيوتن و بريدن نتايج را با دقت مناس        روش ها  

  .دهد ه ميگام بيشتراراي روش شبه نيوتن عليرغم مزايايي كه دارد نتايج را با همان دقت و طول

  :رسيم  اما اگر بخواهيم آنها را از لحاظ ساختار مقايسه كنيم به نتايج زير مي

 معادله خطـي نيـاز   nدرهرمرحله محاسبه جواب، . رتبه دوم است   موضعي همگراي م   به طور  روش نيوتن    - الف

 همگرايـي .  سـريعي دارد   همگرايـي بـراي بـسياري از مـسائل        .  و تئوري قوي است      الگوريتمي ساده   داراي. دارد

ات عملـي  هاي اوليه گوناگون پايدار است اما از دو ضعف جدي از نقطـه نظـر محاسـب    روش نيوتن تحت تقريب 

  :برخوردار است

)حل كردن دستگاه خطي با روش نيوتن از مرتبه . 1 )3nOاست  .  

nnباشد لازم است تعداد    تحليلي موجود نمي  به طور كه ژاكوبين     زماني .2  تابع اسكالر در هرتكرار ارزيابي      2+

)شوند تا تقريب تفاضل متناهي  )kxJمحاسبه شود و اين از نظر اقتصادي گران است .  

زنـد، بريـدن يـك      در حالت كلي روش بريدن ماتريس ژاكوبي را بهتر از محاسـبه مـستقيم آن تقريـب مـي             -ب

) براي kBتقريب   )kxJ  1آورد كه     مي به دست+kB   تقريب ( )1+kxJ    از  kB   با ( )2nO      عمل حسابي در هـر 

,1 فقط در    fتكرار است و ارزيابي      +kk xx  آيد و تنها        مي به دستn       عمل حسابي درهر تكرار ارزيابي  

كنـد ولـي     اين روش در بيشتر حـالات خـوب كـار مـي           .  خواهد بود  kB اصلاح شده مرتبه يك      kB+1. شود مي

  . سخت استkB وضع بودن   باشد كه بررسي بد داراي اين مشكل مي 

  

  

  

    پيشنهاديروش  PSBروش 

ROOT  تكرار   ROOT  تكرار   











0.7851969337

0.4966113948

0.3699228297 

  

10  









0.7851970440

0.4966115600

0.3699229703  

5  
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كنـد   خطي تعريف مـي  اي از معادلات همزمان غير   شبه نيوتن روشي بر مبناي روش نيوتن براي حل مجموعه          -ج

)هاي   و ارزيابي  )xf  يش از آنكه لازم باشد نياز ندارد بخصوص اگر تابع برداري آن محاسبه سختي داشـته                 را ب

  .باشد  روش شبه نيوتن زبرخطي ميهمگرايي. باشد

هـاي   مانـد و اگـر تقريـب مـاتريس         مهمترين خاصيت آن است كه تقريب ماتريس ژاكـوبي ثابـت بـاقي مـي              

  . تواند رشد كند  ميهمگرايي كند نرخ   به ماتريس ژاكوبي ميلkBژاكوبي 

  باشد از جمله   نيز ميييها اما روش شبه نيوتن داراي ضعف

  .رود  مرتبه دوم روش نيوتن از بين ميهمگراييبا استفاده از روش شبه نيوتن . 1

 روش نيوتن خطاي گرد كردن را در تكرارهـاي متـوالي اصـلاح خواهـد كـرد ولـي روش شـبه نيـوتن خـود                        .2

  .باشد  نمياصلاح

  . نسبت به وضعيت شبه نيوتن استkBدقت به اين نكته نيز لازم است كه مقدار بريدن كمترين تغيير 

  

  :  استفاده شد به نتايج زير دست يافتيم11زماني كه از فرم پيشنهادي بخش 

شـود و ايـن مـشكل را     مـي در اغلب موارد محاسبه ماتريس هسين از لحاظ محاسبه مستقيم گران تمـام      -1

  .توان با تخمين هسين برطرف نمود مي

 :شود وقتي از مشتق دوم تابع استفاده مي -2

  .يابد  محاسبه اعمال حسابي تقريبا به نصف كاهش مي-        الف

 .هد شد خواkB−1 در اين حالت بهبود يافته مرتبه دوم kB -  ب             

در الگوريتم بهبود يافته از تجزيه چولسكي استفاده شد كه اين عمل احتمال از بين بردن خاصيت  -3

 .نمايد معين مثبت بودن ماتريس هسين تخمين زده شده در خطاي گرد كردن را منتفي مي

 در حين فرآيند بهبود Qي ساز شود و ديگر نيازي به ذخيره  حذف ميQدر زمان انجام روند نيوتن  -4

اين مطلب از ميزان محاسبات خواهد كاست كه يكي از . تجزيه ماتريس در هر تكرار نخواهد بود

 .   باشد نتايج آن پايين آمدن خطا مي

Lبا اجراي اين الگوريتم، عناصر       -5
)

D و   
)

 در يك روش پايـدار عـددي بـا اسـتفاده از          TLDL به روش    

تنها 
2

3 2nشوند   عمل محاسبه مي. 

 .دقت شود كه نقطه اوليه به ريشه بقدر كافي نزديك باشد -6

  به جايSQRFتوان از تجزيه  باشد و مي اين الگوريتم در مورد ماتريس ژاكوبين نيز قابل اجرا مي -7

 . استفاده نمودQRتجزيه 
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   پيشنهادهاي ديگر براي محاسبه ماتريس ژاكوبين  13

  :توان به صورت زير تجزيه كرد  را ميxJ)( ماتريس ژاكوبين ∋nRxبراي هر 

                            )()()( 1 xNxMxJ −

=   
                                         :                                                        و خواهيم داشت

)(1

1 kkkkk xFMNxx −
+ −=  

 را U و L−1اگـر مـاتريس اسـپارس   .  محاسـبه شـود   QR و يا تجزيـه      LUتواند به صورت تجزيه       مي) 13-1(

  . به آن پرداخته شده است[9]رسيم كه در ار ببريم، به روشي ميبك

  :توان به صورت زير بيان كرد  را ميxJ)( ماتريس ژاكوبين ∋nRxهمچنين براي هر 

                                                                                          )()()( xDxCxJ +=  
  :گونه نيست و خواهيم داشت  اينxD)(شود ولي   به راحتي محاسبه ميxC)(ن كه در آ

                                                                 )()]()([ 1

1 kkkkk xFxDxCxx −
+ +−=  

  

kkkk{ير فضاي آفين        روي زkD تصوير kD+1كه

nn

full sxCyDsRDV )({ 1+
×   .باشد   مي=∋=−

  .       اي كه بزودي منتشر خواهد شد كار شده است  روي اين موارد در مقاله 
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