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 پيشرفت و پسرفت واحدهاي تصميم گيرنده با استفاده از مرزهاي لايه اي

 

 

  2ه عاطفه معصوم زاد2سهراب كردرستمي 1عليرضا اميرتيموري
 گروه رياضي كاربردي دانشگاه آزاد اسلامي رشت1

  گروه رياضي كاربردي دانشگاه آزاد اسلامي لاهيجان2

 

                                                                                           

  چكيده

.  در يك دوره زماني مي پردازداين مقاله به تعيين ميزان پيشرفت و يا پسرفت يك واحد تصميم گيرنده

براي اين منظور از مرزهاي لايه اي استفاده خواهد شد، به اين ترتيب كه ابتدا واحدها در زمان نخست در 

هاي  سپس هر واحد پس از گذشت يك دوره زماني با شاخص. ي تقسيم بندي مي شوندآيچندين سطح كار

 مقايسه مي شود و ميزان پيشرفت يا پسرفت آن  مشخص ي متناظر آن در زمان نخستبا لايه كارآيجديد و  

 كه مبتني بر متغيرهاي كمكي SBM)( و غير شعاعي CCR)(براي اين منظور از دو مدل شعاعي . خواهد شد

  .نا صفر است استفاده خواهد شد
 

  . ييآار تحليل پوششي داده ها، پيشرفت و پسرفت، ك:كلمات كليدي
  

  مقدمه 1

يك روش برنامه ريزي رياضي براي ارزيابي مجموعه اي از واحدهاي ) DEA(تحليل پوششي داده ها 

ي روش هاي مختلفي براي اندازه گيري كارآي .تصميم گيرنده  با ورودي ها و خروجي هاي چند گانه است

 .]1[ را مطرح نمودند CCRمدل ) 1978(كوپر و رودز  چارنز، .ه شده استدهاي تصميم گيرنده ارايواح

ي آيمرزكارآ مجموعه تمام واحدهاي كار.  ناميده مي شوندآي يك، كاركارآيدراين مدل، واحدهاي با اندازه 

و  ي ساير واحدهاآي، ميزان كاريك واحد نا كارآواضح است كه حذف يا اضافه نمودن . راتشكيل مي دهد

 ممكن است متغيرهاي كمكي مخالف CCR در مدلآواحدهاي كار. ي را تغيير نمي دهدآيچنين مرز كارهم

آيي غير شعاعي  اين اندازه كار].3-2[ را مطرح نمود SBMمدل ) 2001(بر اين اساس تون. صفر داشته باشند

كار دارد و مقياسي بين صفر و يك فراهم مي كند كه با ساختار با متغيرهاي كمكي سرو است و مستقيما 

DEAي ضعيف مقداري كمتر از يك را اختصاص آهمچنين اين روش براي واحدهاي كار.  همخواني دارد

 را براي  مرزهاي لايه اي]4[سيفورد و زو . ي ضعيف موثر استآيمي دهد و در شناسايي واحدهاي با كار

.  بودCCRي واحدهاي تحت ارزيابي مطرح نمودند، كه اساس كار آن مدل شعاعي زايش گام به گام كارآياف

  .  تشكيل دادندSBMمرزهاي لايه اي را بر اساس مدل غير شعاعي  ]5[موريتا، هيروكاوا و زو 
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ي از حدها را نسبت به سطوح مختلف كارآياندازه پيشروي و پسروي وا) 2003(همچنين سيفورد و زو 

ي مقايسه مي واحدها را با سطوح پايين تر كارآي مطرح نمودند كه در آن وقتي CCRطريق مدل شعاعي 

واحدها ي مقايسه مي نماييم، ميزان پيشروي تر كارآيكنيم، ميزان پسروي نسبي و وقتي واحدها را با سطوح بالا

ي رتبه آيك سطح كاربه اين ترتيب مي توانيم واحدها را در ي. ي به دست مي آوريمرا در يك سطح كارآي

 كه مبتني بر متغيرهاي SBMدر اين مقاله واحدهاي تصميم گيري از طريق مدل غير شعاعي . بندي نماييم

سپس ميزان پيشرفت ويا پسرفت واحدها در يك . ي تقسيم بندي مي شوندآيكمكي است، در چندين سطح كار

. رشان در مرحله قبل از طريق مدل غير شعاعي محاسبه خواهد شدي متناظآيدوره زماني نسبت به سطوح كار

در بخش دوم مرزهاي لايه اي با هر دو مدل شعاعي : سازماندهي بخشهاي بعدي اين مقاله به صورت زير است

پيشرفت و پسرفت واحدهاي تصميم گيرنده از يك دوره به دوره ي بعد در . و غير شعاعي معرفي خواهند شد

يك مثال شامل پانزده واحد تصميم گيري جهت توصيف نحوه عملكرد روش . ي خواهد شدبخش سوم معرف

  .  نتيجه گيري در بخش پنجم آمده است. ه مي شوديه شده در مقاله، در بخش چهارم ارايارا

  

  ي   لايه اي كردن مرز هاي كارآي2

n واحد تصميم گيرنده به صورت njDMU j ,...,1: را در نظر بگيريد كه در =

),...,(آنها 1 mjjj xxx ),...,( ام و jواحد  بردار ورودي = 1 sjjj yyy ام  j بردار خروجي واحد =

}فرض كنيد . هستند }njDMUJ j ,...,1:1
زير .  مجموعه همه واحدها در مرحله نخست باشد==

   را به صورت زير تعريف مي كنيم lJ+1وعه مجم

lll EJJ −=
+1  

  كه در آن

                                   }0DMU   كاراست       :{ 0

ll JDMUE ∈=   
  

  . مي باشندloφ=1 برنامه ريزي خطي زير داراي مسالهم واحد هايي است كه در  متشكل از تماlEمجموعه
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 شامل همه واحدهايي است 1E در ماهيت خروجي است و CCRمدل ) 1( است آنگاه مدل l=1وقتي  

 است l=2وقتي . يي سطح اول راتعريف مي كنندآ مرز كار1Eواحدهاي در. ي شعاعي هستندآكه كار

يي سطح دوم را مشخص مي آ كاري سطح اول ناديده گرفته شده اند، مرزآكه درآن واحدهاي كار) 1(مدل

يي آ مرز كارlEيي به دست مي آوريم ودرحالت كلي واحد هاي  درآبه اين ترتيب چندين سطح كار. كند

  :اين مجموعه ها داراي خواص زير هستند.  ام را تعريف مي كنندlسطح 

 i(       llEEEJ lll ′≠=∩∪= ′
,,1 φ   

ii( براي        ll >′ ، DMUهاي در lE غالب بر DMUها در lE
  .  هستند ′

iii( هر واحد در مجموعه      lE نسبت به تمام واحد ها در مجموعه lJ
ll براي ′   .يي بيشتري داردآ كار′<

  :تشكيل مي شوند) 1(با استفاده از الگوريتم زير مرز هاي لايه اي به كمك مدل شعاعي 

سطح  ( 1E را براي به دست آوردن مجموعه 1J هاي در DMU) 1(ل و توسط مدl=1  قرار دهيد .1گام

  .ارزيابي كنيد) يي آاول كار

  :تعريف كنيد را به صورت زير lJ+1 كنار گذاشته و lJ را از مجموعه آ  واحد هاي كار.2گام

lll EJJ −=
+1  

=+1در غير اينصورت قرار دهيد .  آنگاه توقف كنيدφ=+1lJاگر llو گام دو را تكرار كنيد .  

يد و مجموعه يي جديد ارزيابي كنآ را براي يافتن مرز كارlJ+1مجموعه واحدهاي در ) 1(  توسط مدل .3گام 
1+lE1يي سطح آاين مجموعه مرز كار. به دست آوريد  را+lام را تعريف مي كند .  

  . آنگاه الگوريتم متوقف مي شودφ=+1lJ   اگر.شرط پاياني

ي كمكي مخالف صفر داشته ي شعاعي ممكن است متغير هاآهمان طوري كه قبلا ذكر شد، يك واحد كار

 SBM مدل غير شعاعي]2[تون . ي ضعيف نامگذاري مي شوندآاين واحدها تحت عنوان واحدهاي كار. باشد

 نشان مي آي ضعيف را ناكارآاين مدل واحدهاي كار. را جهت ارزيابي واحدهاي تصميم گيرنده معرفي كرد

  : به صورت زير استSBMيي شاخص كارآ. دهد
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10 بر حسب مقادير متغيرهاي كمكي تعريف مي شود و همواره ρشاخص  ≤< ρ .يي غير آميزان كار

  .امه ريزي كسري زير به دست مي آيد برنمسالهشعاعي از طريق 
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j

rorrjj ysyλ  

                                                      nj ,...,1=   ,0≥jλ  

               mi ,...,1=   ,0≥−

is  
.              sr ,...,1=   ,0≥+rs  

*1 است اگر وفقط اگر آ كارSBMيك واحد در مدل 
=ρ1 . باشد*

=ρ به اين معني است كه تمام 

يي قرار مي آمتغيرهاي كمكي متناظر با واحد تحت ارزيابي صفر هستند، لذا واحد تحت ارزيابي روي مرز كار

  .گيرد

 lEدر اين  روش .  يك فرآيند لايه اي مشابه روش قبل را توسعه مي دهيمSBMلاكنون به كمك مد

  .يي يك دارندآ زير ميزان كارمساله است كه در lJمجموعه تمام واحدهاي در 
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 به ]6[ برنامه ريزي كسري است كه مي توان آن را با به كار بردن تبديل  چارنز وكوپرمساله بالا يك مساله

  .ورت زير تبديل نمود برنامه ريزي خطي به صمسالهيك 
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                       lJj∈   ,0≥Λ j  

                  mi ,...,1=    ,0≥−

is  

                 .,...,1 sr =    ,0≥+rs  
ق مدل در الگوريتم قبل واحدهاي تصميم گيرنده از طري) 1 (مسالهبه جاي ) 4 (مسالهحال با جايگزيني 

  .يي تقسيم بندي مي شوندغيرشعاعي در چندين سطح كارآ
 

  اندازه پيشرفت و پسرفت واحدها در يك دوره زماني. 3

خص شدند، مي توان ميزان مش) 1(پس از اين كه در دوره نخست مرزهاي لايه اي بر اساس مدل شعاعي 

پيشرفت و يا پسرفت هر واحد را پس از گذشت يك دوره زماني با مولفه هاي ورودي وخروجي جديدش 

 را پس از گذشت يك دوره oDMUواحد . يي متناظرش در زمان نخست محاسبه كردآنسبت به لايه كار

),...,(زماني با بردار ورودي  )2()2(

1

)2(

mooo xxx ),...,( و بردار خروجي= )2()2(

1

)2(

sooo yyy  در نظر بگيريد و =

lيي آفرض كنيد اين واحد در زمان نخست متعلق به سطح كار ميزان پيشرفت يا پسرفت اين واحد با .   باشد′

 : برنامه ريزي خطي زير به دست مي آيدمسالهمدل شعاعي از طريق 
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),(فرض كنيد ** φλ سه حالت زير را در نظر مي گيريم.  فوق باشدمساله جواب بهينه:  

  . از دوره نخست به دوره دوم فعاليت داراي پسرفت بوده استoDMU، در اين صورت oφ>1 اگر -

  . از دوره نخست به دوره دوم فعاليت داراي پيشرفت بوده استoDMU، در اين صورتoφ<1 اگر-

  .  نه پيشرفت داشته است و نه پسرفتoDMU، در اين صورت oφ=1 اگر -

پس از گذشت يك دوره  ، دهيم تشكيلSBMاگر در زمان نخست مرزهاي لايه اي را با مدل غير شعاعي

يي متناظر در زمان نخست با مدل غير آزماني واحد ها با مولفه هاي ورودي وخروجي جديدشان را با لايه كار

  .ت اين واحدها را به دست مي آوريمشعاعي ارزيابي مي كنيم و ميزان پيشرفت يا پسرف

),...,(اني با بردار ورودي  را پس از گذشت يك دوره زمoDMU " مجددا )2()2(

1

)2(

mooo xxx  و بردار =

),...,(خروجي      )2()2(

1

)2(

sooo yyy  به SBM در نظربگيريد، فرض كنيد اين واحد در زمان نخست با مدل =

lيي سطح كارآ   .  تعلق داشته باشد′
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  :له برنامه ريزي زير را در نظر مي گيريمزان پيشرفت يا پسرفت اين واحد مسابراي ارزيابي مي
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مساله  برنامه ريزي كسري است كه مي توان آن را به كار بردن تبديل چارنز وكوپر به مساله يك مسالهاين 

  :برنامه ريزي خطي زير تبديل نمود
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),,(فرض كنيد  *** Λ+− ss فوق ومساله جواب بهينه *τمقدار بهينه آن باشد .  

  . كمتر از يك باشد، واحد تحت ارزيابي پسرفت داشته استτ* اگر-

  . برابر يك باشد، اين واحد نه پيشرفت داشته است نه پسرفتτ* اگر-

اين مطلب در شكل . ( فوق نشدني باشد، در اين صورت واحد داراي پيشرفت بوده استمساله ممكن است -

  ). توصيف شده است) 1(
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  براي واحدي كه پيشرفت داشته باشد نشدني است )7( مدل:1شكل                                                 

  

lيي آ نخست به لايه كار كه در زمانoDMUميزان پيشرفت واحد تحت ارزيابي   تعلق داشته است، پس ′

  : له برنامه ريزي خطي زير به دست مي آيدااز گذشت يك دوره زماني از طريق مس
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ميزان پيشرفت ) 8 (مسالهميزان پسرفت واز طريق ) 7 (مسالهبنابراين در روش غير شعاعي با استفاده از 

 .واحدها را به دست مي آوريم

  

  مثال عددي  4

مقادير ورودي و خروجي در .  خروجي و ورودي واحد در نظر بگيريد2واحد تصميم گيرنده را با 15

  . نشان داده شده است) 1(جدول 

  

  

  

  

)8(  
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jDMU  1  2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

Output 1 3 5 7 12 10 7 5 9 10 9 11 8 12 15 14 

Output 2 10 12 7 4 15 10 8 6 10 2 13 4 8 9 6 

Input 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

   واحد در زمان نخست15 مقادير ورودي و خروجي :1جدول 
  

 نشان داده 2 واحد در جدول 15پس از گذشت يك دوره زماني، مقادير جديد ورودي وخروجي براي اين 

  .شده است
  

jDMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

Output 1 4 5 5 8 11 9 4 12 14 15 9 5 11 13 13 

Output 2 4 10 8 13 12 8 7 5 10 8 5 5 9 7 15 

Input    1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

  واحد پس از گذشت يك دوره زماني15مقادير ورودي و خروجي  :2جدول 

 

  .ي شودديده م) 2(در شكل) 1( واحد در زمان نخست از طريق مدل 15 ي متناظر با اين لايه هاي كارآي

  

 

   مرزهاي لايه اي از طريق مدل شعاعي:2شكل
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�م، ��ن، ��ل  � �� ��ت ��ر�د� و !       ری� "# ا $ -٨,+�ر  ، ٨()�ر'  &�%  
                                                                      

احد را در زمان نخست و ميزان شاخص پيشرفت و پسرفت هر ي متناظر با هر ولايه هاي كارآي) 3(جدول 

ل از طريق مدل شعاعي ي متناظر آن در زمان اوك دوره زماني  نسبت به لايه كارآيواحد را پس از گذشت ي

 را نشان مي دهد، ميزان پيشرفت يا پسرفت شعاعي در jDMUستون دوم جدول لايه ي شامل. نشان مي دهد

  .ون سوم آمده استست
  

  

  

  

  

Status *φ  lE∈  jDMU  
 1 4 0,5000 پسرفت

 2 3 0,8571 پسرفت

 3 5 1.0000 تغيير نمي كند

 4 3 1.1571 پيشرفت

 5 1 0.9333 پسرفت

 6 4 1.0833 پيشرفت

 7 5 0.8750 پسرفت

 8 4 1.3333 پيشرفت

 9 3 1.2000 پيشرفت

 10 4 1.6667 پيشرفت

 11 2 0.6724 پسرفت

 12 5 0.7143 پسرفت

 13 3 1.0000 تغيير نمي كند

 14 1 0.8667 پسرفت

 15 2 1.1724 پيشرفت
 

  عي پيشرفت و پسرفت با مدل شعا:3جدول 
  

هر واحد را پس از  لايه هاي كارآيي هر واحد را در زمان نخست و ميزان پيشرفت و يا پسرفت )4(جدول

 SBMگذشت يك دوره زماني نسبت به لايه كارآيي متناظر هر واحد در زمان نخست از طريق مدل غيرشعاعي

 را نشان مي دهد، ميزان پيشرفت يا پسرفت غير شعاعي در jDMUستون دوم جدول لايه ي شامل. نشان مي دهد

 .ستستون سوم آمده ا
Status *τ  lE∈  jDMU  
 1 5 0.1250 پسرفت

 2 3 0.5000 پسرفت

 3 6 1.0000 تغيير نمي كند

 4 4 *0.7967 پيشرفت

 5 1 *0.9750 پسرفت

 6 4 0.6250 پيشرفت

 7 6 *0.9792 پسرفت

 8 5 *0.7885 پيشرفت

 9 3 *0.0323 پيشرفت

 10 6 0.0889 پيشرفت

 11 2 0.7500 پسرفت

 12 7 0.7143 پسرفت

 13 3 1.0000 تغيير نمي كند

 14 1 0.6857 پسرفت

 15 2 *0.7778 پيشرفت

  

  پيشرفت و پسرفت با مدل غير شعاعي :4جدول 
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   نتيجه گيري 5

ي را از طريق مدل شعاعي مطرح نمود، سپس سيفورد و زو در  لايه بندي مرزهاي كارآي2002ر سالتون د

 مرزهاي لايه اي و از طريق مدل شعاعي مطرح  ميزان پيشروي و پسروي واحدها را با استفاده از2003سال

به اين صورت كه . در اين مقاله ميزان پيشرفت و يا پسرفت واحدها در يك دوره زماني مطرح نموديم. نمودند

ابتدا در زمان نخست مرزهاي لايه اي را از طريق مدل غير شعاعي به دست آورده و سپس ميزان پيشرفت و يا 

ي  هاي مطرح شده نسبت به لايه كارآي گذشت يك دوره زماني از طريق مدلپسرفت هر واحد را پس از

  .متناظرش در مرحله قبل به دست آورديم
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