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  معرفّي متريك لورنتسي بر روي منيفلدها و بررسي گروههاي لي تك مدولي

   سه بعدي  لورنتسي

  

  ليلا حامدي مبرا

    مركز فومن و شفتاه آزاد اسلامي گروه رياضي دانشگ

  

  چكيده

 نشان mg كه آنرا باMTm، با استفاده از ضرب اسكالر فضاي مماسيMدر اين تحقيق ابتدا براي منيفلد 

mgmgمي دهيم يك متريك لورنتسي را كه به صورت هاي خاصي است، معرفي مي   داراي ويژگي و)(=

كنيم آنگاه هر گروه  لي داراي يك متريك لورنتسي پاياي چپ را يك گروه لي لورنتسي مي ناميم و سپس 

ميم و در  را گروه لي تك مدولي مي نا∆≡1  را براي يك گروه لي ارائه نموده، گروه لي با ∆تابع مدولي 

پي آن جبر لي تك مدولي را تعريف مي نماييم و در خاتمه بررسي مي كنيم كه تحت ايزومورفيسم فقط شش 

  .جبر لي تك مدولي لورنتسي سه بعدي مجزا وجود دارد و به معرفي آنها مي پردازيم
  

  

  .ي، گروه لي تك مدوليمنيفلد، گروه لي، متريك شبه ريماني، متريك لورنتسي، گروه لي لورنتس:  كلمات كليدي
  

   مقدمه 1

در آغاز اين تحقيق به معرفي متريك لورنتسي بر روي يك گروه لي، سپس بـه معرفـي تـك مـدولي بـودن                     

از آنجـا كـه هـر       . گروه لي و در پايان به آشنايي با گروه هاي لي تك مدولي لورنتسي سـه بعـدي مـي پـردازيم                     

 Mر مـي تـوان متريـك لورنتـسي را بـر روي منيفلـد دلخـواه                   مي باشد به طور كلي ت ـ           گروه لي يك منيفلد   

خـود  MTmبـه سـبب اينكـه    MTmتعريف نمود اما در ابتدا به دليل نياز اين كار به تعريف ضرب اسكالر روي           

  تعريف مي كنيم و در پـي آن بـه   V دلخواه يك فضاي برداري است، ضرب اسكالر را بر روي فضاي برداري        

  . تبيين ساختار اصلي مي پردازيم
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     ضرب اسكالر روي فضاهاي برداري     2

RVVT بعدي باشد، تابع دو خطي       n يك فضاي برداري     Vاگر فرض كنيم      خطـي    يك فرم دو   :×→

حـال اگـر   . دهـيم  نـشان مـي     V(2I( را بـه  V نام دارد و  فضاي برداري تمام فرمهاي دو خطي روي Vروي

)V(2I   ∈T[7]: ه نمود  باشد مي توان تعريف زير را اراي   
  

  2-1 ريفتع

T 00  : ناتباهيده است هر گاه),(: =⇒=∈∀ vwvTVw  

Tمتقارن است هر گاه  :  ),(),(: vwTwvTVw =∈∀  
  

 به همراه آن، فضاي Vارد و نام دV، يك ضرب اسكالر روي Vمتقارن روي  و يك فرم دوخطي ناتباهيده

  .شود حاصلضرب اسكالر ناميده مي

  [7].  هر فضاي حاصلضرب اسكالر داراي يك پاية متعامديكه است:2-1گزاره 

),(دهيم   باشد، قرار ميVكه  مدي پايه متعاneو ...  و 1e و V ضرب اسكالر روي gاگر  iii eeg=ε  و 

)iε ),...,1=±1همواره  ni sgn,...,(sgn(در پي آن گردايه مرتب . مي باشد= n1 εεگيريم   را در نظر مي

  [6]. ناميم  ميVدهيم و انديس   نشان مي Vindهاي منفي در اين گردايه را به و تعداد علامت
    

   متريك لورنتسي روي منيفلدها و گروه هاي لي  3

ي  يك فضاMm∈  ،MTm بعدي باشد در اينصورت به ازاء هر n يك منيفلد Mكنيم  فرض مي

 فرض كنيم تعريف زير قابل ذكر MTm را يك ضرب اسكالر روي mgحال اگر .  بعدي استnبرداري 

   [5]: است

2 )(تابع 3-1 تعريف MTm I 
Mm

m UMggmg
∈

→=  نام دارد M يك متريك شبه ريماني روي)(;:

  :هر گاه

(Iهاي برداري  به ازاء ميدانX  ,Y دلخواه از M تابع ،

RMYXgYXgYXg mmmm →= :),(;),(),(   .پذير باشد  ديفرانسيل)(

(II همة MTm ind ؛Mm∈ن باشند، يكسا.  

  .ناميم  ميν را متريك شبه ريماني با انديسgدهيم و   نشان ميνصورت اين انديس مشترك را با در اين

  [5]. باشد، يك متريك لورنتسي نام دارد  هر متريك شبه ريماني كه انديس آن برابر يك مي 3-2تعريف 

Gg لي و به ازاء   يك گروهGكنيم  فرض مي GGLg دلخواه،∋ gxxLg؛ :→  نگاشت انتقال )(=

  .دهيم  نشان مي′ > < تعريف نمود كه ما آن را به Gچپ آن باشد مي توان يك متريك لورنتسي بر روي
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 ، پاياي چپ نام دارد هرگاه به ازاء ميدانهاي برداري دلخواه Gروي  بر ′ > < متريك لورنتسي  3-3تعريف 

X  وY از G و هر Gg∈[7]:  داشته باشيم      

YXYLXL gg ,,
**

=      1  
  

 يك گروه لي لورنتسي نام دارد هر گاه بر روي آن يك متريـك لورنتـسي پايـاي چـپ تعريـف      G 3-4تعريف  

   [1]. شده باشد

   تك مدولي بودن گروه هاي لي 4

 بعـدي  nدهيم كه يك جبر حقيقـي   نشان مي  gاظر با آن را به  بعدي باشد، جبر لي متنn يك گروه لي Gاگر 

  .است

GGgaga تابع  4-1گزاره  gg →= − )( ؛  : 1 ρρديفئومورفيسم مي باشد در نتيجه  :  

: g→ g تابع 
* g

ρ 2[4].   ايزومورفيسم است 

ــف   ــر  4-1تعري ــي و  G اگ ــروه ل ــك گ Gg ي ــابع  ∋ ــد ت ــواه باش ــورت  g→ g :)(gAd دلخ ــه ص  را ب

)())(( * xxgAd gρ=و همچنـــــين بـــــه ازاء هـــــر   g ∈x دلخـــــواه تـــــابع   g→ g :xadبـــــه   را 

],[صورت yxyad x yxxyyxكه در آن (=    [4]. كنيم تعريف مي)  ضرب لي براكت است],[=−

نـام        تابع مدولي                                                                   يك گروه لي باشد تابعGاگر  4-2تعريف 

  [6]. شود  يك گروه لي تك مدولي ناميده ميG باشد، ∆≡1دارد حال اگر 

=∋ g تك مدولي نام دارد هرگاه به ازاء هر g جبر لي  4-3تعريف  xadtrace x   [1].   باشد)(0 ، 

  [6].  تك مدولي باشدg تك مدولي است اگر و فقط اگر جبر لي G گروه لي همبند  4-2گزاره 

ط شش جبر لي تك مدولي سه بعدي مجزا وجود دارد كه مربوط است به تحت ايزومورفيسم فق 4-3گزاره 

  [6] و [1]: هاي لي همبند زير گروه

(I 3R  

(II،گروه هايزنبرگ 
s

H اين گروه متشكل از ماتريسهايي به صورت ،












100

10

1

c

ba

Rcba؛    .باشد  مي,,∋

(III SL (2, R) باشد  مي1 با دترمينان برابر 2×2 ، اين گروه متشكل از ماتريسهاي.  

(IV SO (3) ، اين گروه متشكل از ماتريسهايي به صورت 










 −

100

0cossin

0sincos

θθ
θθ

≥π≤θ؛    .باشد  مي20

    
 دلخواه  داشته باشيم∋gaيعني به ازاي هر  1

aaagag YXYLXL ,,
**

TGTGLg  كه در آن =    . است Lgديفرانسيل تابع  *:→
 منظور از 2

* g
ρ ديفرانسيل تابع 

gρمي باشد   .  

+→∆=∆ RGgAdg )(det)(  ؛  :
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  ) ايزومورف است2R دورانهاي فضاي اقليدسي  اين گروه با گروه(

(V 2)(E، اين گروه متشكل از ماتريسهايي به صورت 










 −

100

cossin

sincos

b

a

θθ
θθ

πθ؛  20 Rba و ≥≥ ∈, 

  .باشد مي

  .) ايزومورف است2Rفضاي اقليدسي  3هاي مستقيم اين گروه با گروه ايزومتري(

(VI )1, 1( E،ريسهايي به صورت  اين گروه متشكل از مات












100

coshsinh

sinhcosh

b

a

θθ
θθ

Rba؛  ∈θ,, 

  .باشد مي

  ) ايزومورف است 4اين گروه با گروه ايزومتري هاي مستقيم صفحه مينكوفسكي ( 

  

  گروه هاي لي تك مدولي لورنتسي سه بعدي 5

} ايههر پ. باشد ′ > < يك گروه لي لورنتسي سه بعدي با متريك G اگر   5-1تعريف   }321 ,, eee براي g كه 

332211  ؛, 0  ,,  , 1  ,, 1: در آن شرط −=><=><=><=><≠ eeeeeeeeji ji برقرار مي باشد 

 [1]. پاية لورنتسي نام دارديك 

} يك گروه لي تك مدولي لورنتسي سه بعدي و  G اگر   5-1گزاره   }321 ,, eee يك پايه لورنتسي براي g  

  .باشد

]: اگر قرار دهيم ] [ ] [ ] 332122131132 , ,, ,  , eeeeeeeee λλλ گرداية علامتهاي  جبرهاي لي داراي)1  (===

)sgn,sgn,(sgn 321 λλλ[1].  مشابه، با يكديگر ايزومورفند  
 

باشد ) 1( يك گروه لي مدولي لورنتسي سه بعدي و پاية لورنتسي آن صادق در شرط Gاگر   5-2گزاره  

  [3] و [2] و [1]: آنگاه

0sgnsgnsgn  اگر   321 === λλλ ،g  3ا جبر لي بRايزومورف است.  

0sgn ,    0sgnsgn  اگر   132 >== λλλ ،g   با جبر لي
s

Hايزومورف است .  

0sgn ,    0sgn  ,  0sgn اگر   123 >>= λλλ ،g 2(  با جبر لي(Eايزومورف است .  

0sgn ,    0sgn  ,  0sgn اگر   123 >>< λλλ ،g  با جبر لي SL(2,R) ايزومورف است.  

  
  

  
  .گوييم باشد ايزومتري نام دارد و اگر جهت نگهدار باشد به آن ايزومتري مستقيم مي) حافظ طول( تبديل خطي كه حافظ متريك 3

4 R2به همراه متريك لورنتسي، صفحه مينكوفسكي نام دارد   .  
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 (V 0 اگرsgn ,    0sgn  ,  0sgn 123 ><= λλλ ،g با جبر لي E (1, 1) ايزومورف است.  

(VI 0 اگرsgn ,    0sgn  ,  0sgn 123 >>> λλλ ،g  با جبر ليSO (3)ايزومورف است .  

  

   نتيجه گيري6

}با انتخاب پاية  }321 ,, eee ي توان گفت كه تنها شش جبر لي تك مدول صدق كند مي) 1( كه در رابطه

  :باشند لورنتسي سه بعدي مجزا تحت ايزومورفيسم وجود دارد كه به صورت زير مي
  

)sgn,sgn,(sgn 321 λλλ  جبر لي مربوط به گروه:  

(0,0,0) 3R  

(+,0,0) s
H  

(+,+,0) )2(E  
(+,+,-) SL(2,R)  
(+,-,0) E (1,1)  
(+,+,+) SO (3) 
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