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   در نرم افزارهای گرافیکی برداری  کسریB-Splineکاربرد 

  
  

  3 ، مریم غلامی2، محمد نوروزی1*محمدعلی فریبرزی عراقی

    دانشگاه آزاد اسلامی واحد تهران مرکزی    - گروه ریاضی2و1
   دانشگاه آزاد اسلامی واحد تهران غرب - گروه کامپیوتر 3  

  
  

  چکیده
در این مقاله به بررسی نوع خاصی از .  گذشته، پیشرفت بسیاری داشته استگرافیک کامپیوتری طی سالهای

گرافیک کامپیوتری که گرافیک برداری نام دارد می پردازیم و به پیش زمینه های ریاضی آن با استفاده از 
برد سپس کار.  اشاره می کنیم که اغلب ناشناخته اند و کمتر به آن پرداخته شده استNURBSمنحنیها و سطوح 

  .فرمولهای ریاضی ارائه شده را در نرم افزارهای گرافیکی برداری بررسی می کنیم
  

گرافیک (، طراحی به کمک کامپیوتر NURBS کسری، منحنیها و سطوح B-Splineدرونیابی :  کلمات کلیدی
  ).کامپیوتری

  
  مقدمه

ارهای خروجی مانند مانیتور و گرافیک کامپیوتری عبارت است از تولید، کنترل و نمایش تصویر بر روی ابز
 و تصاویر Rasterتصاویر : تصاویر نمایش داده شده در کامپیوتر به طور کلی به دوگونه هستند. یا پرینتر
Vector . یک تصویرRasterای تصویری است که اجزای تشکیل دهنده آن یا در واقع جزء   در دنیای رایانه

ین عنصر تشکیل دهنده تصویر در مانیتور یا پروژکتورهای نوری پیکسل کوچکتر. باشد  می1ساختاری آن پیکسل
تعداد و تنوع رنگ این پیکسلها تعیین . گیرد گیرند یک تصویر شکل می وقتی پیکسلها در کنار هم قرار می. است

. در این نوع از تصاویر با زوم کردن روی عکس میتوان پیکسلها را مشاهده نمود. کننده کیفیت تصویر می باشد
اما نوع دوم تصاویر که موضوع مورد بحث ما در . این نوع عکسها برای تصاویر واقعی و عکاسان ایده آل هستند

 بعدی یا -2(در این نوع تصاویر برای تولید و نمایش اشکال .  یا برداری هستندVectorاین مقاله هستند تصاویر 
دانیم که یک خط راست در دستگاه مختصات  می. از معادلات ساده تا پیچیده ریاضی استفاده می شود)  بعدی-3

تر مثل یک لوگو، یک متن یا طرح بدن  یک معادله دارد، همچنین برای دایره و مربع و نیز برای تصاویر پیچیده
البته کاربر یک نرم افزار گرافیکی برداری از این ماهیت ریاضی . برند یک انسان، همه از معادلات ریاضی بهره می

به دلیل . ، اما آگاهی از این پیش زمینه برای توسعه و گسترش کاربرد این نرم افزارها ضروری استبی خبر است

                                                 
1- Pixel 

 عهده دار مکاتبات*
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مگر اینکه با یک یا چند تصویر . (حجم هستند ماهیت ریاضی این نوع اشکال، فایلهای مربوط به آنها بسیار کم
Rasterهمین . شعاع آن را بدانیممثلا برای رسم یک دایره فقط کافی است مرکز و )  ترکیب شده باشند

های بزرگ چاپ شوند کوچکترین  شود که هرچه روی این تصاویر زوم شود یا در اندازه خصوصیت باعث می
در حال حاضر اکثر نرم افزارهای برداری بر اساس همین تکنیک کار می کنند . خللی در کیفیت آنها ایجاد نشود

 نیز ذاتاً Wordپردازی مانند  افزارهای واژه تمامی نرم. ام برد ن3Ds Max و Adobe Illustratorکه می توان از 
  . [1]برداری هستند

 به 5 و4، 3، 2در ادامه به منظور معرفی جنبه های ریاضی یک نرم افزار گرافیکی برداری ابتدا در بخشهای 
. ی پردازیم مNURBS و منحنیها و سطوح B-Spline، منحنیها و سطوح  Bezierترتیب به معرفی منحنیهای 

 کاربرد روابط ارائه شده در نرم افزارهای گرافیکی برداری را بررسی می کنیم و در نهایت در 6سپس در بخش 
  .   ارائه می کنیمRaster را در مقایسه با تصاویر Vector مزایای تصاویر 7بخش 

  
 Bezierمنحنیهای 

کرد، پیـشنهادی بـرای شـکل جدیـدی از       میلادی مهندسی فرانسوی که در شرکت رنو کار می     1960در دهه   
  2این فرد که پیر بزیـر     . [2]معادله منحنیها و سطوح ارائه کرد که در طراحی بدنه اتومبیلها مورد استفاده قرار گرفت              

ای معرفی کرد که بر خـلاف تکنیکهـای رایـج درونیـابی کـه از نقـاط داده شـده عبـور                 نام داشت منحنیها را بگونه    
شـدند   کردند و نقاط تنها برای کنترل شکل منحنی اسـتفاده مـی        یها از نقاط داده شده عبور نمی      کردند، این منحن    می

شود و این بخاطر ایجاد       های مهندسی معمولا این روش بر درونیابی این نقاط ترجیح داده می             در طراحی ). 1شکل  (
  .انعطاف پذیری و ادراک حسی بیشتری است که در این حالت وجود دارد

iP،0 نقطه در اختیار داریم که آنها را         n+1 فرض کنیم  i n≤ .  ، نامیده و نقاط کنترل خوانده می شوند        ≥
  :شود منحنی بزیر این نقاط بصورت زیر تعریف می

)1(                                                                                        
 

,
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n
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,)(که در آن  uB ni ای درجه  چندجملهn[3]شود و عبارت است از  نامیده می3 ام برنشتاین :  

,
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   نمونه ای از یک منحنی بزیر با سه نقطه کنترل :1شکل 

                                                 
2- Pierre Bezier (September 1910 – November 1999) 
3- Sergei Natanovich Bernstein (March 1880 - October 1968) 

P
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P
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  B-Splineمنحنیهای 
باشد، که  رجه منحنی ایجاد شده همواره ثابت بوده و برابر یکی کمتر از تعداد نقاط میدر منحنیهای بزیر د

همچنین تغییر یک نقطه باعث تغییر در کل . در بعضی موارد ممکن است منحنیهای با درجات بسیار بالا ایجاد شود
ای حل این مشکلات منحنیهای بر. تواند به طور دلخواه قسمتی از منحنی را تغییر دهد شود و طراح نمی منحنی می

B-Spline4ای با  این توابع پایه. [4]کنند  ای استفاده می  ارائه شدند که از سری جدیدی توابع پایهn) تعداد نقاط (
اصطلاحاً  B-Spline همچنین منحنیهای  .مرتبط نیستند و لذا درجه منحنی نیز مستقل از تعداد نقاط کنترل است

 لذا تغییر در یکی از نقاط، منحنی را فقط در محدوده  .هستند "ای کسری قطعه"یا  "ای ای چندجمله قطعه"
ای وجود دارد،  روشهای مختلفی برای تعریف توابع پایه. [3]کند  دهد و کل منحنی تغییر نمی خاصی تغییر می

ما در اینجا از فرمولهای . 5ب به دبورهمچون روش تفاضلات منقسم، توابع توانی و یا فرمولهای بازگشتی منسو
},,{ فرض کنید. سازی در کامپیوتر آسانتر هستند کنیم، زیرا برای پیاده بازگشتی استفاده می 0 muuU K= 

امین تابع i. ردار گره نام دارد بUشوند و  نامیده می  ها اصطلاحاً گرهiu.ای از اعداد صعودی حقیقی باشد دنباله
  :شود  به این صورت تعریف میpاز درجه  B-Splineای  پایه

  

)2(                                                   ( ) 1
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1 1
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  :که در آن
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= 
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0کنیم  در این تعاریف همیشه فرض می
0
0
=.  

 اگر .[5]کند   را تعیین میB-Splineای و در نتیجه شکل منحنی   شکل توابع پایه،Uطرز انتخاب اعضای
 بار تکرار p+1 اعضای بردار گره، فقط شرط صعودی بودن لحاظ گردد و اولین و آخرین گره در انتخاب

  : گویندNon-Uniformشوند، به آن بردار گره 

1, 2 1,

1 1

, , , , , , , , , .p p m p
p p

U a a a u u u b b b+ + − −

+ +

  =  
  

K K K14243 14243
  

  
ای خواهیم داشت که در آن  پایه تابع n+1 باشد، m+1ای  در این حالت اگر تعداد نقاط گره

1−−= pmn [5].  
  :شود ام به این صورت تعریف می-p درجهB-Splineدر نهایت یک منحنی 

)4(                                                                                               ,
0

( ) ( ) .
n

i p i
i

C u N u P a u b
=

= ≤ ≤∑
  

                                                 
4- Basis Spline 
5- Carl de Boor (Born 1937) 
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  B-Spline سطوح 
در ایـن   . شـوند   ای از نقاط کنترل در صفحه مختصات ساخته مـی            با در اختیار داشتن شبکه     B-Splineسطوح  

  :شوند این سطوح به این صورت تعریف می. [3] نیازمندیمB-Splineای  ای و دو تابع پایه سطوح به دو بردار گره
  

)5    (                                                                                  , , ,
0 0

( , ) ( ) ( ) ,
n m

i p j q i j
i j

S u v N u N v P
= =

=∑∑  
  

jiPکه در آن    :ای عبارتند از بردارهای گره. ها نقاط کنترل هستند,
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هـا، تعـداد نقـاط و     باشد و روابط قبلی بین تعداد گره        گره می  s+1 دارای   V گره و بردار     r+1 دارای   Uبردار  
  :کند  بصورت زیر تغییر میpدرجه 

1,1 ++=++= pmspnr  
  

  ).2شکل ( صفحه مختصات هستند  تعداد نقاط در دو جهت مختلفm+1 و n+1که در آن 
    

  
  
  
  
  
  
  
  

 v و u با دو بردار گره ای در امتداد  B-Spline نمونه ای از یک سطح  :2شکل 

  
   کسری غیر یکنواخت B-Splineو سطوح  منحنیها

شوند، بـا اختـصاص     نامیده می NURBS که به اختصار Non-Uniform Rational B-Splineمنحنیهای 
امـا بـا   . در حالت عادی وزن هر یک از نقاط عدد یک در نظر گرفته می شـود . ل تولید می شوند   وزن به نقاط کنتر   

  : نوع جدیدی از منحنیها به وجود می آیدiP به نقاط کنترل iwاختصاص وزن 

)6     (                                                                                     
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  ).3شکل (و با افزایش وزن یک نقطه، منحنی به سمت آن نقطه کشیده می شود iw<0توجه داریم که 
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   با افزایش وزن نقاط، منحنی به سمت آن نقطه کشیده می شود:3شکل 

  

 بـا  v و p  با درجـه    u در دو جهتNURBSیک سطح . ریف می شوند تعNURBSبه طور مشابه سطوح 
  :[5]شود  به صورت زیر تعریف میqدرجه 

)7  (                                                         
, , , ,

0 0

, , ,
0 0

( ) ( )
( , ) , 0 , 1
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n m

i p j q i j i j
i j
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i p j q i j
i j

N u N v w P
S u v u v

N u N v w

= =

= =

= ≤ ≤
∑∑

∑∑
  

jiPکه در آن  jiw. دهند کیل میای از نقاط را تش ها نقاط کنترل هستند و شبکه,  ها نیز وزن هر یک از این ,
  .ای نیز مشابه قبل تعریف می شوند بردارهای گره. نقاط هستند

امـروزه  . این سطوح هم اینک به عنوان یک استاندارد بـرای توصـیف سـطوح در کامپیوترهـا مطـرح هـستند                    
رو به رشدی از این سطوح در مدلسازی اشیاء و موجودات در صـنعت انیمیـشن و فـیلم سـازی و حتـی در                         استفاده  

  .[6]) 4شکل (نقاشی و مجسمه سازی وجود دارد 

 
  

   تولید شدهNURBSنمونه ای از تعدادی نقاط کنترل و سطح  :4شکل 

  

w1=1

w1=5
w1=3

P0
P2

P1
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  کاربرد روابط ارائه شده در نرم افزارهای گرافیکی برداری
 استفاده از آنها در نرم افزارهای گرافیکی برداری NURBSمترین کاربردهای منحنیها و سطوح یکی از مه

و ) دو یا سه بعدی(محیط این نرم افزار دارای پنلی برای وارد کردن نقاط کنترل .  است3Ds Maxهمچون 
انتخاب نقاط ورودی با .  مربوطه را مشاهده نمودNURBSوزنهای آنها می باشد و سپس می توان منحنی یا سطح 

  :به صورت زیر
(2,2),(1,3),(-1,3),(-2,2),(-2.5,0),(-2,-2),(-1,-3),(1,-3),(2,-2) 

 
  :  ترسیم میشود5 این نقاط در این نرم افزار به صورت شکل NURBSمنحنی 

  

                                    
 

   نقاط قبلی با استفاده از کدنویسی رابطه   NURBS منحنی  :6شکل        3Ds Max ترسیم شده توسط NURBS منحنی  :5         شکل 
  

 Cبه زبان ) 6(برای بررسی استفاده از روابط ریاضی ارائه شده در این نرم افزار، با استفاده از کد نویسی رابطه 
خروجی را به  برای منحنی، نقاط p=3و استفاده از همان نقاط به عنوان پارامترهای ورودی و انتخاب درجه 

  :صورت جدول زیر خواهیم داشت
  

2.000000 2.000000 
0.444444 2.950617 
-0.956790 2.845679 
-1.805556 2.111111 
-2.299383 0.777778 
-2.299383 -0.777778 
-1.805556 -2.111111 
-0.956791 -2.845679 
0.444444 -2.950617 
2.000000 -2.000000 

  5و  نقاط ورودی ترسیم کننده شکل ) 6(بر اساس کد نویسی رابطه ) دو بعدی(روجی  نقاط خ :1جدول 
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 تولید 6شکل ) یا هر نرم افزاری که توانایی ترسیم این نقاط را داشته باشد (3Ds Maxبا ترسیم این نقاط در 
  .قابل توجه است  6 و 5انطباق دو شکل . میشود

 - به خاطر محدودیتهای گرافیکی در نمایش اشکال سه.  می پردازیمNURBSاینک به بررسی یک سطح 
برای این کار نقاط ورودی .  بعدی آن امکان پذیرتر باشد-بعدی پیچیده، شکلی را انتخاب کردیم که نمایش دو

  :را به صورت زیر در نظر می گیریم
(2,-2,1), (1,-2,1), (-1,-2,2), (-2,-2,2), (2,1,-1), (1,1,-1), (-1,1,1), (-2,1,1), (2,2,-1), (1,2,-1), 
(-1,2,1), (-2,2,1) 

 
 NURBS این است که ابتدا منحنی 3Ds Max این نقاط در  NURBSیکی از روشها برای ترسیم سطح 

 تولید NURBSسطح  U Loftمجموعه نقاطی که در یک امتداد هستند رسم شود و سپس با استفاده از ابزار 
  ).7شکل (کننده این نقاط تولید شود 

 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 U Loft با استفاده از ابزار NURBS مراحل ترسیم یک سطح :7شکل
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  :و استفاده از همان نقاط ورودی نقاط جدول زیر به دست می آیند) 7(سپس با کدنویسی رابطه 
 2.000000    -2.000000 1.000000 
0.571429 -2.000000 1.836735 
-1.591837 -1.969388 1.969388 
-1.591837    -1.969388    1.969388 
-0.520408 -0.897959 0.897959 
1.469388 0.724490 -0.724490 
1.173469 1.000000 -0.918367 
0.000000 1.000000 0.000000 
-1.173470 1.000000 0.918368 
-1.469387 1.091837 0.816326 
0.520411 1.632654 -0.265308 

1.591836 1.989796 -0.979592 
0.765305 2.000000 -0.673469 
-0.571430 2.000000 0.489797 

-2.000000 2.000000 1.000000 
  7و  نقاط ورودی ترسیم کننده شکل ) 7(بر اساس کد نویسی رابطه ) سه بعدی(  نقاط خروجی :2جدول 

  
  : عبارت است ازای از شبه کدهای استفاده شده نمونه.  قابل توجه است7تطابق نقاط فوق با شکل 

  
CurvePoint(p,P,u,U,n,m,c) 
{ 
/*input: p,P,u,U,n,m */ 
/*output:c*/ 
BasisFunctions(n,p,P,u,U,i); 
c=0; 
for(i=0,i<=p,i++); 
c=c+ BasisFunctions*P[i]; 
} 

  Raster و Vector مقایسه ای بین 
 مقایسه vector و rasterین تصاویر با توجه به موارد مطرح شده و منابع دیگر می توان در موارد زیادی ب

  3 در جدول  rasterبعضی از تفاوتهای مهم تصاویر برداری در مقایسه با تصاویر . [9 ,8 ,7]هایی انجام داد 
  .آمده است
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  Raster Vector  موضوع مقایسه

  نحوه نمایش اشکال
 ای از خطوط و منحنیها که بر اساس فرمولها و مجموعه  .بر اساس نقاط بیشماری که در کنار یکدیگر قرار گرفته اند

  .اند روابط ریاضی تولید شده و در کنار هم قرار گرفته

  روال تولید
می توان با عکاسی یا اسکن کردن یک تصویر و یا نرم افزارهای 

  .مرتبط، آنها را ایجاد نمود
  .باید توسط نرم افزارهای برداری تولید شوند

  بزرگنمایی
توانند در ابعاد   کیفیت می گردد و لذا نمیاغلب باعث افت
  .بزرگ چاپ شود

 با بزرگنمایی تاثیری در کیفیت آن ایجاد نمی گردد و 
  .می توان آن را در ابعاد بسیار بزرگ چاپ کرد

قابلیت تبدیل به 
  نوع دیگر

این کار . با نرم افزارهای خاص امکان پذیر است
Vectorisationنام دارد . 

این کار  . فزارها به سادگی امکان پذیر استدر اکثر نرم ا
Rasterisationنام دارد . 

  حجم فایل تولیدی
برای تولید تصاویر با کیفیت خوب، حجم فایل بسیار زیاد خواهد 

  .بود
حجم فایل معمولا کم است و ارتباطی با کیفیت تصویر 

  .ندارد

  رنگ
انتر هر نقطه رنگ مختص به خود را دارد، لذا تغییر رنگها آس

  است و نمایش بهتری از رنگها ارائه 
  .می شود

در واقع . هر خط یا منحنی رنگ مخصوص به خود را دارد
 می تواند یک رنگ داشته باشد، البته تعداد objectهر 

objectها محدودیتی ندارد .  

 .با انجام تغییر در نقاط مستقل از هم امکان پذیر است  ایجاد تغییرات

Objectکنند و لذا ممکن است ایجاد  ها تغییر می 
تغییرات کاملا مستقل در یک محدوده خاص امکان پذیر 

  .نباشد
نرم افزارهای 

 Photoshop, Paint, PhotoDraw Illustrator, CorelDraw, Freehand  متداول

 bmp, .jpg, .gif .wmf, .ai, .eps.  فرمتهای متداول

  کاربردها
که در اندازه های مختلف چاپ می (لوگو طراحی آرم و   .تصاویر واقعی، عکاسی

  . بعدی3، نرم افزارهای واژه پرداز، تصاویر )شوند
  Vector و Rasterمقایسه بین تصاویر   :3جدول 

  
   نتیجه گیری

 بعدی، بیش از قبل وارد زندگی بشر -3با پیشرفت روز افزون گرافیک کامپیوتری بازیها و شبیه سازهای 
 های سرگرمی و آموزشی، در موارد بسیاری برای شبیه سازی محیطها یا فعالیتهایی استفاده اند و علاوه بر جنبه شده

منحنیها و سطوح  در این مقاله به معرفی. می شوند که حضور انسان در آن غیر ممکن یا مخاطره آمیز است
NURBSنوع .   و کاربرد آنها در طراحی نرم افزارهای گرافیکی برداری پرداخته ایمVector یا برداری بر 

اساس فرمولها و روابط ریاضی ساخته و تولید می شود که این موضوع برای اغلب کاربران نرم افزارهای برداری 
. ناشناخته است و قطعا احاطه بر این روابط و فرمولها، می تواند در گسترش و توسعه این نرم افزارها کمک نماید

ستفاده می شوند و این موضوع با کد نویسی این فرمولها و مقایسه این روابط در اکثر نرم افزارهای برداری ا
 را بر نوع دیگر گرافیک Vectorدر پایان مزیتهای نوع برداری .  بررسی شده است3Ds Maxخروجیهای 

هر چند بیان این خصوصیتها به معنی برتری نوع برداری نیست و هر کدام .  بیان کرده ایمRasterکامپیوتری یعنی 
  .ن دو نوع گرافیک، کاربردهای خاص خود را دارنداز ای
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نویسندگان این مقاله از حسن توجه معاونت محترم پژوهشی و حمایتهای مالی دانشگاه آزاد : سپاسگزاری
  .اسلامی واحد تهران مرکزی در به انجام رساندن این  کار تحقیقاتی قدردانی می نمایند
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