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 الگوریتمی عددی برای حل یک مساله معکوس با استفاده از

  روش تفاضلات متناهی
    

*یی افشین بابا،عبداالله شیدفر  
 تهران، نارمک، دانشگاه علم و صنعت ایران، دانشکده ریاضی

shidfar@iust.ac.ir 
afshin_babaei@mathdep.iust.ac.ir  

  
   دهیچک

در این مساله علاوه بر تابع مجهول در . شودکوس بررسی میدر این مقاله یک مساله هدایت گرمایی مع 
برای حل این مساله معکوس از یک شرط اضافی در . ای مساله نیز مجهول استمعادله گرما، یکی از شرایط کرانه

با استفاده از روش تفاضلات متناهی یک الگوریتم عددی . شودیک نقطه داخلی ناحیه مفروض مساله استفاده می
در بخش انتهایی .  بررسی قرار می گیرد و سپس پایداری و سازگاری این روش عددی موردارایهحل مساله برای 

  .شود میارایهمقاله چند مثال مطرح و با استفاده از این الگوریتم، حل عددی آنها 
  

، پایداری،  نیکلسون- متناهی ضمنی، روش کرانک سهموی مستقیم و معکوس، روش تفاضلاتیلمسا :یدیکل کلمات
  .سازگاری

  
  مقدمه 1
ای مواجه هستیم که در آن شرایط مساله اعم  با مساله معمولایی مربوط به معادلات با مشتقات جزیلدر مسا 

ای، مشخص هستند و در معادله اصلی نیز به جز تابع اصلی معادله، مشخصه مجهول از شرایط اولیه و شرایط کرانه
 یل، مسایلگونه مسااین. در واقع در مساله فقط یک عامل مجهول وجود دارد. دیگری در معادله وجود ندارد

  .مستقیم نامیده می شوند
 وجود دارند که در آنها علاوه بر عامل اصلی مجهول در معادله، مشخصه یلدر مقابل دسته دیگری از مسا

.  معکوس می نامندیل را مسالیاین گونه مسا. های مجهول دیگری نیز در معادله و یا در شرایط آن وجود دارند
  .  یکی از مشخصه های تعریف کننده خود مساله، مجهول استیلدر واقع در این مسا

      سهموی معکوس یل، مساله هدایت گرمایی معکوس است که از نوع مسایل مهم از این مسا یک دسته
وم مانند مهندسی مکانیک، مهندسی های مختلف مهندسی و علهای زیادی در شاخهاین مساله کاربرد. باشد می

  عهده دار مکاتبات*
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وسیله متخصصین و محققین زیادی مورد بررسی قرار گرفته و مساله سهموی معکوس به. شیمی و فیزیک دارد
 برای حل مساله معکوس، به تعداد مشخصه 8و 7و 6و 5. شده استارایه یلهای مختلفی برای حل این مساشیوه

  . شودگرفته میهای مجهول در مساله، شرط اضافی در نظر 
 و سپس ارایهابتدا مدل ریاضی مساله . گیرددر این مقاله یک مساله سهموی معکوس مورد بررسی قرار می

پایداری و سازگاری . شودبا استفاده از روش تفاضلات متناهی الگوریتمی عددی برای حل آن مطرح می
  .گیردوریتم مورد بررسی قرار می چند مثال کارآیی الگارایهالگوریتم بررسی شده و در نهایت با 

  
   مدل ریاضی مساله2
  :  گیریممساله سهموی معکوس زیر را در نظر می  

    )  1(                                                                                    ,0,10 ><<= txuu xxt  
  )2(                                                                                  ,10),()0,( <<= xxfxu  

       )3(                                                                                        ,0),(),0( >= ttgtu  
       )4(                                                                                          ,0),(),1( >= tthtu  

),(و همچنین تابع  th)( توابعی مفروض و شناخته شده هستند، تابعtg)(وxf)(که در آن  txu مجهولات 
)1,()(برای تعیین مقدار . مساله هستند thtu   ، شرط اضافی =

)     5(                                                                                                           )(),( tstxu =  
xx شود، که در آندر نظر گرفته می   . تابعی معلوم استs(t) یک نقطه داخلی از ناحیه مفروض مساله و=

10را در دو بازه ) 4(تا ) 1(مساله  <<< xx 10و <<< xx 0 برای مقادیر>tبا . گیریم درنظر می
  .شودصورت زیر تبدیل میاین کار مساله مفروض به دو مساله به

)},(:0,0{ مساله اول که در ناحیه  ><< txxtxاستشود، به شکل زیر تعریف می  :  
)     6(                                                                                      ,0,10 ><<<= txxuu xxt   
)     7(                                                                                    ,0),()0,( xxxfxu <<=  
)     8(                                                                                                  ,0),(),0( >= ttgtu  
)     9(                                                                                                      ,0),(),( >= ttstxu 

 

برای حل عددی این .  شده استارایه ]1[جواب تحلیلی این مساله در . ساله، یک مساله مستقیم استاین م
  .  استفاده کرد2 نیکلسون-توان از روش تفاضل متناهی کرانکمساله می

)},(:0,1{مساله دوم که در ناحیه  ><< txxtxشود، مساله معکوس زیر است تعریف می:  
   )10(                                                                          ,0,10 ><<<= txxuu xxt  

)11(                                                                         ,1),()0,( <<= xxxfxu      
)12 (                                                                                    ,0),(),( >= ttstxu 
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      )13(                                                                                ,0),(),1( >= tthtu  
),( وth)(در این مساله txu 1با حل این مساله مقادیر تابع در کران . توابع مجهول هستند=x تعیین       

  .   شود می
 

  x=1 حل عددی مساله برای تعیین مقادیر تابع در کران 3
),(مقادیر تابع در این بخش هدف تعیین  txu و همچنین تابع ),( txux 1 در کران=xبرای رسیدن .  است

1)},(:0,1{در ناحیه ) 13(تا ) 10(به این هدف مساله  TtxxtxQ  یک مقدار ثابت T<0 که =>>>>
  .شودصورت عددی حل میه است، ب
 و در راستای زمان، hبازه متساوی الفاصله به طول  زیرP به [x,1]بتدا فرض کنید که در راستای مکان، بازه ا
]0,[بازه  T به  M زیر بازه متساوی الفاصله به طولkهمچنین فرض کنید که این افرازها .  تقسیم شده باشند

0بوسیله مجموعه نقاط،  1 P{x x x ... x 1}= < < < }0...{  و= 10 Tttt M  به ترتیب در راستای =>>>=
  . مکان و زمان نشان داده شوند
  :ها داریمبا توجه به این نمادگذاری

      )14 (                                                                                            i

j

x ih, i 0,...,P
t jk, j 0,..., M
= =
= =

               

),(فرض کنید که ji txuبوسیله iju13(تا  ) 10(ها، برای حل عددی مساله با توجه به این فرض.  نشان داده شود (
  :کنیماز فرمول تفاضل متناهی ضمنی زیر استفاده می

      )15(                                 
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  :داریم) 12-5(و ) 11-5(که در آن با توجه به فرض های 

                                                                                        
Mjtsu
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,...,0)(
1,...,0),(

0

0
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1),( و همچنین jj thxuu تا ) 6(حل عددی مساله برای . آیددست میبه) 9(تا ) 6( با حل عددی مساله −=−
)},(:0,0{در ناحیه ) 9( Ttxxtx          از روش تفاضل متناهیگونه که قبلاً ذکر شد، همان>>>>

  . شود نیکلسون استفاده می–کرانک

2hفرض کنید
kr   :شودبه صورت زیر بازنویسی می) 15(، در نتیجه معادله =

)16(                             jiijjijiijji ruurruruurru 1111111 )22()22( −++−+++ +−+=−++−  

  
  :شودبه صورت زیر نوشته میP,...,1،2,0=i-1به ازای ) 16(معادله 

    )17 (                                                                                    dBUcAU jj +=++1      
  که در آن 

                                                                          ),...,,( 1,1,21,11 ++++ = jPjj
t
j uuuU   
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                                                                                  ),...,,( ,,2,1 jPjj
t
j uuuU =  

  همچنین
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ها سه  نیکلسون ماتریس- نیکلسون در اینجاست که در روش کرانک-تفاوت این روش با روش کرانک

 در نظر p,...,1،2,0=i-1ازای به) 16(که در روش بالا چون فرمول تفاضل متناهی قطری هستند، در حالی
  .ن مثلثی هستندیی پاBو Aه شده است، ماتریس های گرفت

حال . شود معلوم میx=1 مقدار مجهول در نقاط مش در کران M، )17(با حل دستگاه معادلات خطی 
  .کنیمهمگرایی این روش عددی را بررسی می

   1قضیه
  . پایدار استrبازای تمامی مقادیر ) 16(هی روش تفاضل متنا

  برهان
 :خواهیم داشت قرار گیرد، p, ...,1,2,0=i-1، )17(اگر در معادله 

)18(                                                                                                      eEUU jj +=+1  
BAE                                                                                                           که در آن 1−=                             

پایدار است اگر مقادیر ویژه ) 16(روش تفاضل متناهی .  استEماتریس ) 18(عامل گسترش خطا در رابطه 
  2. بیشتر نباشد1 از نظر قدرمطلق از Eماتریس 

ویژه این ماتریس، بنابراین بزرگترین مقدار در بین قدرمطلق مقادیر .  است-E ،1 تنها مقدار ویژه ماتریس
                                                      �.  پایدار استrبازای تمامی مقادیر ) 16(ین رو روش از ا.  خواهد بود1برابر 
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      2قضیه 
  .، سازگار استP-,... ,1،2،0=i 1 بازای) 16(روش تفاضل متناهی 

  برهان
  باشد، آنگاه خطای ) 16(ب دقیق  جواuو ) 13(تا ) 10( جواب دقیق مساله Uکنیم که اگر ثابت می

ijijijسازیگسسته uUe   .کرد، به سمت صفر میل خواهد n→∞ وقتی که=−
uUeقرار می دهیم  ijijij، با جایگذاری =− eUu  :داریم) 16( در معادله =−

  

                           =−++−++− +−++++−+++ 1111111111 )22()22( jiijjijiijji rUUrrUreerre  
 )19(                                        jiijjijiijji rUUrrUreerre 1111 )22()22( −+−+ +−++−−−−   
 

  :با استفاده از قضیه تیلور داریم
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  همچنین داریم

                                                ),,(),( 51 ktx
t
UkUktxUU jiijjiij θ+






∂
∂

+=+=+  

10که << iθ2,1,...,5 بازای=i . دهدنتیجه می) 19(جایگذاری نتایج بالا در معادله  
                                         
 jiijjijiijji rererereerre 1111111 2)22( −++−+++ +−+++−                )20(           

ijjiji ekthx
x
Uktx

t
Uk 2),(),(2 762

2

5 −=
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∂
∂

+ θθθ                   

11که 6 <<− θ10 و 7 <<θاست  .  
jkt در سطح زمانیijeحال فرض کنید که ماکزیمم مقادیر  Mهمچنین فرض کنید که . باشدjE برابر=

  . باشدj وiی تمامی مقادیر، بازا)20(ماکزیمم مقدار عبارت داخل براکت در معادله 
  :نتیجه می گیریم که) 20(آنگاه از معادله 

  

                   kMeerererererer ijjijiijjijiij 222)22( 1111111 +≤−−+−−+ −++−+++   
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از این رو .  نیز درست خواهد بودijemax برقرار است، بنابراین بازای iچون این رابطه بازای تمامی مقادیر
  :گیریمنتیجه می

                                                                                            kMEE jj 222 1 +≤+    
  بنابراین

)21(                                                                                                   jkMEEj +≤+ 01   
00 یکسان است، از این رو U و uمقادیر اولیه  =E .اگرh  به سمت صفر میل کند، آنگاه k نیز به سمت 

 نیز به سمتMکند و صفر میل می
ijx

U
t
U









∂
∂

−
∂
∂

2

2

) 10( یک جواب معادله Uچون طبق فرض . کندمیل می 

                                                  � .کنداین نتیجه حکم قضیه را ثابت می.  صفر استjEشود کهنتیجه می) 21(است، بنابراین از معادله 
  

      3قضیه 
2,1,0,...,1 بازای) 16(روش تفاضل متناهی  −= Pi 1ای در کرانبرای تعیین مقادیر گره=x بازای ،

  .  همگرا استrتمامی مقادیر 
  برهان

                                                             .                                                                            این قضیه نتیجه قضایای قبلی می باشد
),(با استفاده از قضیه تیلور برای توابع دو متغیره و اعمال آن بر تابع  txu 1,( در نقطه مفروض( jt فرمول 

  :آیددست میتقریبی زیر به

                                      ( ) ( )PjPjjPPjjx uu
k
huu

h
tu −+−= +− 1)1( 2

1),1( 

)22  (                                                                 ( ) )(
6

4
)1(1)1(1 hOuuuu

k
h

jPPjjPPj ++−−− −+−+        
),(از این فرمول تقریبی برای تعیین مقادیر  txux1 در کران=xکنیم، استفاده می.  

  
  حل چند مثال 4

  1-4مثال 
  :شودثال مساله زیر بررسی میدر این م

                                                                                     ,0,10 ><<= txuu xxt 
                                                                                           ,10,)0,( 2 <<= xxxu 

                                                                                                ,0,2),0( >= tttu  
                                                                                             2( , ) 2 , 0,u x t t x t= + >                                  
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),(برای تعیین مقادیر txu 1 درکران=x (و برای تعیین مقادیر) 16( از فرمول تفاضل متناهی,( txux از  
افزار ریاضی دست آوردن نتایج عددی حاصل از الگوریتم، از نرمبرای به. کنیماستفاده می) 22(رابطه تقریبی 
mathematicaآورده شده است) 1(نتایج برای این مثال در جدول .  استفاده شده است.  

  
  2-4مثال

  در این مثال مساله زیر را بررسی می کنیم
                                                                                              ,0,10 ><<= txuu xxt 

                                                                                        ,10),cos()0,( <<= xxxu 
                                                                                            ,0),exp(),0( >−= tttu  

                                                                            ( , ) exp( ) cos( ), 0,u x t t x t= − >  
  

),(برای تعیین مقادیر)22(و فرمول تقریبی) 16(روش تفاضل متناهی مشابه مثال قبل، از  txuو ),( txux 
  . شده استارایه) 2(نتایج حاصل در جدول . کنیماستفاده می

  

)1,(مقادیر : 1جدول  tu1,( و( tux 5/0 به کمک روش ارایه شده با فرض=k50  و=r4/0و=x 
  

  

)1,(قادیر م: 2جدول  tu1,( و( tux 1/0 با استفاده از روش ارایه شده با فرض=k10 و=r5/0و=x  
  
  
  

  

 جواب دقیق جواب عددی 

 ),1( tu  ),1( tu x  ),1( tu  ),1( tu x  

=t 1 3 2 3 2 

=t 2 5 2 5 2 

=t 4 9 2 9 2 

=t 6 13 2 13 2 

=t 8 17 2 17 2 

=t 10 21 2 21 2 

 جواب دقیق جواب عددی 

 ),1( tu  ),1( tux  ),1( tu  ),1( tux  

=t 5/0  327709/0  509535/0-    32771/0  510378/0-  

=t 1 198768/0  309032/0-  198766/0  30956/0-  

=t 5/1  120552/0  187482/0-  120558/0  187758/0-  

=t 2 0731321/0  113619/0-  073122/0  113881/0-  

=t 5/2  0443331/0  069088/0-  0443507/0  0690721/0-  
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  گیری نتیجه 5
 معکوس یکی از شرایط در این مساله. بررسی قرار گرفتدراین مقاله یک مساله سهموی معکوس مورد

برای . نظر مجهول بود که برای تعیین آن یک شرط اضافی مناسب در نظرگرفته شدای معادله سهموی موردکرانه
 شده ارایهمقایسه نتایج عددی . حل عددی مساله یک الگوریتم عددی براساس روش تفاضلات متناهی مطرح شد

مند، بررسی این مساله برای به خوانندگان علاقه. دی استدهنده دقت مطلوب این روش عدبا جواب دقیق نشان
همگن متناظر، پیشنهاد  در بعد دو و ابعاد بالاتر و همچنین حل مساله برای معادلات غیرییمعادلات با مشتقات جز

  .    شودمی
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