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  چکیده
. گیرد نفرد مورد مطالعه قرار میهای م در این مقاله حل معادلات انتگرال ولترای نوع اول خاصی با هسته

 چند مثال نشان ارایهکارایی و سادگی روش پیشنهادی را با . های آبلی را در نظر خواهیم گرفت همچنین هسته
  .خواهیم داد

  
  

 .های منفرد معادلات انتگرال، ولترای نوع اول، هسته  :کلمات کلیدی

  
  مقدمه  1

     .باشد  فیزیک و مهندسی میمسایلن معادلات در مدل بندی تری معادلات ولترای نوع اول یکی از متداول
های تحقیقات به حیات  یم بدوضعی آنها هنوز به عنوان یکی از مهمترین زمینهبه خاطر ذات بد آنها یا بهتر بگوی

های محاسباتی برای آنها  به دست آوردن جواب. خود ادامه داده و محققین زیادی را به چالش کشانده است
های امید  باشد، اما با این حال گاهی روزنه های فراوانی است که ناشی از ذات مساله می ها و رنج ی دشواریدارا

در واقع در این مقاله قصد داریم تا یکی از حالات خاص را تحت شرایطی حل کنیم . شود برای حل آنها پیدا می
  .که با وجود سادگی دارای کاربرد فراوان است

  
   (V1)الی ولترای نوع اول  معادلات انتگر2

  :باشد  به صورت زیر می(V1)کنیم  در این قسمت فرض می

) 1                                          (       x
k(x, t)g(t)dt f (x)  ,    f ( )= =∫  

xkیم کن فرض می. باشد  مجهول میg(x)تابع  (x, t) ,  k (x,t)،  
f (x) و f (x)′ بـرای x a≤ t و ≥ x≤ خواهیم  ) 1(، از xگیری نسبت به  با مشتق.  پیوسته باشند≥
  :داشت
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) 2           (                                              x
xk(x,x)g(x) k (x, t)g(t)dt f (x)′+ =∫  

x، برای )1( از g(x)هر جواب پیوسته  a≤ کند، عکس این مطلب نیز برقرار  صدق می) 2( در ≥
xبرای هر ) 2(است، یعنی هر جواب پیوسته  a≤   .[3-2]. کند صدق می) 1( در ≥

,k(xگیریم  x) در هیچ نقطه از بازه [ ,a] را به صورت یک (2)توان  صفر نشود، در این صورت می 
  :معادله ولترای نوع دوم نوشت

)      3                                                      (                              x
1 1g(x) k (x, t)g(t)dt f (x)+ =∫  

  که در آن 

1
f (x)f (x)

k(x, x)
′

x   و   =
1

k (x, t)k (x, t)
k(x, x)

=  
  

k(x,x)اگر  . ]3 ـ 2[جواب یکتا دارد،  )2(تحت فرضیات گفته شده، معادله   دوباره مشتق گرفتن از ،≡
x در مقداری مانند k(x,x)اما اگر . باشد گاهی مفید می)2( [ ,a]∈ مثل x ) 3(، صفر شود، معادله =

ها و مشکلات ناشی از این  پیچیدگی. نامیم رفتاری کاملاً متفاوت خواهد  داشت و آنرا معادله ولترای نوع سوم می
باشد و مورد توجه ما  ر شدن ضرایب مشتقات مراتب بالا در معادلات دیفرانسیل خطی میحالت شبیه صف

  .باشد نمی
fشرط اساسی  ( ) در ) 3(یا ) 2( به عنوان جواب g(x)باشد که  ، شرطی لازم و کافی برای آن می=

  ].3 ـ 2[هم صدق نماید ) 1(
  

3 V1های منفرد  با هسته  
   منفرد باشدV1کنیم هسته  در این بخش فرض می

  )4 (                                                         r
k(x, t)k(x, t)   ,   r 1
(x t)

= < <
−

  

,k(xکه  t) پیوسته بوده و   
  )5(                                                        k(t, t)               t [ , x]≠ ∀ ∈  

  :آید به صورت زیر در می) 1(در این صورت 

 )6(                                                                         t

r
k(t,s) g(s)ds f (t)
(t s)

=
−∫  

1، طرفین آن را در )6( برای حل .توان استفاده نمود در اینجا از تکنیک بخش قبل نمی r
dt

(x t) −−
 ضرب نموده و 

  گیریم انتگرال می

)7  (                                  x t x

1 r r 1 r
dt k(t,s) f (t)g(s)ds dt

(x t) (t s) (x t)− −=
− − −∫ ∫ ∫  
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  یا 

)8 (                                        x x x

1 r r 1 rs

k(t,s) f (t)g(s)ds dt dt
(x t) (t s) (x t)− −=
− − −∫ ∫ ∫  

  گیریم 

   )9 (                                                             x

1 r rs

k(t,s)H(x,s) dt
(x t) (t s)−=
− −∫  

  و 

  )10(                                                                                         x

1 r
f (t)F(x) dt

(x t) −=
−∫  

  تواند به صورت زیر نوشته شود می) 8(پس 

         )11(                                                                       x
H(x,s)g(s)ds F(x)=∫  

، )11(معادله . را مانند بخش قبل حل نمائیم)  6(توانیم معادله  ، می)11(و با معادله ) 5(حال تحت شرط 
و دارای کاربرد فراوان از این را باشد، در بخش بعد حالتی خاص، مهم ولی مفید  معادله آبل تعمیم یافته مشهور می

  .گیریم در نظر می
  
  معادله انتگرال آبل 4

,k(xقرار دهیم ) 6(اگر در معادله  t) یک حالت شناخته شده و پر .  به آن معادله انتگرال آبل گویند=1

1rاستفاده از آن وقتی هست که 
2

,H(xکه  نشان داده شده است .= t)
sin( r)

π
=

π
) 11( و لذا معادله 

  تواند به صورت ساده شده زیر بیان گردد، می

        )12 (                                                           x
g(t)dt F(x)

sin( r)
π

=
π ∫  

  
)Fداریم ) 12(از  )   :آید دست میه ، جواب ب)12(گیری از طرفین  و مشتق) 10( و لذا با در نظر گرفتن =

            )13 (                                         x

1 r
sin(r ) d f (t)g(x) . dt

dx (x t) −

 π
=  π − 

∫  

fتحت فرض پیوستگی مشتقات  (x) خواهیم داشت) 13( با فرمول لایب نیتز، از.  

            )14(                                          x

1 r 1 r
sin(r ) f ( ) f (t)g(x) dt

x (x t)− −

′ π
= + π − 

∫  

1rبه عنوان یک حالت خاص و کاربردی گفتیم که 
2

  :داریم) 13( مورد توجه است، لذا در این حالت از =
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 )15 (                                                              x

1
2

1 d f (t)g(x) dt
dx

(x t)

 
 =  π

−  
∫  

  : معادله انتگرال زیر را در نظر بگیریدبه عنوان مثال
x

1
2

g(t)x dt
(x t)

=
−

∫  

fدر این جا داریم  (x) x=، لذا f ( )   داریم) 15( و از =

x

1
2

1 d xg(x) dt
dx

(x t)

 
 =  π

−  
∫  

           
3
21 d 4 x

dx 3
 

=  π  
   

            2 x
=

π
  

  های زیادتر  مثال 5
چند مثال دیگر را مورد توجه قرار شده، در این بخش به عنوان  حسن ختام  کارایی و سادگی روش گفته 

  .را نگاه کنید) 1(جدول . دهیم می
f شماره (x) جواب :g(x) 

1 sin x x1 cos t dt
x tπ −∫ 

2  x  1
2

  

 *11جدول 
  

x جواب معادله 11جدول * g(t)f (x) dt
x t

=
−∫ 

 
 
 

  نتیجه گیری 6
ند که می توان همانطور که می دانیم معادلات انتگرال دارای کاربردهای فراوانی در علوم و مهندسی می باش

 زلزله، به حل معادلات دیفرانسیل توسط آن ها اشاره نمود گاهی همچنین این معادلات در مسایل کاربردی نظیر
در این مقاله . له مورد توجه واقع می شوندکانیکی آبل به صورت مدل ریاضی مساله مپزشکی، مهندسی، مانند مسا

در روش . هسته های منفرد مشهور به معادلات آبل حل گرددسعی بر آن بود که معادلات ولترای نوع اول با 
  . گفته شده در این مقاله علاوه بر کارایی روش برای این معادلات سادگی آن نیز توسط چند مثال نشان داده شد
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