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  چکیده
    ماتریس ها استفادهات می کنیم که در محاسبه اینرشیاطور کامل اثبه در این مقاله ما چندین قضیه اینرشیا را ب

ر با استفاده از قضیه اساسی در بخش آخ .سپس یک اثبات جدید برای قضیه اساسی اینرشیا بیان می کنیم .می شود
  .دست می آوریمه  اینرشیای چندین ماتریس را ب[3]اینرشیا و روش ابداعی نویسندگان 

  
  . کنترل پذیریاینرشیا، معادلات ماتریسی،  :کلمات کلیدی

 
  

  مقدمه 1

)()(دستگاه معادلات دیفرانسیل  tAxtx =
⋅

قیقی همه مقادیر  پایدار مجانبی است اگر و تنها اگر قسمت ح
با توجه به اهمیت یافتن علامت قسمت حقیقی مقادیر ویژه در بررسی پایداری  .منفی باشند، Aویژه ماتریس 

کمک گرفتن  ،نها ابداع شده است مانند قضیه گرشگورینآهایی برای یافتن  روش ل،دستگاه معادلات دیفرانسی
  ....از معادلات لیاپانوف و

  
 [1] ریف اینرشیااتع 1-1

)),(),()((سه تایی  AAA δυπ را اینرشیای ماتریس A نرا با آ گویند و)(AIn ن آ نشان می دهند که در
)(Aπ برابر است با تعداد مقادیر ویژه ماتریس A با قسمت حقیقی مثبت و )(Aυبرابر است با تعداد مقادیر ویژه  

در .  با قسمت حقیقی صفرA برابر است با تعداد مقادیر ویژه ماتریس Aδ)( با قسمت حقیقی منفی و Aماتریس 
nAAAانگاه ، باشد ×nn ماتریسی Aنتیجه اگر  =++ )()()( δυπ.  

  
  

  
  دار مکاتبات عهده ٭

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


 

کار       صاୀی ھि و   

 52

   تعریف کنترل پذیری1-2
mnnm ماتریسی B و ×nnماتریسی  ، Aفرض کنید  ×≤ ),(زوج .  است)( BA را کنترل پذیر گویند 

),,,...,(هرگاه ماتریس  12 BABAABBC n
M

  . باشدn دارای رتبه =−
  

  )شرط کنترل پذیری( قضیه 1-3
),(فرض کنید  xλ زوج ویژه ماتریس *A باشند یعنی ** xAx λ= . اگر زوج),( BA کنترل پذیر باشد

*0نگاه آ ≠Bx  
  
  ها  قضیه اینرشیا برای ماتریس 2

اتی جدید برای قضیه اساسی سپس اثب .در این بخش ابتدا قضیه سیلوستر را برای اینرشیا مطرح می کنیم
       ن به مباحث کنترل پذیری اینرشیای چند ماتریس را محاسبه یه می دهیم و به کمک آن و اتصال آاینرشیا ارا
  .می کنیم

  
   قضیه2-1

)()(نگاهآ ، ماتریسی نامنفردP ماتریسی هرمیتی باشد وAفرض کنید  *PAPInAIn =. 
  
 [2] قضیه اساسی اینرشیا 2-2

  (M>0). ماتریس معین مثبت و هرمیتی دلخواه باشدMفرض کنید 
* )2(در موجود باشدکه X شرط لازم وکافی برای آنکه ماتریس هرمیتی )1(  or  (AX)>0AX XA M+ = ℜ  

)ست که  اصدق کند آن ) 0Aδ ) و )2(= ) ( )In A In X=.  
  

  اثبات 
)(0 اگرثابت می کنیم که )i( ابتدا در بخش =Aδ0 آنگاه ماتریس هرمیتیX موجود است که

0)( 0 >ℜ AXو)()( 0XInAIn نشان می دهیم که برای ماتریس هرمیتی ) ii(در بخش  .=
1X0که)( 1 >ℜ AXخواهیم داشت باشد.  
 )()( 1XInAIn )(0 موجود باشد که Xثابت می کنیم که اگر ماتریس هرمیتی ) iii(در بخش  .= >ℜ AX 

)(0آنگاه  =Aδ.  
)i(  0فرض کنید که)( =Aδ.با استفاده از فرم کانونی جردن داریم:  

)(1
1

1 kkk UASS +Ι⊕= ∑− λ  
 که در آن
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0 1 0 . 0
0 0 1 . 0
. . . . .
. . . . 1
0 0 . . 0

Uk =

 
 
 
 
 
 
 

  

  : می بریمبه کار )≠∋A)0∋ این فرم را برای
)(1
kkk UAASS ′+Ι⊕== ∑∈

− λ 
X  صورت زیر در نظر بگیریده را ب: 

kkX Ιℜ⊕= ∑ ))((sgn λ  
)()( :داریم XInAIn   و=

)(
2

)()( kkkk UUXA ′+⊕
∈

+Ιℜ⊕=ℜ ∑∑∈ λ  
  

)(≠0 کوچک معین مثبت است و چون∋عبارت سمت راست برای  kλℜ داریم 1-2بنا به:   
  

)()()()(0 0
*** AXASXSXSSASXAS ℜ=ℜ=ℜ=ℜ< ∈∈ 

  

*که
0 SXSX )(بنابراین  .= 0AXℜداریم1-2و همچنین بنا به  معین مثبت است  :  

 
 
)ii( 1 فرض کنید برایX 0هرمیتی)( 11 >=ℜ PAX. قرار دهید:)( 00 AXP ℜ=  

)()(ماتریس هرمیتی است که 0Xکه  0XInAIn )(0و= 0 >ℜ AX.  
)1(10: قرار دهید 01 ≤≤−+= tPttPPt.  

  :داریمx≠0چون برای هر 
0)1( 0

*
1

** >−+= xPxtxPtxxPx t 
  .معین مثبت استtPین بنابرا

)(0حال اگر  ≠∆ A.  ماتریس هرمیتیtX موجود است کهtt PAX =ℜ 10 برای هر )( ≤≤ t و چون همه
  در نتیجه .پس نامنفرد است .حقیقی هستندtXمقادیر ویژه

  

  
  

)(0که صورتیدر =∆ A011< و باشد)( PAX =ℜبا توجه به اینکه  و
)2()( ttA ++Π=Ι+∆ νµ λλ 10 برای هر ≤≤ tچند جمله ای غیر صفر است و tt PXA =ℜ با   و)(

)(0توجه به اینکه  ≠Aδ پس )()()( 1 AInAInXIn t   .کند وایت اثبات این قسمت را تمام می==
)iii(حال فرض کنید برای ماتریسی هرمیتی مانندX0 :داریم)( >ℜ AX.A را باΙ+ tAتعویض کنید داریم:  
  

)()()( 0 AInXInXIn ==

)()()( 01 AInXInXIn ==

)()( AInAIn t =
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)()(,)()()( AAAAA tt ννδππ =+= 
  و با توجه به نتایج بالا وبا توجه به اینکه 

0)(,0)( =>ℜ tt AXA δ  
  :خواهیم داشت

)()(,)()()( AXAAX ννδππ =+=  
 

ttبا تبدیل                                                                                                                                         :داریم  →−
)()()(,)()( AAXAX δννππ +==        

)(0بنابراین  =Aδ. 

  .تبدیل خواهد شدTAدر قضیه به A*حقیقی باشد Aدر حالت اینکه ماتریس : نکته
  

)(0یافتن برقراری شرط  ساسی اینترشیادر قضیه ا =Aδاکنون با ، در بسیاری از موارد سخت و دشوار است 
  .سانتر باشدآدر استفاده   این شرط را به شرطی ساده تری تبدیل می کنیم تا 3-1استفاده از 

  
  قضیه

MXAAXماتریس نامنفرد هرمیتی باشد که Xفرض کنید =+ ),(و زوج* MAنگاه کنترل پذیر باشد آ
0)( =Aδ.  
  

  اثبات
),(فرض کنید  MAکنترل پذیر باشد وλ مقدار ویژه دلخواه ازA  باشد وx ن باشدآ بردار ویژه وابسته به 

  :داریم 3-1نگاه بنا به آ

00)(0

0)(00
****

****

≠+⇒≠+⇒≠+⇒

≠+⇒≠⇒≠

λλλλ XxxxXAxAXxx

xXAAXxMxxMx  
  

)(0در نتیجه ≠λR و با توجه به دلخواه بودنλ 0داریم)( =Aδ.  
  

  1 لم
  : داریمبالااساسی اینرشیا و قضیه  بنا به قضایای 

MXAAX در معادله Xاگر ماتریس نامنفرد و هرمیتی  =+ ),(صدق کند و * MA کنترل پذیر باشند
)()(نگاه آ XInAIn =.  

  

  Pس یاگر ماتر 1-2نگاه بنا به آ یافت شود X برقرار باشد و ماتریس هرمیتی و نامنفرد  1حال اگر شرایط لم 
عناصر ی، نگاه با توجه به اینکه مقادیر ویژه ماتریس قطرطری شود آماتریس ق*APPبه نحوی اختیار شود که 

  .آسان خواهد شد A و در نتیجه علامت مقادیر ویژه Xیافتن علامت مقادیر ویژه ، روی قطر هستند
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  چند مثال کاربردی  3

ماتریس  1-3مثال 























−−
−

−
−−

=

102.7.0
03104.
2.1205.
7.0010
04.5.01

Aت که یافتن مقادیر روشن اس .را در نظر بگیرید

می توان به  اساسی اینرشیا اما با توجه به قضیه  ، از روش چند جمله ای مشخصه بسیار دشواراستAویژه ماتریس 
MXAAXدر معادله  . را محاسبه کردAراحتی اینرشیای  T        ماتریس معین مثبت و هرمیتیM چون +=

در این جا با انتخاب هوشمندانه ای  .را در اخر محاسبات تعیین کرد ن آناست می توا )متقارن ،در حالت حقیقی(
)(0 و با توجه به اینکه Xاز  =Aδ1,1,1,1,1(اگر  ، است( −−= diagXاختیار شود داریم:  
  

1 0 .5 .4 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 .7 0 1 0 0 0
.5 0 2 1 .2 0 0 1 0 0
.4 0 1 3 0 0 0 0 1 0
0 .7 .2 0 1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1 0 .5 .4 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 .7
0 0 1 0 0 .5 0 2 1 .2
0 0 0 1 0 .4 0 1 3 0
0 0 0 0 1 0 .7 .2 0 1

TAX XA

− −
− −

= −
− − −

  
  
  

+   
  
  
  

− −  
  − −  
  + −
  

− − −  
  
  

2 0 1 0 0
0 2 0 0 0
1 0 4 0 .4

0 0 0 6 0
0 0 .4 0 2

1 0 .5 .4 0 1 0 .5 .4 0
0 1 0 0 .7 0 1 0 0 .7
.5 0 2 1 .2 .5 0 2 1 .2
.4 0 1 3 0 .4 0 1 3 0
0 .7 .2 0 1 0 .7 .2 0 1

−

= −

− − −   
   −   
   = +− − −
   
− −   
   −   
 
 
 
 
 
 
 

  

  
حال اگر  . و متقارن نیز هست بنابراین معین مثبت است،قطر غالب با عناصر روی قطر مثبت است  Mچون 

)1,1,1,1,1(گیرد نتیجه خواهیم گرفت که ماتریس اساسی اینرشیا قرار در معادله Mماتریس  −−= diagX در 
)()( :داریم اساسی اینرشیا صدق می کند و بنا به قضیه )2(معادله  XInAIn  عبارتند X  و چون مقادیر ویژه =

1,1,1,1,1از  )()()0,2,3(نگاه  آ−− == XInAIn.  
  ]3[.این مقاله ابداع شده است) نویسنده(این روش توسط دکتر هاشم صابری و فرهاد نعیمی دافچاهی 
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    2-3 مثال

فرض کنید که 






−
=

2
03

i
AوM مناسب به صورت







 −
=

2
6
i

i
M ه تعریفنگاه بنا ب آ.اختیار شود 

),( برای زوج 1-2 MAداریم:  
  

  
  

 به صورت 2دارای زیر ماتریس با رتبه MCماتریس 






−
58
318

i
i2پس.  است=MCrank ،   بنابراین زوج 

),( MA کنترل پذیر است وحال اگر






−
=

10
01

Xاختیار شود داریم :MXAAX =+      بنابراین بنا به*

)()1,1(خواهیم داشت   1 لم =AIn.  این نتیجه با این واقعیت که مقادیر ویژه    A 3-،2 است سازگار است .  
  

  نتیجه گیری 4
مهندسی و فیزیک  علوم مانند اری ازمباحث مورد نظر بسی بحث پایداری سیستم های معادلات دیفرانسیل از

 به اینرشیا از اهمیت ویژهای برخوردار است و ارتباط این موضوع با طن مباحث مربودنبال آه ب می باشد و ...و
ای محاسبه اینرشیا توسط  روش جدیدی بر[3]در  .های اخیر رشد زیادی کرده است معادلات ماتریسی در سال

به شیوه ای  اساسی اینرشیاین مقاله نیز علاوه برآوردن اثباتی جدید از قضیه ورده شده است و در انویسنده آ
  . کرده ایمه یراجدیدتر روش ابداعی خود را ا
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