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  تحلیل حساسیت و کاربرد آن در تحلیل پوششی داده ها
  

  رضا احمد زاده، عطا اله نظری معافی،*آرمین قانع   صادق پورجعفر،،سهراب کردرستمی
 اعضای انجمن ریاضی دانشگاه آزاد اسلامی واحد لاهیجان

  
 

  چکیده 
و ورودی یـک واحـد تـصمیم گیرنـده          توجه اصلی ما در این مقاله ایجاد آشفتگی در تمام داده های خروجـی                   

 شـرایط  .که بعد از تغییرات همچنان کارا بـاقی بمانـد    با استفاده از مدل جمعی می باشد به طوری    )DMU(کارا  
       را ،فـظ نمایـد    کارا بعد از ایجاد آشـفتگی در تمـام داده هـا کـارایی خـود را ح                  DMU برای آنکه یک     ،مناسب

 ورودی بـرای    3 شعبه از بانک های تجاری که هر کدام از           10دست آمده را روی     ه   نتایج ب  .دست خواهیم آورد  ه  ب
 یـک  ، مطـابق بـا کـارایی مـدل جمعـی     DMU برای هـر  . اعمال خواهیم کرد  ، خروجی استفاده می کنند    2تولید  

       کـارا بـا حفـظ کـارایی        DMU در این ناحیه ورودی و خروجی هـای متنـاظر بـا              .دست می آید  ه  ناحیه کارایی ب  
  .می توانند تغییر یابند

  

  . برنامه ریزی خطی، تحلیل حساسیت، کارایی،تحلیل پوششی داده ها  :کلمات کلیدی
  

   مقدمه  1
 یک روش برنامه ریزی ریاضـی غیـر پـارامتری و غیـر آمـاری اسـت کـه                    )DEA(   تحلیل پوششی داده ها     

  متشکل از چندین ورودی برای تولیـد چنـدین خروجـی بـه کـار          ،جهت ارزیابی کارایی نسبی واحد های متجانس      
      پوسته محدب قطعه قطعه خطی که به منظور تخمین کارایی نـسبی واحـد هـای تـصمیم گیرنـده بـه کـار                       .  می رود 

، ]2[،]1[ ) 1978( کوپر و رودز    ،کـه مقالـه ای توسـط چـارنز          تـا ایـن    .می باشد  ) 1957(پیشنهاد فارل   می رود   
 شهرت یافت و باعث به وجود آمدن مقالـه هـای بـسیاری بـا مـدل      CCRکار رفته در آن به ه نوشته شد که مدل ب    

   . گردیدDEA  در بحث روش های کاربردی]3[،]2[های مختلف از جمله مدل جمعی 
 های کارا بـه تغییـرات مقـادیر         DMU بررسی حساسیت مجموعه ای از       ،  بخشی از تحلیل پوششی داده ها      

  .ورودی و خروجی است که می تواند بحث جالبی باشد
 ، آورده شـده اسـت     2 برخی از مفاهیم مقـدماتی در بخـش          .   این مقاله به صورت زیر سازماندهی شده است       

 مـورد توجـه مـا در    ،ی در تمام ورودی ها و خروجی های واحد تصمیم گیرنده کارا با حفظ کـارایی خـود    آشفتگ

  عهده دار مکاتبات *
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 شـامل برخـی از نتـایج و    5 شـامل مثـال کـاربردی و بررسـی روش و در نهایـت بخـش       4 بخش  ، می باشد  3بخش  
   .پیشنهادات برای تحقیقات بعدی خواهد بود

  
  مفاهیم مقدماتی 2

 خروجی s ورودی برای تولیدmداریم که هر کدام از  )DMU( واحد تصمیم گیرنده nفرض می کنیم
                                  DMU امینj ام از iدار ورودی نوع ــ مقijxرض کنیدـــ ف.ی کنندـتفاده مـــاس
 )0, 1, 2,..., ; 1, 2,...,x i m j nij > =  DMU امین j ام از r مقدار خروجی نوع rjyو نیز ) =

).باشد 0, 1,2,..., ; 1, 2,..., )rjy r s j n> =   بردار jY بردار ورودی و  jX و همچنین فرض می کنیم=
j,...,1,2 که در آن jDMUخروجی  n= و e  بردار ستونی واحد باشد.   

 به مفهوم پـاراتو     ،0Y و بردار خروجی     0X واحد تحت ارزیابی با بردار ورودی        0DMUبرای آنکه بدانیم     
   . باید مدل جمعی زیر را حل کنیم،کارا می باشد
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 در غیـر    ، به مفهوم پاراتو کارا است     0DMU آنگاه   ،برابر صفر باشد   ) 1(  مقدار تابع هدف     ،   اگر در جواب بهین   

   .این صورت کارای ضعیف است
  :را به صورت برداری و به صورت زیر بازنویسی می کنیم ) 1( مدل 
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 بـدیهی اسـت     . سعی در حفظ کارایی آن داریـم       ،   حال با آشفتگی در تمام ورودی ها و خروجی های واحد کارا           
 باعث نشدنی بودن آن می شود لذا تمام مولفه های خروجـی آن را بـه                 0DMUکه هر گونه افزایش در خروجی       

  : در نتیجه خواهیم داشت،کاهش می دهیمαمقدار 
  

0 0ˆ 0 ,  0 , 1, 2,...,                                     r ry y r sα α= − > ≥ =  
   

مـی شـود      نیز باعث نـشدنی بـودن آن       0DMU  همچنین بدیهی است که هر گونه کاهش در مؤلفه های ورودی            
ا فقط به افزایش تمام مؤلفه های        بنابراین توجه خود ر    ،یعنی واحد مذکور از مجموعه امکان تولید خارج می گردد         

  : لذا خواهیم داشت، معطوف می کنیمβورودی به مقدار 

0 0ˆ       ,  0 , 1, 2,...,                                     i ix x i mβ β= + ≥ =  
  
β,تحلیل حساسیت در مدل جمعی با استفاده از دو پارامتر  3 α  
    

ja، 1,2,...,j فرض کنیـد     n s m= +       بـردار سـمت راسـت از مـسأله         0a سـتون هـای مـاتریس ضـرایب و           +
* کارا به مفهوم پاراتو جواب بهینه اساسـی          0DMUبرای  . باشد ) 2( برنامه ریزی خطی     * *( , , )S Sλ +    از مـدل   −

   .ا ماتریس پایه ای بهینه زیر وجود دارد همراه ب)2(
0

0
0 0

B B

B B
T
B

Y I
B X I

e

+

−

 −
 

= − − 
 
 

  

   . را به صورت زیر تعریف می کنیمBمعکوس ماتریس 
             1 1( ) ,    , 1, 2,..., 1ijB b i j s m− −= = + +  

  :نمادگذاری زیر را در نظر بگیرید
                1 , 0,1,...,j jB a j n s m−Γ = = + +  

                            1T T
Bw c B −= 

               1   ,   0,1, 2,...,T t
j B j jz c B a w a j n s m−= = = + +   

  

          Bبــا عــث آشــفتگی در مــاتریس پایــه ای بهینــه  ) 4( و ورودی هــای  ) 3( تغییــرات همزمــان در خروجــی هــای 
  : به طوریکه،می شود

ˆ                                                                             B B B= + ∆  
  
  
  

)3(  

)4(  

)5(  
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( )0 0ˆ 0 Ta a α α α β β β= + − − − − − −… …

   :که در آن
0 0 0 0
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# # # # #
… …
… …
… …

# # # # #
… …
" …

  

  

* متناظر با متغیر پایه ای بهینه   kاندیس  
0 kλ λ=همچنین این تغییرات در بردار سـمت راسـت نیـز    . می باشد 

  : پس خواهیم داشت،اعمال می گردد
  

  
  

  :در نتیجه
1 1 1( ( )) ( ) ( )                                          tr B B B B pB B− − −∆ ∆ = ∆  

  

  :که در آن
1 1 1

,
1 1

( ) ( )                                
s m

kt k s t
t t

p tr B B b bα β− − −
+

= =

= ∆ = − +∑ ∑  

  
] که اثبات کلیتـر آن را در         ،می توانیم از قضیه چارنز و کوپر       )  8(به دلیل     ( . اسـتفاده کنـیم    ، آمـده اسـت    4[

 به همین منظور برای حالتی کـه        .)مایید     رجوع ن  335 ، صفحه ،]5[ از چارنز و نرالیچ      1همچنین می توانید به قضیه      
1p ≠   :به صورت زیر نوشت) 5( را از B̂ معکوس ماتریس پایه ای بهینه آشفته شده −
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1 1

1 ( ) ( ) ,                         
1

s m

t s t kj j j
t t

w w z c
p

α β+
= =

 
− + Γ ≥ − +  

∑ ∑

   . می کنیماکنون مطالب زیر را ثابت
  

 همچنان کارایی خـود  ]4[ و ]3[ کارا که بعد از اعمال آشفتگی های 0DMUشرایط مطمئن برای   1قضیه  
   :ست که ا آن،را حفظ نماید

( )                                                            T
j j jw B z cτ− ∆ Γ ≥ −  

  
  

 ،آورده شـده اسـت     ]7[   چارنز و نرالیچ    2بدون کم شدن از کلیت استدلال مشابه آنچه که در قضیه             :اثبات
   .عمل می کنیم

1 1 1 1 1
ˆ ˆ

1 1 1

ˆ ( ) ( ( ) )

           ( ) ( ) 0

( )

j j j j j j B j jB B
T

B j B j j j j j

T
j j j

z c c B a c c B B a c c B B B B a c

c B a c B B B a c z w B c

w B z c

τ

τ τ

τ

− − − − −

− − −

′ − = − = + ∆ − = + ∆ −

= + ∆ − = + ∆ Γ − ≤

⇒ − ∆ Γ ≥ −

  

  
مـی توانـد بـه    ) 12(سیـستم نامعـادلات   ) 11(و بـه کمـک    ) 6( در   ∆B با توجه به ساختار ماتریس       .1نتیجه  

   .صورت زیر نوشته شود
  

  
  

1بسته به اینکه ) 13( در .2نتیجه  p+،دو حالت وجود دارد، مثبت یا منفی باشد :  
1اگر  0p+ jو ) 9( باشد با استفاده از < j jc z c=   :به سیستم نامعادلات زیر می رسیم) 13(  در −

  

1 1 1 1
,

1 1

1 1
,

1 1 1 1

1 1
,

1 1

1 ( ) ( )
1 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

s m

t s t kj js m
t t

kt k s t
t t

s m s m

t s t kj j j kt j k s t
t t t t

s m

kt j t kj k s t j s t kj
t t

w w c
b b

w w c c b c b

b c w b c w

α β
α β

α β α β

α β

+
− − = =

+
= =

− −
+ +

= = = =

− −
+ +

= =

 
− + Γ ≥ 

 − +

 
⇒ − + − Γ ≥ − + 

 
   

⇒ − Γ + − Γ ≥   
   

∑ ∑
∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ,        jc

  

  
  
1که   در صورتی  0p+   : خواهیم داشت، باشد>
  

j ،اندیس متغیرهای غیر اساسی    

 اندیس متغیرهای غیر اساسی

j اندیس متغیرهای غیر اساسی  

j ، اساسی اندیس متغیرهای غیر   

)12(  

)13(  

j  

(14.a) 
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    1 1
,

1 1
( ) ( ) ,        

s m

kt j t kj k s t j s t kj j
t t

b c w b c w cα β− −
+ +

= =

   
− Γ + − Γ ≤   

   
∑ ∑  

  
 

β در حالت خاص  .3نتیجه  α= را بر حسب ) 13( می توان سیستم نامعادلاتαتعیین نمود .   
  

  
  
1در حالتی که  0p+   . برسیمαتم نامعادلات زیر بر حسب  نیز به سیس) a14.( می توانیم از <

  
1 1

,
1 1

( ) ( ) ,                          
s m

kt j t kj k s t j s t kj j
t t

b c w b c w cα− −
+ +

= =

 
− Γ + − Γ ≥ 

 
∑ ∑  

  
1و اگر  0p+   . برسیمα  به سیستم نامعادلات زیر بر حسب )a14.( می توانیم از>

  
1 1

,
1 1

( ) ( ) ,                             
s m

kt j t kj k s t j s t kj j
t t

b c w b c w cα− −
+ +

= =

 
− Γ + − Γ ≤ 

 
∑ ∑  

  
افتـد یعنـی در      ن مسأله را طوری در نظر گرفت که فقط تغییرات در خروجی هـا اتفـاق بـی                 می توا  .4نتیجه  

0β ،)9(و  ) 6(،)4(  بر حـسب    )b.14 (  یا  )a14.(و یا در  ) 13( در این حالت سیستم نامعادلات متناظر در         ، باشد =
α ه می توان مسأله را طوری در نظر گرفت که فقط تغییرات در   ورودی ها اتفاق                  به طور مشاب  .  دست می آید  ه   ب
0α بدین معنی که ،افتد بی    . تعیین شوندβفقط بر حسب  )b.14 (یا)a14.(و) 13( باشد و سیستم نامعادلات =

  

2فرض کنید    .5تبصره  
0S R⊂  های    مجموعه جواب( , )α β       حاصـل از نامعـادلات ).a14(        همـراه بـا  

1و با فرض    ) 4(و)3(شرایط   0p+ 0 فرض کنیـد     . باشد <
s mR R 0 مجموعـه نقـاط      ⊃+ 0

ˆ ˆ( , )X Y    در نزدیکـی 
0 0( , )X Yبه صورت زیر تعریف شود :  

  

0 0 0 0ˆ ˆ, 1, 2,..., ,  , 1, 2,..., , ( , )     r r io iy y r s x x i m Sα β α β= − = = + = ∈  
   

   )327 صفحه ،]9[ نرالیچ 1تعریف  ( . را مشخص می کند0DMU ناحیه کارایی اطراف 0Rمجموعه 
 ناحیه ای را مشخص مـی کنـد کـه در            0DMUبنابراین تغییرات در مقادیر خروجی و ورودی واحد کارای          

 بزرگتر باشد نـشان دهنـده آن اسـت کـه     0R هرچه ناحیه کارایی . همچنان کارا با قی می ماند0DMUآن ناحیه   

 j اندیس متغیرهای غیر اساسی 

 j اندیس متغیرهای غیر اساسی  

 j ر اساسیاندیس متغیرهای غی 

(14.b) 

1 1

1 ( ) ,                                      
1

s m

t s t kj j j
t t

w w z c
p

α+
= =

 
− + Γ ≥ − + 

∑ ∑ (15) 

(16.a) 

)17(  
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0DMU        0حـساسیت کمتـری دارد و هـر چـه ناحیـه کـارایی        نسبت به تغییرات در خروجـی هـا و ورودی هـاR 
   . نسبت به تغییرات حساسیت بیشتری خواهد داشت0DMU ،کوچکتر باشد

  

  یک مطالعه کاربردی 4
ک هـای    شـعبه بـانکی یکـی از بان ـ        10در این بخش روش پیشنهاد شده را روی مجموعه ای از داده ها شامل               

 ورودی هـای هـر شـعبه شـامل  تعـداد      . هر داده شـامل  سـه ورودی و دو خروجـی مـی باشـد     .ایران پیاده می کنیم   
داده .   هزینه فضای کاری و تعداد مشتری ها و خروجی ها هر شعبه شامل سپرده ها و مبالغ وام می باشد                     ،کارمندان

   . داده شده اند)1(ها در جدول 
  بـه مفهـوم   2DMU با استفاده از روش دوفازی به این نتیجـه رسـیدیم کـه       ، ها DMU  در بررسی کارایی  

   .پاراتو کارا می باشد
ــرای بررســی تحلیــل حــساسیت واحــد کــارای    ــن منظــور و ب ــرای ای ــزار  2DMU  ب ــرم اف ــا اســتفاده از ن   ب

[ ]LINDO  سـپس از نـرم افـزار       . آوردیـم  بـه دسـت    2DMU ماتریس اساسی بهینـه و جـدول بهینـه را بـرای               6
Maple   دست آوردن معکوس ماتریس اساسـی بهینـه و حـل سیـستم نامعـادلات                ه   به جهت ب).a14(    یـا ) b.14( 

   .استفاده کردیم
0 با بردار ورودی     2DMUتوجه خود را به تعیین حساسیت واحد         در این مطالعه     [20,3,6]TX  و بـردار    =

0خروجی  [3.5,4]TY    .معطوف می کنیم ) 2(   و با استفاده از مدل =
  :ماتریس اساسی بهینه زیر را خواهیم داشت ) 2(   بنابراین از حل مدل 

  

5 2 2 1 2 1

6.75 3.5 0 0 0 1
5 4 0 0 1 0
30 20 0 1 0 0
4 3 1 0 0 0
3 6 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0

( , , , , , )B s s s sλ λ∗ ∗ −∗ −∗ +∗ +∗

−
−

− − −
− − −
− −

 
 
 
 = =  
 
 
 
 

  

  .که معکوس آن به صورت زیر است
  

1

-160.22204 10 0 0 0 0.33333 2
-160.11102 10 0 0 0 0.33333 1
-16-0.55511 10 0 0 1 0.33333 5
-15-0.44409 10 0 1 0 3.3333 40
-150.11102 10 1 0 0 0.33333 6

1.0000 0 0 0 1.0833 10

B −

− − −

− − −

− − −

−
−

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
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 افـزایش مـی دهـیم بـه         β کاهش و رودی های آن را بـه انـدازه            α را به اندازه     2DMUحال خروجی های واحد     

  .یکه شرایط زیر برقرار باشدطور

12 22

12 22 32

ˆ ˆ3.5 0  ,   4 0 ,  0
ˆ ˆ ˆ20   ,   3   ,   6  ,  0                  
y y
x x x

α α α
β β β β

= − > = − > ≥
= + = + = + ≥

  

  .ماتریس اساسی پایه ای آشفته شده به صورت زیر می باشد

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

B

α
α
β
β
β

− 
 − 
 −

∆ =  
− 

 −
  
 

  

  از طرفی 

( )0  0  1  1  1  1T
Bc = − − − −  

  و از آنجا 

1 (1  1  1  1  2.25  29)T T
Bw c B −= =  

  :خواهیم داشت ) 9( و با توجه به 

2 3
1 1 1 16

2 2,2
1 1

( ) ( ) 0.11102 10 0.3333t t
t t

p tr B B b bα β α β− − − −
+

= =

= ∆ = − + = × +∑ ∑  

1از آنجاییکه  0p+    . به نامعادلات زیر رسید )a14.( می باشد می توان از سیستم نامعادلات <
2 3.21668 2.50  ,  0 ,  0α β α β+ ≤ ≥ ≥  

  
 B(0,0.77720) و   O، (1.25,0)A(0,0) بـه رئـوس      OABمثلـث    ) 20(مجموعه جواب سیستم نامعادلات     

  .نشان داده شده است ) 1( می باشد که در شکل 

)19(  

)20(  

)18(  
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αدر صورتیکه  β= باشد با استفاده از  )a.16 ( خواهیم داشت:  

0 2.166672α≤ ≤  
  

0O مـی باشـد کـه در آن          OAبازه  ) 21(جواب سیستم نامعادلات    مجموعه   2.166672A و  =  اسـت و در  =
  .نشان داده شده است ) 2(شکل 

   
  
  
  

  نتیجه گیری 5
حـت ارزیـابی پـس از اعمـال آشـفتگی هـا در بـردار                 کـارای ت   DMU در این مقاله حفـظ کـارایی        

0αخروجی به اندازه     0β و بردار ورودی به اندازه       ≤  شرایط مناسـب بـرای آنکـه        . مورد توجه ما بود    ≤
DMU          برای  .دست آوردیم به  د را حفظ نماید      کارا مورد نظر پس از اعمال تغییرات همچنان کارایی خو 

دست آمد که می توان در آن ناحیه بردارهای ورودی و خروجی را آشـفته نمـود              ه   ناحیه ای ب   DMUهر  
 DMUدست آمده بزرگتر باشـد حـساسیت        ه   هرچه ناحیه ب   .که شرایط لازم کارایی حفظ شود      به طوری 

ناظر در برابر تغییرات بردارهای ورودی و خروجی کمتر است و پایـداری آن در مقابـل تغییـرات بیـشتر                     مت
 های کارا را از نظـر تحلیـل حـساسیت   رتبـه بنـدی نمـود و                   DMU با استفاده از این ایده می توان         .است

  .ل شد ارزش قایامپیوتریبرای پایداری آنها در برابر خطاهای ناشی از محاسبات ک
  
  

O  A

B

α

β  

β, ناحیه موجه تغییر  :1شکل α 

)21(  

O  A
• •

  مجموعه جواب:2شکل
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