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   دهیچک
، به سیستم های کنترلیطراحی  در آنموفقیت آمیز  هایکاربرددهه هفتاد و  فازی در پس از معرفی منطق

.. . وتحقیق در عملیاتمدیریت،  این نظریه در سایر زمینه ها همچون شبیه سازی، هوش مصنوعی، کارگیری
فرموله می شوند های برنامه ریزی خطی ل مدوسیله ه  در بسیاری از مسایل واقعی که ب. گسترش فراوان یافته است

م قطعیت در برخی پارامتر های مدل موجود باشد و این ابهام می تواند از نوع احتمالی نباشد ممکن است نوعی عد
 کاربرد فازی در برنامه ریزی ریاضی دارای تاریخچه نسبتاً .بیان شودفازی پارامتر های مدل با اعداد یا صریحاً 

در چارچوب تصمیم ) 1974(ش مفهوم برنامه ریزی ریاضی فازی نخست توسط تاناکا و همکاران. طولانی است
بندی مساله برنامه ریزی خطی فازی توسط  نخستین فرمول. گیری فازی ارایه شده توسط بلمن و زاده پیشنهاد شد

ها  ترین روش یکی از متداول. ها و روش های متعددی پیشنهاد شد بعد از آن مدل. مطرح شد) 1978(زیمرمن 
یک روش متداول و مناسب برای رتبه بندی اعداد . ه اعداد فازی استبرای حل این مسایل بر اساس مفهوم مقایس

فازی تعریف یک تابع رتبه بندی از مجموعه اعداد فازی به مجموعه اعداد حقیقی است که در آن ترتیب وجود 
هایی مدل برنامه ریزی خطی فازی به یک مدل برنامه ریزی خطی کلاسیک تبدیل  عموماً در چنین روش. دارد

با استفاده از توابع رتبه بندی در این مقاله . د و با استفاده از حل این مدل جواب مساله اصلی تعیین می شودمی شو
تعریف مفاهیم پایه ای برنامه ریزی خطی کلاسیک در محیط فازی همچون جواب های  شدنی، ضمن خطی 

 سیمپلکس فازی برای حل  های یتمالگور ...جواب های پایه ای، جواب بهینه، جواب تباهیده، شرایط بهینگی و
الگوریتم های .  ارایه می گرددهای فازیمتغیربا خطی مسایل برنامه ریزی وفازی عدد مسایل برنامه ریزی خطی 

ارایه شده برای حل مسایل برنامه ریزی خطی عدد فازی و مسایل برنامه ریزی خطی با متغیرهای فازی به کار 
  . می شود می شود و نتایج آن گزارش گرفته

  
  .اعداد  فازی ذوزنقه ای، برنامه ریزی خطی فازی، توابع رتبه بندی، روش سیمپلکس فازی: یدیکل کلمات
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  مقدمه 1
سایر  باعث رشد و نفوذ سریع آن در سیستم های کنترلینظریه مجموعه های فازی در موفقیت آمیز  کاربرد

مهندسی   و بسیاری از شاخه های علوم تحقیق در عملیاتمدیریت، زمینه ها همچون شبیه سازی، هوش مصنوعی، 
که بسیاری از مسایل صنعتی و مدیریتی که منجر به حل  آنجایی. نه ها برنامه ریزی خطی استیکی از این زمی. شد

طور دقیق مقادیر ضرایب مساله را تعیین کند ه یک مساله برنامه ریزی خطی می شود، تصمیم گیرنده نمی تواند ب
در حقیقت در برنامه ریزی خطی مرسوم عموماً ضرایب مساله .  ابهام ممکن است از نوع احتمالی نباشدو این

های فازی، فرض وجود اطلاعات  تصمیم گیری توسط افراد خبره با مقادیر دقیق تعیین می شوند، ولی در محیط
تفاده از مدلسازی فازی در مسایل بنابراین توسعه و اس. دقیق توسط افراد خبره دور از واقعیت به نظر می رسد

مفهوم برنامه ریزی ریاضی فازی نخست توسط . تصمیم گیری واقعی با داده های نادقیق می تواند مناسب باشد
نخستین . در چارچوب تصمیم گیری فازی ارایه شده توسط بلمن و زاده پیشنهاد شد] 12[تاناکا و همکارانش 

ی مختلفی از مسایل ها بعد از آن مدل.  مطرح شد]16[ازی توسط زیمرمن بندی مساله برنامه ریزی خطی ف فرمول
یک مروری ].  3،4،5،8،9،10,13[پیشنهاد شدبرای حل آن و روش های متعددی فازی معرفی  برنامه ریزی خطی 

ن لای و وهمچنی] (6[بر ادبیات مرتبط با برنامه ریزی ریاضی فازی بر پایه  مقایسه اعداد فازی توسط  کلر و یوان 
            استفادهمفهوم مقایسه اعداد فازی برای حل این مسایلازها  روشدر اکثر این . داده شده است]) 7[هوانگ 
یک روش متداول و مناسب برای رتبه بندی اعداد فازی تعریف یک تابع رتبه بندی از . ]3،8،9،10،11[ می شود

عموماً در چنین . ه در آن ترتیب به طور طبیعی وجود داردمجموعه اعداد فازی به مجموعه اعداد حقیقی است ک
هایی مدل برنامه ریزی خطی فازی به یک مدل برنامه ریزی خطی کلاسیک تبدیل می شود و با استفاده از  روش

 دراین مقاله دو مدل کلی مسایل برنامه ریزی خطی فازی را در .حل این مدل جواب مساله اصلی تعیین می شود
مسایل برنامه ریزی خطی با ) 2، و (FNLP)فازی ) داده های(مسایل برنامه خطی با اعداد ) 1: یمنظر می گیر

تعریف مفاهیم پایه ای برنامه ریزی خطی ضمن با استفاده از توابع رتبه بندی خطی . (FVLP)متغیرهای فازی 
 ...شرایط بهینگی وکلاسیک در محیط فازی همچون جواب های  شدنی، جواب های پایه ای، جواب بهینه، 

دو الگوریتم ارایه . شودبرنامه ریزی خطی فازی پیشنهاد می این دو مدل  سیمپلکس فازی برای حل  های الگوریتم
شده برای حل برخی مسایل برنامه ریزی خطی عدد فازی و مسایل برنامه ریزی خطی با متغیرهای فازی به کار 

  .گرفته می شود و نتایج آن گزارش می شود
در فصل دوم برخی پیش نیازهای لازم از نظریه مجموعه های فازی و .  مقاله در پنج فصل تهیه شده استاین

  در فصل سوم تعریف) FVLP، و مسایل FNLPمسایل (برنامه ریزی خطی فازی . حساب فازی بیان می کنیم
را به ترتیب برای مسایل ) هو بهین(با استفاده از توابع رتبه بندی خطی مفاهیم جواب شدنی پایه ای . می شود
FNLP و مسایل FVLP سپس الگوریتم های سیمپلکس فازی برای هر دو رده از مسایل برنامه . بیان می کنیم

در فصل چهارم نیز دو مساله از دو نوع مساله برنامه ریزی خطی فازی . ریزی خطی فازی مذکور ارایه می شود
  .در فصل پنجم نتایج این مطالعه آورده می شود. ازی حل می شودذکر شده در فصل سوم با الگوریتم سیمپلکس ف
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  مفاهیم و حساب فازی 2
  ]).7 [،]2[، ]1([در این فصل برخی تعاریف و مفاهیم مورد نیازاز نظریه مجموعه های فازی ارایه می شود

 
   مجموعه های فازی1 -2 

 به صورت X درAمجموعه فازی.  استxز عناصر همچون یک مجموعه ای اX فرض کنید1تعریف 
)}مجموعه ای از زوج های مرتب , ( )) | }AA x x x Xµ= ∈�

) تعریف می شود، که در آن� )A xµ  تابع �
 1 و0       را به یک مقدار عضویت بینXتابع عضویت، هر عضو از. میده می شودعضویت برای مجموعه فازی نا

  . می نگارد
  

  . در نظر گرفته می شود\ مجموعه اعداد حقیقی Xدر سرتاسر این رساله  1نکته
  

x, را محدب گوییم هرگاه برای هر�Aمجموعه فازی  2تعریف  y   : داشته باشیم∋λ[0,1] و هر\∋
( (1 ) ) min{ ( ), ( )}A A Ax y x yµ λ λ µ µ+ − ≥� � �  

  
  : یک عدد فازی است اگر در شرایط زیر صدق کند�A یک مجموعه فازی محدب 3تعریف

0xقل یک حدا )1 ) وجود داشته باشد به طوری که\∋ ) 1A xµ =�.  
2( ( )A xµ   .قطعه قطعه پیوسته باشد�

 به �aحال فرض کنید تابع عضویت هر عدد فازی . در عمل، هر عدد فازی بوسیله تابع عضویت آن تعیین می شود
  :صورت زیر باشد

1 ,
1,( )

1 ,
0, .

L

U

L La x

L U

a U Ux a

a x a
a x ax

a x a
otherwise

α

β

α

µ
β

−

−

 − − ≤ <


≤ ≤= 
− < ≤ +



�  

 . نشان داده شده است یک عدد فازی ذوزنقه ای است1هر عدد فازی با تابع عضویت به صورت بالا که در شکل 

 
                                            La α−     La                    Ua      Ua β+  
 

عدد فازی ذوزنقه ای: 1شکل   
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)یک عدد فازی ذوزنقه ای را می توان به صورت چهارتایی  , , , )L Ua a a α β=نشان داد� .  
)در این مقاله مجموعه تمام اعداد فازی را با  )F   .نشان می دهیم \

  
   حساب اعداد فازی 2-2

~),,,(فرض کنید βαUL aaa ~),,,( و= θγUL bbb x  دوعدد فازی ذوزنقه ای باشند و= در . \∋
  : اینصورت

0, ( , , , )L Ux x a x a x a x xα β≥ =�  
0, ( , , , )U Lx xa xa xa x xβ α< = − −�  

),,,(~~ θβγα ++++=+ UULL bababa     
  

   رتبه بندی اعداد فازی3 -2
های متداول برای حل مسایل برنامه ریزی خطی فازی مبتنی بر مقایسه اعداد فازی و  ی از روشبسیار

یک روش مناسب برای رتبه بندی اعداد فازی استفاده از یک ]. 8،9،10[خصوصاً استفاده از توابع رتبه بندی است
:تابع رتبه بندی  ( )Fℜ →\ بندی اعداد فازی به مقایسه اعداد حقیقی در حقیقت نتیجه رتبه .  می باشد\

  .متناظرشان در خط اعداد حقیقی تعیین می گردد
)بنابراین، ترتیب روی  )F   :را به صورت زیر تعریف می کنیم\

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

a b a b

a b a b

a b a b

⇔ ℜ ≥ℜ

≈ ⇔ ℜ =ℜ

⇔ ℜ >ℜ

� �� �;
� �� �
� �� �;

  

aهمچنین. ازی ذوزنقه ای هستند اعداد ف�b و�aکه در آن  b�� b اگر و تنها اگر; a� �≺.  
  .در سرتاسر این مقاله ما از توابع رتبه بندی خطی استفاده می کنیم

  

  :پیشنهاد کرد، به صورت زیر تعریف می شود]) 15([ترین توابع رتبه بندی که نخست یاگر یکی از متداول

)1(                                                                                      1
2

1( ) ( ( )).
2

L Ua a a β αℜ = + + −�  
 

  برنامه ریزی خطی فازی  3
های تصمیم گیری مسایل  برنامه ریزی خطی به عنوان شناخته شده ترین و کاربردی ترین مدل در میان مدل

در اکثر مسایل تصمیم گیری که منجر به حل یک مساله برنامه  . ویژه ای بوده استواقعی همواره مورد توجه
 دقیق مقادیر ضرایب مساله را تعیین کند و این ابهام ممکن به طورریزی خطی می شود، تصمیم گیرنده نمی تواند 

میم گیری توسط در حقیقت در برنامه ریزی خطی مرسوم عموماً ضرایب مساله تص. است از نوع احتمالی نباشد
های فازی، فرض وجود اطلاعات دقیق توسط افراد خبره  افراد خبره با مقادیر دقیق تعیین می شوند، ولی در محیط
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سازی فازی در مسایل تصمیم گیری واقعی با داده های نادقیق،  بدین ترتیب، طرح مدل. دور از واقعیت است
  .منطقی و مناسب به نظر می رسد

مسایل برنامه خطی ) 1]: 8،9[کلی مسایل برنامه ریزی خطی فازی را در نظر می گیریم دراین فصل دو مدل 
با استفاده از . (FVLP)مسایل برنامه ریزی خطی با متغیرهای فازی ) 2، و )(FNLPفازی ) داده های(با اعداد 

 همچون جواب تعریف مفاهیم پایه ای برنامه ریزی خطی کلاسیک در محیط فازیضمن توابع رتبه بندی خطی 
برنامه این دو مدل  سیمپلکس فازی برای حل  های  الگوریتم...های  شدنی، جواب های پایه ای، جواب بهینه و

  .شودریزی خطی فازی پیشنهاد می 
  
   برنامه ریزی خطی با اعداد فازی3-1

  

  :به صورت زیر تعریف می شود) FNLP( مساله برنامه ریزی خطی با اعداد فازی  4تعریف 
  

)2(                                                                                                                     
min

. .
0

z cx
s t Ax b

x

≈
=
≥

��
  

  . بردار هزینه فازی است�cکه در آن 
  

  .صدق می کند یک جواب شدنی برای مساله می نامیم) 2(ر قیود مساله  را که دx نقطه  5تعریف 

  :های شدنی داشته باشیمxاست، اگر برای همه) 2( یک جواب بهینه برای مساله 0xنقطه   6تعریف 

0cx cx� �≺  
  .با مساله برنامه ریزی خطی زیر معادل است) 2(عدد فازی مساله برنامه ریزی خطی  1قضیه 

)3   (                                                                                                                  
min

. .
0

z cx
s t Ax b

x

=
=
≥

  

)که در آن  )j jc c=ℜ �،1,...,j n=.  

  ].8[ با استفاده از یک تابع بندی خطی اثبات ساده می باشد.برهان
  

  ]8[ جواب پایه ای شدنی1 -1 -3
,دستگاه  0Ax b x= m یک ماتریسA را در نظر گیرید که در آن≤ n×و b1ک بردار یm . است×

A,(رتبه )= A(فرض کنید رتبه b=(m .با افراز ماتریسA به صورت [ ]B Nکه در آن رتبه )B=(m ،
0Nx =1 ,Bx B b−= یک جواب پایه ای برای دستگاه Ax b=0اگر .  نامیده می شودBx  ، در این≤

)صورت بردار )T T T
B Nx x x=گاه ـدنی برای دستـایه ای ش  یک جواب پAx b=ودــ نامیده می ش      
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)Bx : بردار متغیرهای پایه ای وNx :مقدار تابع هدف متناظر با این جواب پایه ای ). بردار متغیرهای غیرپایه ای
B: شدنی برابر است با Bz c x≈ ، که در آن ��

1
( ,..., )

mB B Bc c c=� � j،1برای هر اندیس. � j n≤  تعریف ≥
1: کنید

j jy B a−=و j B jz c y≈ ��.  
  

یک جواب پایه ای شدنی . ده باشدفرض کنید مساله برنامه ریزی خطی عدد فازی نا تباهی ]8[2قضیه
0Nx =1 ,Bx B b−= بهینه است اگر و فقط اگربرای هر اندیس) 2( برای مسالهj،1 j n≤ j و≥ jz c�� ≺.  

  
  الگوریتم سیمپلکس فازی برای مسایل برنامه ریزی خطی عدد فازی3-2
0Nxیک جواب شدنی پایه ای  .1 =1 ,Bx B b−=به این  داده شده است و جدول سیمپلکس مربوط 

 . در دست استجواب

0یرمقاد .2 ( )j j jy z c=ℜ − ,...,1 را برای �� , , 1,...,ii m j B j n= ≠  .تعیین کن=

0 اگر        0jy   .آنگاه توقف کن؛ جواب فعلی بهینه است ≥
3. 0 0ky 0kyاگر.  را اختیار کن< ، در غیر اینصورت یک )مساله بیکران است(، آنگاه توقف کن ≥

بوط به متغیر خارج شونده     مرrاندیس
rBxاز پایه را به صورت زیر تعیین کن : 

0 0

1
min{ | 0}r i

ikj n
rk ik

y y y
y y≤ ≤

= > 

) 2(به قدم . نگام کنبه را محور قرار ده و جدول سیمپلکس فازی را با عملیات حذفی گوس rkyدرایه .4

 .برو

  

  متغیر های فازیبرنامه ریزی خطی با   3 -3
  

  ]:9،10[به صورت زیر تعریف می شود) FVLP( مساله برنامه ریزی خطی با متغیرهای فازی  7تعریف 
  

)4 (                                                                                                                    
min

. .
0

z cx

s t Ax b
x

≈

≈

� �
��
��;

  

      صدق می کند یک جواب فازی شدنی برای مساله) 4( را که در قیود مساله �xبردار فازی   8ف تعری

  .می نامیم

 �xاست، اگر برای همه جوابهای فازی شدنی) 4( یک جواب بهینه برای مساله �0x بردار فازی 9تعریف
  :داشته باشیم

0cx cx� �≺  
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  ]9[ جواب پایه ای فازی شدنی  1 -3 -3
,دستگاه  0Ax b x≈ � �� m یک ماتریسA را در نظر گیرید که در آن;� n×و b� یک 

1mبردارفازی A,(رتبه )= A(فرض کنید رتبه. است× b=(m .با افراز ماتریسA به صورت [ ]B N که 
)، بردارB=(m(در آن رتبه )T T T

B Nx x x=� � 0Nx با � ≈ �� 1 ,Bx B b−≈  یک جواب فازی پایه ای برای ��
Axدستگاه  b≈ 0Bxاگر .  نامیده می شود�� �� )، در اینصورت بردار; )T T T

B Nx x x=� �   یک جواب فازی پایه �
Axای شدنی برای دستگاه  b≈ بردار متغیرهای : �Nxبردار متغیرهای فازی پایه ای و : �Bx( نامیده می شود ��

B: ای شدنی برابر است با  فازی پایهمقدار تابع هدف فازی متناظر با این جواب). فازی غیرپایه ای Bz c x≈� ، که �
در آن 

1
( ,..., )

mB B Bc c c= .برای هر اندیسj،1 j n≤ 1:  تعریف کنید≥
j jy B a−=و j B jz c y=.  

  
یک جواب فازی پایـه ای      . د مساله برنامه ریزی خطی با متغیر های فازی نا تباهیده باشد            فرض کنی  ]9[3قضیه

0Nxشدنی   ≈ ��1 ,Bx B b−≈ j،1بهینـه اسـت اگـر و فقـط اگربـرای هـر انـدیس              ) 4(  بـرای مـساله       �� j n≤ ≤ 
jو jz c≤.  

  

  الگوریتم سیمپلکس فازی برای مسایل برنامه ریزی با متغیرهای فازی 3-4
0Nxشدنی پایه ای فازی یک جواب  .1 ≈ ��1

0 ,By x B b−≈ ≈ ��  داده شده است و جدول �
 .در دست است به این جواب فازی سیمپلکس مربوط

0یرمقاد .2 j j jy z c= ,...,1 را برای − , , 1,...,ii m j B j n= ≠  . تعیین کن=

0اگر               0jy   .فعلی بهینه استفازی آنگاه توقف کن؛ جواب  ≥
3. 0 0ky 0kyاگر.  را اختیار کن< یر اینصورت ، در غ)مساله بیکران است(، آنگاه توقف کن ≥

خارج شوندهفازی  مربوط به متغیر rیک اندیس
rBxاز پایه را به صورت زیر تعیین کن� : 

0 0

1
min{ | 0}r i

ikj n
rk ik

y y y
y y≤ ≤

= >  

0              که در آن  0( )i iy y=ℜ �،1,...,i m=. 

به قدم .  را محور قرار ده و جدول سیمپلکس فازی را با عملیات حذفی گوس بهنگام کنrkyدرایه .4
  .برو) 2(

 
   مثال های عددی 4

در اینجا دو مساله برنامه ریزی خطی عدد فازی و برنامه ریزی خطی با متغیرهای فازی با استفاده از روش 
  . سیمپلکس فازی حل می شود
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  .زیر را در نظر گیرید مساله برنامه ریزی خطی عدد فازی  1-4مثال
 
                             Max  1 2(5,8, 2,5) (6,10, 2,6)z x x≈ +�  
                              s.t.   1 22 3 6x x+ ≤  

                                        1 25 4 10x x+ ≤  
                                        1 2, 0x x ≥ . 

  :جدول آغازین سیمپلکس فازی به صورت زیر است
 

basis         1x                 2x   3x     4x  R.H.S. 

  z�   ( 8, 5,5,2)− −       ( 10, 6,6,2)− −    0�       0�       0�  

 3x  

 4x  

         2                    3 
 
         5                    4  

   1        0 
 
   0        1 

     6 
 
    10 

 
  

01که  یازآنجای 02( , ) (( 8, 5,5,2), ( 10, 6,6,2))y y = − − − −� 01 و� 02( ( ), ( )) ( 7.25, 9)y yℜ ℜ = − −� � 
 با به کارگیری الگوریتم .یر خارج شونده تعیین می گرددبه عنوان متغ3x متغیر وارد پایه می شود و2xمتغیر 

  .دست می آیده  تکرار جدول بهینه به صورت زیر ب2 پس از 2-3سیمپلکس فازی 
 

basis 
1x   2x            3x                    4x    . . .R H S  

  z�  0�    0�  30 30 382
7 7 7 7( , , , )− 5 18 1912

7 7 7 7( , , , )−
 

90 148 32 90
7 7 7 7( , , , )

 
 2x  
 
 1x  

0    1 
 
 
1    0  

          
5
7                    2

7
−  

 

         4
7
−                     

3
7  

      
10
7   

 

      
6
7  

 
  

  .زیر را در نظر گیرید مساله برنامه ریزی خطی با متغیر های فازی 2-4مثال
 

                                        Max 1 23 4z x x≈ +� � �  
                                            s.t.  1 23 (2,4,1,3)x x+� � ≺  
                                                   1 22 3 (3,5,2,1)x x−� � ≺  
                                                   1 2, 0x x �� � ; . 

  
  

جدول آغازین سیمپلکس فازی:1جدول  

  سیمپلکس فازیجدول بهینه :2جدول
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  :جدول آغازین سیمپلکس فازی به صورت زیر است

  
basis 

1
~x       2

~x  3
~x       4

~x       . . .R H S  

  z�  3−     4−    0         0      (0,0,0,0) 

 3
~x  

 4
~x  

 3          1  
 
 2      3−   

  1         0 
  
  0         1 

    (2,4,1,3) 
 
    (3,5,2,1) 

  
  

  . پس از یک تکرار جدول بهینه به صورت زیر بدست می آید4-3با به کارگیری الگوریتم سیمپلکس فازی 
   

   basis 
1

~x    2
~x  

 
 3
~x    4

~x       . . .R H S  

     z�   9       0  4        0   (8,16,4,12) 

    2
~x  

    4
~x  

 3       1  
 
 11     0  

  1       0 
 
  3       1 

     (2,4,1,3) 
  
   (9,17,5,10) 

  
  

صورت مقادیر بهینه متغیرهای فازی عبارتند از   دراین
1 2 3 40, (2,4,1,3), 0, (9,17,5,10)x x x x≈ ≈ ≈ ≈� � �  و  مقدار بهینه تابع هدف برابر است ،�

z(8,16,4,12) با
ℜ
=�.  

  
   نتیجه گیری 5

مسایل برنامه خطی ) 1:  ریزی خطی فازی را در نظر گرفته شده استدراین مقاله دو مدل کلی مسایل برنامه
با . (FVLP)مسایل برنامه ریزی خطی با متغیرهای فازی ذوزنقه ای ) 2، (FNLP)با اعداد فازی ذوزنقه ای 

 .استفاده از توابع رتبه بندی خطی جواب پایه ای را برای هر دو نوع مساله برنامه ریزی خطی فازی تعریف کردیم
این  سیمپلکس فازی برای حل  های الگوریتمدست آوردیم و ه سپس شرایط بهینگی جواب را برای این مسایل ب

الگوریتم های پیشنهاد شده برای حل هر دو نوع مساله برنامه . کردیمبرنامه ریزی خطی فازی پیشنهاد دو مدل 
  .ها  را ارایه کردیم ریزی خطی به کار گرفته شد و جداول بهینه آن
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