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 حل معادله موج با استفاده از تقریب پاده

  
  

  2، مریم امیر محمدی1، سیمین مسروری*1حمیرا امیر محمدی
گروه ریاضی کاربردی دانشگاه آزاد اسلامی واحد لاهیجان1  

آموزش و پرورش رشت2  

  
  

  چکیده
فاوت ارایه با شرایط مرزی مت) معادله هذلولوی مرتبه دوم(ی عددی مختلفی برای حل معادله موج روش ها

می شود در این روش ها معادله با مشتقات جزیی مورد نظر با استفاده از تکنیک جداسازی معادله برحسب  داده
تقریب پاده برای محاسبه تقریبی تابع نمایی . می شودمتغیر زمان، به یک دستگاه معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل 

عمولی ایجاد شده، استفاده می شود و هم چنین خطا و پایداری ماتریسی موجود که در جواب معادله دیفرانسیل م
الگوریتم موازی ) تبدیل تقریب پاده به کسرهای جزیی(با استفاده از روش جداسازی . گردد آن نیز بررسی می

  . و تعداد عملیات روش های سریال و موازی مقایسه می گرددله دیفرانسیل معمولی مطرح می شودبرای حل معاد
  
  . الگوریتم سریال، پایداری،معادله هذلولوی مرتبه دوم،  تقریب پاده،  الگوریتم  موازی  : کلیدیکلمات

  
  مقدمه 1

],[ روی فاصـله     xf)(تقریب گویا برای تـابع       ba             از خـارج قـسمت دو چنـد جملـه ای ( ), ( )M NQ x P x       
Mترتیب از درجه ه ب ،N می آیدبه دست زیر به صورت .  

  

  
)(,)(ی جملــه ای هــادرجــه تقریــب را بــا مجمــوع درجــه چنــد  xPxQ NM یعنــی NMK            تعریــف=+

,)(می کنیم برای محاسبه      xR NM   2 باید+K    0 پـارامتر...Na ، ، a   0 و...Mb ، ،b   روش هـای   .  آورد بـه دسـت    را
.  ارایـه شـد  (Pade) وجود دارد که یکی از این روش ها، روشی است که توسط پـاده             آن ها مختلفی برای محاسبه    

 و سـپس  مـی کنـیم   را برابـر یـک فـرض    0b زیر محاسبه می شـود ابتـدا    به صورت  پارامتر   K+2در این تقریب    
1+K که  طوریه  می آوریم ببه دست پارامتر دیگر را  

kSRf s
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)1,0,...,(,)1,0,...,( و برای محاسبه     NiaMjb ij  اسـتفاده مـی شـود       xf)(ک لـورن تـابع      م از بسط    ==
  یعنی

∑
∞

=

=+++=
0

2
210)(

j

j
j xcxcxccxf  

)()(و خطای محاسبه  xRxf K−را محاسبه می کنیم . 

)()()()()()( xPxQxfxRxfxZ NMK −=−=  

∑ ∑ ∑ ∑
∞

= = =

∞

−=

=−
0 0 0 1

)()(
j

M

j

N

j kj

j
j

j
j

j
j

j
j xdxaxbxc                                                             

  
1کمترین درجه چند جمله ای ) 1(با توجه به رابطه    ( )K ،Z x+  ضـرایب جمـلات بـا      است با متحـد قـرار دادن 

  . می آیدبه دست معادله زیر K، )2(در طرفین رابطه K+1درجه کمتر از 
000 =− ac       

                                                                                               
 0221102 =−++ accbcb  

 
033211203 =−+++ accbcbcb  

 
010 =−+++ NNNN accbcb  

 و
011211 =++++ ++−−+− NNMNMMNM ccbcbcb  
0211312 =++++ +++−−+− NNMNMMNM ccbcbcb  

 
01111 =++++ −−++− MNMNNMNM ccbcbcb  

  
Mb.....1 پارامترهای   ) 3(ابتدا از معادله     ، ،b 0 در رابطه جای گذاری کرده سپس با  را محاسبه....Na ، ،aبه دست   را 

  .می آوریم
  
  
  
  
  

01101 =−− accb

)2(  

)4(  

)3(  
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    حل عددی معادله موج2
  : زیر استبه صورت) معادله هذلولوی مرتبه دوم یک بعدی (معادله موج 

  
2 2

2
2 2 0 0 , 0u uc x X t

t x
∂ ∂

− = ≤ ≤ ≥
∂ ∂

 

)                                  با شرایط اولیه           ,0) ( ), ( ,0) ( ) 0uu x f x x g x x X
t

∂
= = ≤ ≤

∂
  

)0,(),(00و شرایط مرزی ≥== ttXutu  0,[فاصله[ X 1( را به( +K قسمت مساوی با اندازه 
  : تقسیم می کنیمhگام 

( 1) , , 0,1,....,iK h X x ih i K+ = = = 
  

ntر نظر می گیریم پسد lو طول گام متغیر زمان را  nl= 2،1،0،... . که = n  

2

2

x
u

∂
  . ر ابا عملگر تفاضلات مرکزی تقریب می زنیم∂

)(),(),(2),( 2
22

2

hO
h

thxutxuthxu
x
u

+
++−−

=
∂
∂  

یط اولیه و قرار دادن نقاط داخلی شبکه در آن، معادله دیفرانسیل معمولی زیر با شرا) 5( در رابطه جای گذاریبا 
  :داده شده، ایجاد می شود

           )6                (                                                     gUfUtAUctu tt === )0(,)0(,)()( '2"
2  

  

2)1,2,1(    به صورت K ماتریس مرتبهAو در آن  −= − tridhA است هم چنین    ( )f ، U t  وg  بردارهایی
  . زیر می باشندبه صورت Kاز مرتبه

t
K txutxutxutU )],(),...,,(,),([)( 21=  

t
Kxgxgxgg )](,...,)(),([ 21=  

t
Kxfxfxff )](,...),(,)([ 21=  

  
"0دانیم جواب معادلات دیفرانسیل معمولی از نوع  از طرفی می 2 =− yayط  با شرایcy  و  )0(=

dyx   :                            زیر استبه صورت ')0(=

                    axax e
a

dcae
a

dcaxy −−
+

+
=

22
)(                        

2BAفرم ماتریس آن با فرض    . به شکل زیر است=

)exp()1(
2
1)exp()1(

2
1)( 11 ctBgB

c
fctBgB

c
ftU −−++= −−  

  .است) 6(ثابت کرد رابطه فوق جواب مناسبی برای معادله دیفرانسیل می توان 
  
  

)5(  
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+++= 22
2

!2
)exp( BtcctBIctB  

++−=− 22
2

!2
)exp( BtcctBIctB  

  :از هر یک از توابع فوق دوبار مشتق می گیریم

++= tBcBcctB
dt
d 3322

2

2

)exp(  

+−=− tBcBcctB
dt
d 3322

2

2

)exp(  
  .اسبه می کنیمرا با توجه به بسط های داده شده مح) 6(سمت راست معادله 

)]
!2

()11
(

2

1
)

!2
)(

1
(

2
[)(2 2

2
2

2
122 1

++−−−+++++= − Bt
c

ctBIgB
c

fBtctBIgB
c

fBctAUc
c

)()1(
2
1)()1(

2
1 3322133221 +−−++++= −− tBcBcgB

c
ftBcBcgB

c
f  

)(2

2

tU
dt
d

= )exp()1(
2
1)exp()1(

2
1

2

2
1

2

2
1 ctB

dt
dgB

c
fctB

dt
dgB

c
f −−++= −−  

  
  . جواب معادله دیفرانسیل معمولی است و در رابطه بازگشتی زیر صدق می کندtU)(بنابراین 

     )7                    (...,3,2, lllt =  0)()()]exp()[exp()( =−+−+−+ ltUtUclBclBltU  
  .با استفاده از تقریب پاده برای توابع نمایی ماتریسی، جواب را در هر مرحله زمانی میتوان محاسبه کرد

3)، )7(باید توجه داشت که از رابطه  ) (2 )U l ،U lقـــابل محاسبه است امــا ابـتدا باید ...  و)(lU را 
  . آوردبه دستکه آن را نیز می توان از طریق بسط مک لورن با دقت های مختلف . ه کردمحاسب

  . با دقت چهار، پنج جمله اول را اختیار می کنیمlU)(برای محاسبه 

)()0(
!4

)0(
!3

)0(
!2

)0()0()( 5)4(
4

)3(
3

"
2

' lOUlUlUllUUlU +++++=  
  با توجه به شرایط اولیه                           

  fBcAUcUgUfU 222"' )0()0(,)0(,)0( ====  
)8    (                                                                                                                  AgcU 2)3( )0( =  

fAcU 24)4( )0( =  
  .نتیجه می شود) 8(با قرار دادن در رابطه 

)(
!4!3!2

)( 524
4

2
3

2
2

lofAclAgclAfclglflU +++++=  

           )9      (                                        )()
6
1()

!2
1

!2
( 5222442

2

logAlcIlfAlcAclI +++++=                                     
  

  .نباشد2A زیر می نویسیم تا نیاز به محاسبه به صورترابطه فوق را 
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           )10                  ()()
6
1

(])([])([)( 52222
11

22
11 logAlcIlfAlciqPIAlciqPIlU +++−+++=  

  

                         داریم)  10(و )  9(ادن ضرایب جملات متشابه در با متحد قرار د
12

3
,

4
1

11 == qP  
  . را با دقت بالاتر نیز محاسبه کردlU)(به همین ترتیب می توان 

)2( می توان lU)(بنابراین با داشتن  lU 3( و( lUآوردبه دست)  7(را با استفاده از رابطه ...  و .  
),(تقریب پاده . حال در رابطه بازگشتی تقریب پاده را جایگزین تابع نمایی ماتریسی می کنیم NM برای تابع 

θe زیر در نظر گرفته می شودبه صورت             .  

)1(
1

)1(
1

)(
)()(,

θδ

θγ

θ
θθθ

m

K

M

N
NM M

m

N

k
Q
PRe

−
=

−
===≅

Π

Π
  

  بنابراین                                           

           1 1

1
1

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )
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k k
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m m

m
m

e eθ θ
γ θ γ θ

δ θ δ θ
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=
=

− +
+ = +

− +

Π Π

ΠΠ
  

                                 

)1(

)1()1()1()1(

22

1

1111

θδ

θδθγθδθγ

m
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m

M

m
K

N

k
m

M

m
K

N

K

−

−+++−
=

Π

ΠΠΠΠ

=

====) 2-7                                 (

  . زیر در می آیدبه صورت موهومی صورت و مخرج کسر رابطه فوق به صورت mδبا فرض 

 )11      ()1(2)1()1()1()1( 22

1111 1
θθθδθγθδθγ kk

K

k
m

M

m
k

N

k
m

M

K

N

k
iqP

m
++=−+++− ΠΠΠΠΠ

==== =
  

)12        (                                                                     )1()1( 22

1

22

1
θθµθδ mm

M

m
m

M

m
iv−−=− ΠΠ

==

  
  .خواهیم داشت) 10(در رابطه ) 12(و ) 11( رابطه ذاریجای گکه با 

)1()1(2 22

1

22

1
θθµθθθθ

mm

M

m
kk

K

k
iviqpee −−++=+ ΠΠ

==

−  
  : زیر استبه صورتفرم ماتریسی رابطه فوق 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

1exp( ) exp( ) 2 [ ( )] ( )
M K

m k
clB clB I c l A iv c l A I P c l A iq c l Am m k kµ

= =

−+ − = − − + +Π Π  
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  :داریم)  7(از رابطه فوق در رابطه بازگشتی 

0)()()()]([2)( 2222

1

12222

1
=−+++−−−+ ΠΠ

=

−

=

ltUtUAlciqAlcPIAlcivAlcIltU kk

K

k
mm

M

m
µ

,2 ,...t l l=  
)(حال  ltU  . خواهیم آوردبه دستا  دو روش سریال و موازی  ب+

  
   روش سریال 3

  :در روش سریال داریم
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
( ) ( ) 2 ( ) ( )

M K

m m k k
m k

I c l A iv c l A U t l I P c l A iq c l A U tµ
= =

− − + = + +Π Π
2 2 2 2

1
( ) ( )

M

m m
m

I c l A iv c l A U t lµ
=

− − − −Π  
)( ltU   . در طی سه مرحله زیر محاسبه می شود+

0)(                                                              :                                                               مرحله اول ltUV −=  
MjvAlciVAlcIV jjmjMj ,...,2,1)( 1

22
1

22
1 =−−= −+−+−µ  

  
0)(                                                                             :                                                      مرحله دوم tUB =                                 

KjBAlciqAlcPIB jjKjKj ,...,2,1)( 1
22

1
22

1 =++= −+−+−  
  

MK                                                     :                                                                   مرحله سوم VB −= 20α  
2 2 2 2

1( ) 1,2,...,j j j jI c l A iV c l A j Mµ α α −− − = =  
MltUدر نتیجه    α=+   . می باشد)(

  
    روش موازی 4

),(در روش موازی برای تقریب پاده  NM اگر ،NM   . باشد<
  .دانیم می

) 13      (                                                    
1 1 2

1

,
1 1

( ) 2 Re  ( )1 1(1 ) 1

q q q
i i

M N
i i q

i i

w we R

c c

θ θ
θ θ

+

= = +

≅ = +
− −

∑ ∑  

,2,1,...,21                                                                        که در آن    
)(
)( qqi

cQc
cpw

iMi

ik
i +=

−
=  

  هم چنین نشان دادیم

)(ˆ
)(ˆ

)()1()1(2
2

2
2

,
22

1

22

1 θ
θθθθµθθθθ

M

K
KMmm

M

m
kk

K

k Q
PSiviqpee ==−−++=+ ΠΠ

==

−  
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)(را برای ) 13(رابطه  2
, θKMSمکار می بریه  ب.  

∑ ∑
=

+

+= −
+

−
=

1 21

11 2
2

12
2

2
, )11

ˆ
(Re211

ˆ
)(

q

i

i

i
qq

qi

i

i
KM

c

V

c

VS
θθ

θ  

2122                                         که                                       

2

,...,2,1
)(
)(ˆ qqi

cQc
cPV

iMi

iK +=
−

=        

  : زیر استبه صورترابطه فوق در حالت ماتریسی 
1

2 2 2 2 1

1

ˆexp  ( ) exp  ( ) ( )
q

m m m
m

clB clB V I c l A iV c l Aµ −

=

+ − = − −∑  

 ∑
+

+=

−−−+
21

1 1

12222 )(ˆRe2
qq

qm
mmm AlcivAlcIv µ  

  داریم)  7(ر رابطه با قرار دادن رابطه اخیر د

∑
=

− +−−−+
1

1

12222 )(ˆ[)(
q

m
mmm AlciVAlcIVltU µ 

∑
+

+=

− ==−+−−
21

1 1

12222 ,...2,0)()(])(ˆRe2
qq

qi
mmm lltltUtUAlcivAlcIv µ 

  فرض می کنیم 

21
12222 ,...,2,1)()(ˆ qqmtUAlcViAlcIV mmmm +==−− − ϕµ  

  یا
)14      (                    21

2222 ,...2,1)()(ˆ qqmAlciVAlcItUV mmmm +=−−= ϕµ  
  

21در  qq )( ها محاسبه می شود و mϕ موازی به طور مرحله + ltU   . می آوریمبه دست را از رابطه زیر +

∑ ∑
=

+

+=

=−−+=+
1 21

11 1

,...2,)(Re2)(
q

m

qq

qm
mm lltltUltU ϕϕ  

NMدر تقریب پاده اگر    باشد=

)15                     (                                               
)(
)()1(

)(
)()(~

1

1
, θ

θ
θ
θθθ

−

−+−==−
M

MM

M

M
MM Q

r
Q
PRe  

  
NMیادآوری می شود اگر در تقریب پاده  )()(گاه   باشد آن= θθ −= MM PQاست .  

  . زیر در می آیدبه صورت)  15(پس رابطه 

)(
)()1()( 1

, θ
θθθ

M

MM
MM p

rRe −+−=≅  

)(ˆ
)(ˆ

)1(2
))(

)()()()()1(2
2

2
11

θ
θ

θθ
θθθθθθ

M

MM

MM

MMMMM

Q
P

PP
PrPree +−=

−
−−+

+−=+ −−−  
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∑∑                                                                     دانیم       می
−

−=

∧

=

∧

−
+

−
+−≅

21

1

1

11 )11()11(
)1(

qq

qi

i

q

i

i

M

c

w

c

we ii

θθ

θ  

21                                                                         در آن        که
1 ,...,2,1

)(
)( qqi

cPc
crw

iMi

iM
i +=

−′
= −

∧

  

  بنابراین 

∑ ∑
=

+

+=

∧∧

−

−
+

−
+−=+

1 21

11 1 2
2

2
2 )11(

Re2
)11(

)1(2
q

i

qq

qi

i

i

i

iM

c

v

c

vee
θθ

θθ 

  که در آن 

2122

2

,...,2,1,
)(ˆ

)( qqi
cQc

cPv
iMi

iM
i +==

∧
∧

 

  : زیر در می آیدبه صورتحالت ماتریس رابطه فوق 

∑

∑
+

+=

−

−

=

−−+

−−+−=+−

21

1

1

1

122222

122222

1

)(Re2

)(ˆ)1(2)exp()exp(

qq

qm
mm

mmm

q

m

M

AlcivAlcI

AlcivAlcIvIclBclB

µ

µ
 

  :  در رابطه بازگشتی خواهیم داشتاریجای گذبا 

∑

∑
+

+=

−

−

=

==−+−−+

−−+−−+

21

1

1

1

12222

12222

1

,...2,0)()(])(ˆRe2

)(ˆ)1(2[)(

qq

qm
mmm

mmm

q

m

M

lltltUtUAlcivAlcIv

AlcivAlcIvIltU

µ

µ

 

mϕ  (m=1,2,..., q1+q2)    می آیدبه دستاز رابطه زیر   

,...2,)(Re2)(
21

1

1

11
lltltUltU

qq

qm
m

q

m
m =−−+=+ ∑∑

+

+==

ϕϕ 

  : و لذا داریم

,...2,)(Re2)()1(2)(
1 21

11 1
lltltUtUltU

q

m
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qm
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M =−−++−=+ ∑ ∑
=

+
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ϕϕ 
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 روش ماتریسیه   پایداری ب5
      از رابطه بازگشتی

( ) [exp  ( ) exp  ( )] ( ) ( ) 0 ,2 ,...U t l lB lB U t U t l t l lψ ψ+ − + − + − = =  
  

)()(و  *
nn

n tUtUe *)( که در آن =−
ntU جواب واقعی در زمان ntمی باشد داریم   

1 1[exp  ( ) exp  ( )] 1,2,...n n ne lB lB e e nψ ψ+ −− + − + = =  
            در نتیجه 

                    




















−





















=



















 + −−+

1

1

0

)exp()exp(

n

ne

n

ne

e

IlBlB

e I

ψψ

  

nn  به صورتکه می توان آن را  EVV  در نظر گرفت و برای پایداری به روش ماتریسی باید شرط 1+=
1|| <Eλبرقرار باشد .  

1 1
2 2exp  ( ) exp  ( ) 1

det  ( ) 0
1

A A E

E

E

l l
E I

ψ λ ψ λ λ
λ

λ

+ − − −
− = =

−
  

(در این رابطه 
)1(2

(4 2
2 +

−=
K
sSin

hA
πλکه  ...  1N ، ، S= به صورتبنابراین چند جمله ای مشخصه . است 

  .زیر است
1 12 2 2[exp  (  ) exp  ( )] 1 0E A A El lλ ψ λ ψ λ λ− + − + =  

با فرض 
)(
)(

θ
θθ

M

N

Q
pe   . داریم=

  
1 1 1 1 1 122 2 2 2 2 2(   ) (   ) [ (  ) ( ) ( ) ( )M A M A E K A M K A M A EQ l Q l P l Q l P l Q lλψ λ ψ λ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ λ− − − + −  

  
    

  
  . مختلف نشان داده شده استهای M وNدر جدول زیر حوزه پایداری برای 

  
  
 

0)()( 2
1

2
1

=−+ AMAM lQlQ λψλψ
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 (M,N)تقریب پاده   حوزه پایداری

 (2,0)  پایدار نامشروط

 (2,1)  پایدار نامشروط

 (3,0)  پایدار نامشروط

 (2,2)  پایدار نامشروط

r<3.27 (2,3) 
r<2.74 (2,4) 

  
  
    خطا6

)  موج(فرم کلی خطای برشی موضعی معادله هذلولوی مرتبه دوم 
2 2

2
2 2 0u uc

t x
∂ ∂

− =
∂ ∂

   با شرط اولیه و 
  مرزی مشخص شده که از فرمول تفاضلات مرکزی برای تغییر مکان استفاده کرده این گونه است 

S

S
s

s t
ulc

x
uhc

∂
∂

+
∂
∂ −2

4

4
22

12
1  

  . زوج باشد M+Nاگر   s=M+N+2فرد باشد و  M+N اگر s=M+N+1که در آن 

4جمله 

4
22

12
1

x
uhc

∂
  :  آمده استبه دست زیر به صورت ∂

22

2 ),(),(2),(
h

thxutxuthxu
x
u ++−−
=

∂
∂

 

),(بسط تیلور  thxu ),( و− thxu ),(  را حول نقطه+ txuدر نظر می گیریم    

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−=− ),(
!4

),(
!3

),(
!2

),(),(),( 4

44

3

33

2

22

txU
x

htxu
x

htxu
x

htxu
x

htxuthxu 

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+=+ ),(
!4

),(
!3

),(
!2

),(),(),( 4

44

3

33

2

22

txu
x

htxu
x

htxu
x

htxu
x

htxuthxu 

  پس

.),(
12

),(),(),(2),(
4

42

2

2

2 +
∂
∂

+
∂
∂

=
++−− txu

x
htxu

xh
thxutxuthxu  

),(بنابراین جمله خطای متغیر مکان  
12 4

42

txu
x

h
∂
2   می باشد و چون در معادله هذلولوی  ∂

2

x
u

∂
 دارای ∂

),( است لذا جمله خطای متغیر مکان به فرم c2ضرایب 
12
1

4

4
22 txu

x
ch
∂
 خواهد بود و مرتبه دقت آن از نظر ∂

 (M,N)ریب پاده جمله خطای متغیر زمان بدین گونه حاصل شده است که هنگامی تق.  استO(h2)یر مکانی یتغ
)exp()exp(را جایگزین  clBclB    ام معادلهiسطر . می کنیم+−

 

 
1 , , 12

1 [ ( ) ( ( ) ( )] ( ) ( )] 0n M N M N n nU t R clB R clB U t U t
l − −− − + + =

)1(جدول
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تقریب معادله دیفرانسیل 
2 2

2
2 2 0u uc

t x
∂ ∂

− =
∂ ∂

),(  در نقطه  ni tx می باشد از طرفی تقریب پاده (M,N) 
)(دارای مرتبه دقت 1++NMlOشت می باشند بنابراین خواهیم دا:   

  
 
 
  و
 
  

  و در نتیجه 

))(())(()
)(
)(

)(
)(()( 11

1
++

+
− −++−+=

−
−

+−+ qq
q

qq
q

M

N

M

N cc
Q
P

Q
Pee θθθθ

θ
θ

θ
θθθ  

 
 زیر به صورتتوان  می (M+N)را با توجه به زوج یا فرد بودن مقدار ) 16( رابطه q=M+N+1که در آن 
  . نمایش داد

   فرد خواهد بود و جمله اول صفر می گردد و بنابراین q=M+N+1زوج باشد در نتیجه  (M+N)اگر ) الف 
1

12)
)(
)(

)(
)(()( −

−
− =

−
−

+−+ q
q

M

N

M

N c
Q
P

Q
Pee θ

θ
θ

θ
θθθ                                 

  
  . زیر استبه صورت) 16( زوج خواهد بود و بنابراین رابطه q=M+N+1فرد باشد در نتیجه  M+Nاگر ) ب 

q
q

M

N

M

N c
Q
P

Q
Pee θ

θ
θ

θ
θθθ 2)

)(
)(

)(
)(()( =

−
−

+−+ − )  18                (                                                         

  .را به صورت زیر نشان می دهیم) 18(و ) 17(کلی روابط به طور
S

S
M

N

M

N c
Q
P

Q
Pee θ

θ
θ

θ
θθθ =

−
−

+−+ − )
)(
)(

)(
)(()(  

 s=M+N+2زوج باشد در آن صورت  M+Nاگر ) الف 

  و در نتیجه جمله خطای   s=M+N+1 فرد باشد درآن صورت M+Nاگر ) ب 

0)]()())()(()([1
1,,12 =+−+− −− nnNMNMn tUtUclBRclBRtU

l
  

  
  . به صورت زیر است) sورد با همان حالات در م(نسبت به متغیر زمان 

s

s
s

ss

s
s

s t
ulc

t
ulc

l ∂
∂

=
∂
∂ −2

2 ][1 

  
)(بنابراین مرتبه دقت زمانی آن 2−SlO کلی مرتبه دقت این روش   به طور است و)( 22 −+ SlhOمی باشد   .  

1
1

1

1
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θ
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   گیری نتیجه 7
U(t(برای محاسبه  l+ ابتدا تعداد عملیات محاسبه mϕ آوریم و سپس در  میبه دست را(q1+q2) ضرب   

  .می کنیم
  mϕحجم عملیات محاسبه 

ˆ)( محاسبه  -1 tUvm :Kعمل ضرب   
)(محاسبه ماتریس سه قطری -2 2222 AlcivAlcI mm −− µ :)٢ + K ۶( عمل ضرب و )2 + K 4 ( عمل جمع  
)(ˆ)( از حل دستگاه mϕسبه ـ نهایتاً محا3 2222 tUvAlcivAlcI mmmm =−− ϕµ) :4-k5 (عمل ضرب      
)4 – k5 ( عمل جمع و)1 – k4 (عمل تقسیم .  

  
  ) پردازندهK(حجم عملیات بر روی یک کامپیوتر موازی با 

  : mϕحجم عملیات محاسبه 
ˆ)( ـ محاسبه 1 tUvm :1عمل ضرب   
)( ـ محاسبه ماتریس 2 2222 AlcivAlcI mm −− µ :6 عمل جمع 4 عمل ضرب و   
mϕ:2log12 ـ محاسبه 3 2 +

k عمل ضرب و k
2log5 عمل تقسیم 4 عمل جمع و   

1)(پس زمان اجرای روش سریال kOt )log2(روش موازی  و زمان اجرای = kOkt   .   است=
  .  زیر استبه صورتبنابراین تسریع و بازدهی 

)(log
1

)(log
)(

)(log
)(),1(

22

1

2

1

kk
k

k
k

OkO
kO

kt
te

O
kO

t
tkS

===

==
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