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های معادلات فازی با عملگر  بهینه سازی تابع هدف خطی با توجه به محدودیت

Yager’s union   
  

2 اسماعیل خرّم،*1محمد خوینی  

  دانشگاه رازی کرمانشاه، دانشکده علوم1
  دانشکده ریاضی و علوم کامپیوتر، دانشگاه صنعتی امیرکبیر2

  
  

  چکیده
بع هدف خطی با توجه به یک دستگاه معادلات رابطه فازی ، یک مدل بهینه سازی با یک تادر این مقاله

در این مقاله، . یک مجموعه غیر محدب است مجموعه جواب این قبیل از معادلات رابطه فازی،. می شود ارایه
ابتدا روی مجموعه جواب شدنی بحث می کنیم و سپس به مساله بهینه سازی یک تابع هدف خطی می پردازیم 

0−اله، ابتدا آن را به یک مساله برنامه ریزی صحیح که برای حل این مس  با تکنیک آن را تبدیل کرده و سپس 1
قضایا و لم های مورد نیاز در این مقاله بیان می شود و سرانجام به منظور روشن . یمشاخه و کران حل می نمای

  .شود  میارایه شده، مثالی واقعی ارایهروش  شدن
  

  .برنامه ریزی صحیحبهینه سازی تابع هدف خطی، معادلات رابطه فازی، روش شاخه و کران،   :ت کلیدیکلما

  

  

 مقدمه  1

 Yager های فازی را به صورت       مجموعه  اجتماع{ }( , ( ))A BA B x x x Xµ= ∈� �∪
� ] تعریف کـرد   ∪�  کـه   1[

   مرجع است و ه یک مجموعXدو مجموعۀ فازی و �Bو �A در آن

( ) min , ( ( ) ( )) ,P P P
BA B Ax x x Pµ µ µ

 
= + ≥ 

 

1
1 1� � ��∪     

Pعملگر اجتماع وی برای       مقـادیر   ه به عملگر ماکزیمم همگراست و همچنین این عملگـر بـرای هم ـ            ∞→
P  در این مقاله، عملگر     . پذیری است   ت جابجایی و شرکت   ی، دارای خاصunion Yager's       بـرای حالـت خـاص   

P   .  می شود  در نظر گرفته1=
ijکنیم   فرض می  m n

A a
×

 =    0که 1ija≤ ) یک ماتریس فازی و، ≥ , , , )T
nb b b b= …1 که  2

0 1jb≤  bو Aوسیله یه زیر را ب  فازی دستگاه معادلات رابطه یآن گاه  ،بعدی باشد- nیک بردار فازی≥
  :کنیم تعریف می

)          1(  T Tx A bΟ =

  دار مکاتبات عهده ٭
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)که در آن  , , , )T
mx x x x= 1 2 …، x≤ ≤0   Yager's union عملگر Ο"" بعدی و-m یک بردار فازی 1

Pبرای حالت    :یعنی  است،1=
{ }{ }

, , ,
: max min , ( , , , )i ij ji m

x a b j n
=

Ο + = =
1 2

1 1 2
…

… 

 
) جواب کنیم یک بردار به عبارت دیگر، ما سعی می , , , )T

mx x x x= 1 2 ≥ix را با … ≤0                     پیدا کنیم1
  :که طوریه ب 

  

          ) 2                         (                                   { }{ }
, , ,

max min , ( , , , )i ij ji m
x a b j n

=
+ = =

1 2
1 1 2

…
…

    

]فازی، تاکنون مورد توجه بسیاری از محققین بوده استه ی حل معادلات رابط ],− −2 5 7 16.  
ای   مجموعه شدنی آنهاست که در حالت کلی، مجموعه یمسایلیکی از خصوصیات قابل توجه این گونه 

 داخلی برای حل این گونه ه یی معمولی از قبیل روش سیمپلکس یا روش نقطروش هابنابراین . غیر محدب است
 مسایل و مسایلای بسیاری بین این گونه ه دهد که تفاوت این مشخصه نشان می. کار نمی رونده  بمسایل
]ریزی خطی اولیه وجود دارد برنامه ]6.   

TT فازیه شدنی معادلات رابطه یهمچنین ثابت شده است که مجموع bAx =Ο برای بعضی از عملگرهای 
]نیمم تعیین شود میتواند برحسب یک جواب ماکزیمم و تعداد متناهی جواب  فازی، می ], , , −3 7 8 17 20.  

سازی یک تابع هدف خطی روی این  کنیم و سپس به بهینه  شدنی را مشخص میه مجموع در این مقاله ابتدا
  .پردازیم  شدنی میه مجموع
  

  شدنیه مجموعه آشنایی با مشخص 2
  :دهیم قرار می

{ }
{ }
{ }

, , ,

, , ,

( , , , ) ,

=

=

= = ∈ ≤ ≤ ∀ ∈1 2

1 2
1 2

0 1

…

…

… T m
m i

I m

J n

X x x x x x i IR
  

}و }, ( , , , ) ,  = = ∈ Ο = ≤ ≤  1 2 0 1…T T m T T
mX A b x x x x x A b xRی جواب ها تمام ه  را مجموع

)هشدنی مسال   .گیریم در نظر می 1(
  

          1تعریف 
, بردار) الف Tx X A b ∈  

   :یک جواب ماکزیمم است هرگاه �
                                                                                   ( ), Tx X A b ∀ ∈    

 
, بردار) ب Tx X A b ∈  

xx  یک جواب مینیمم است هرگاه از�   :که نتیجه بگیریم ≥�

xx �≤
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                                                                                   ( ), Tx X A b ∀ ∈    
  ) ثابتj برای یک( :گیریم  زیر را در نظر میهلاحال مس

  )         3(  
                 

{ }{ }max min , i ij ji I
x a b

∈
⇒ + =1   

  . است Aام ماتریسj ستون،ja که در آن
)  در مساله∋Xx یک بردار  یا(کند  صدق می3(

,
( TX A b
x j  

 
   اگر و تنها اگر∋

( )4                                                              
)(
)(

b
a

 
{ }
{ }

: min ,

: min ,

∀ ∈ + ≤

∃ ∈ + =

1
1

i ij j

i ij j

i I x a b

i I x a b
 

        
  

  :کنیم فرض می   2 تعریف
{ }
{ }
{ }

j ij j

j ij j

j ij j

I i I a b

I i I a b

I i I a b

= ∈ >

= ∈ =

= ∈ <

1

2

3

  

       :کنیم و همچنین تعریف می
{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

,

, ,

,

,

,

j j

j j j

j j j

j j

j j

J j J b I

J j J b I I

J j J b I I

J j J b I

J j J b I

= ∈ < ≠ ∅

= ∈ < =∅ ≠∅

= ∈ < = =∅

= ∈ = ≠ ∅

= ∈ = =∅

1
1

1 2
2

1 2
3

2
4

2
5

1

1

1

1

1

  

jاگر  1لم J∈ jjهلا مس گاهآن 1
T bax =Ο نشدنی است   .  

  . اثبات واضح است:اثبات
  

jjکنیم   فرض می  2لم
T bax =Οو j J J∈ 2                جواب شدنی است اگروتنها اگر∋Xxبردار. ∪3

                                                                                  

 
:

:

∀ ∈ =∈ ⇒ 
∀ ∈ ≤ −

2

2 3

0j i

j i j ij

i I x
If j J

i I x b a
  

  و

xx �=

Ο =T
j jx a b
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:

:

∀ ∈ = ≤ −∈ ⇒ 
∃ ∈ = = −

3

3 3
j i j ij

j i j ij

i I I x b a
If j J

i I I x b a
   

  .آید  میبه دست b)( وa)( اثبات با توجه به روابط:اثبات
  
)الهکنیم که در مس  فرض می 3لم )3 ،j J∈  که به صورت زیر �xj و�xjدر این صورت بردارهای.  باشد2

)هلنیمم مسا ی ماکزیمم و میجواب ها به ترتیب  شوند، تعریف می  : هستند3(

        ( , , , )
m

T
x x x xj j j j=

1 2
� � � ,    که در آن       …�

,
j

j

i I

i I

∈

∈

3

2  j ijb a−

0

=∈∀
ixjIi �:  

 و   

          ( , , , )
m

T
x x x xj j j j=

1 2
� � � :    که در آن       …�

ixi I j∀ ∈ =0�  
  .آید  میبه دست) 1(و تعریف ) 2(در لم ) 6(ثبات با توجه به رابطه ا :اثبات

  
)هلکنیم که در مسا فرض می  4لم  )3،j J∈  �ixj)( و بردارهای �xjصورت بردار   باشد، در این3

( )ji I I∀ ∈ = نیمم  ب ماکزیمم و جواب های میشوند، به ترتیب جوا  که به صورت زیر تعریف می3
)هلمسا   : هستند3(

( , , , )
m

T
x x x xj j j j=

1 2
� � � :     که در آن     …�

ij x j iji I I j b a∀ ∈ = = −3 �          
 

jiو به ازای هر  I I∈ = 3: 

( ) ( ) ( ) ( )( , , , )
m

T
x i x i x i x ij j j j=

1 2
� � �       که در آن       …�

                                                                          ,
,
k i
k i
=
≠

j ijb a−

0

( ):
kj x ik I I j∀ ∈ = =3 �  

 
  .دآی  میبه دست) 1(و تعریف ) 2(در لم ) 7(اثبات با توجه به رابطه  :اثبات

  
)هلمسا  5لم    . را در نظر می گیریم 3(
jاگر ) الف J∈ )هل یک جواب شدنی مسا∋Xx هر بردارآن گاه 4   . است3(
jاگر ) ب J∈ )هلا یک جواب شدنی مس∋Xx هر بردارآن گاه 5    است اگر و تنها اگر3(

:j i iji I x a∃ ∈ ≥ −3 1 
  .آید  میبه دست b)( وa)( اثبات با توجه به روابط:اثبات

  
)مسألۀ  6لم  jفرض می کنیم که  را در نظر می گیریم و 3( J∈  که �xj و �xjدر این صورت بردارهای.  باشد4

)هلانیمم مس شوند، به ترتیب جواب ماکزیمم و جواب می به صورت زیر تعریف می  : هستند3(
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( , , , )
m

T
x x x xj j j j=

1 2
� � � �… :  که در آن        

ij j xi I I I j∀ ∈ = =2 3 1�∪       
         و

      ( , , , )
m

T
x x x xj j j j=

1 2
� � � :     که در آن     …�

ij j xi I I I j∀ ∈ = =2 3 0�∪  
  .آید  میبه دست) 1(و تعریف ) 5(در لم ) الف(اثبات با توجه به قسمت  :اثبات

  
)همسأل  7لم  jر می گیریم و فرض می کنیم که  را در نظ3( J∈  و بردارهای �xj در این صورت بردار . باشد5

)(ixj�( )ji I I∀ ∈ = نیمم  ی میجواب هاشوند، به ترتیب جواب ماکزیمم و   که به صورت زیر تعریف می3
)هلامس   : هستند3(

( , , , )
m

T
x x x xj j j j=

1 2
� � � :     که در آن     …�

ij xi I I j∀ ∈ = =3 1�          
 

jiو به ازای هر  I I∈ = 3:  
 ( ) ( ) ( ) ( )( , , , )

m

T
x i x i x i x ij j j j=

1 2
� � �       که در آن       …�

                                                                       
,
,
k i
k i
=
≠

ija−



1
0( ):

kj x ik I I j∀ ∈ = =3 �  

  .آید  میبه دست) 1(و تعریف ) 5(در لم ) ب(اثبات با توجه به قسمت  :اثبات
  

)همسأل  1 هقضی j را در نظر می گیریم که در آن 3( J∉ 1.   
]فرض می کنیم   ] { }jj

T
bAX

baxXxj T =Ο∈=
,

  :آن گاه  
( ),

,T

j j

x i xX A b
i I I I

j j j 
  ∈ =

 =  
2 3

� �

∪
∪   

  . مراجعه شود]17[در ) 1( به اثبات قضیه :اثبات
 

   شدنی مشخص سازی مجموعه 3
فرض می کنیم    3تعریف 

mJ j j jI I I I= × × ×
1 2
3 3 mj  که در آن …3 j j< < <1 2 …، 

, , , mj j j J J∈1 2 3 5… nm و ∪ ≤.  
)بعدی −mبردار ( ), ( ), , ( ))me e j e j e j= 1 2   :که طوریه  را تعریف می کنیم ب…

jتوجهّ شودکه وقتی( J J∈ 3 jIآن گاه، ∪5 I=3                                                 (.                         
( )

ii je j I∈ 3    
  

  :تعریف می کنیم  4 تعریف
{ }xJj jx �

�
∈= min   

))بعدی −mاکنون بردار ) , ( ) , , ( ) )x x x x me e e e= 1 2  : را به صورت زیر تعریف می کنیم…
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{ }
( )

max , ( )
: ( )

, ( )
e

j ij ej J i
x i

e

b a J i
i I e

J i
∈

 − ≠ ∅∀ ∈ = 
=∅0  

}که در آن  }( ) ( )eJ i j J J e j i= ∈ =3   : همچنین فرض می کنیم.∪5
{ }x JX e e I= ∈   

,      1 هنتیج TX A b X  ⊆ 0  
  . اثبات واضح است:اثبات

  
   اگر و تنها اگر گفته می شودA یک ماتریس هم ارز با ماتریس�A ماتریس 5 تعریف

, ,T TX A b X A b   =   
��        

Tهطور مشابه، مسأله ب Tx A bΟ = TTهل یک مساله هم ارز با مسا�� bAx =Ο گفته می شود اگر و تنها اگر 
  . باشدA یک ماتریس هم ارز با ماتریس�Aماتریس

 
TT فازیهه معادلات رابطفرض می کنیم ک  6 تعریف bAx =Οداده شده اند    . 

jبه ازای هر  jaهای که با حذف ستون A1 ماتریس J∈    .   می آید را تعریف می کنیمبه دست A از ماتریس4
)دارو همچنین بر )b j به ازای هر jbهلفو را تعریف  می کنیم که از حذف م1 J∈   .  می آیدبه دست b  از بردار4

  
)هلامس   2 هقضی )

T Tx A bΟ =1 TTاله با مس1 bAx =Οز است هم ار.    
  . اثبات واضح است:اثبات

  

Iهمجموع  7تعریف    : را به صورت زیر تعریف می کنیم′
  

                                                                  }A1inj J∈ 2,ji I∈ 2{ IiI ∈=′ 

) از تعریفA1که در آن ماتریس    . آمده استبه دست 6(
 

) فرض می کنیم   3 قضیه ), TX A b  ≠ ∅ 1 J و 1 ≠   : داریمآن گاه، 2∅
, , :T

ix X A b i I x′ ∀ ∈ ∀ ∈ =  0 
  .آید  میبه دست) 2( اثبات با توجه به لم :اثبات

  
) فازی معادلات رابطه  8تعریف  )

T Tx A bΟ =1   . را در نظر می گیریم1
  : به صورت زیر می سازیمA1 را از روی ماتریسA2اکنون ماتریس
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) برای هر ) 3 (هبنابر قضی ), Tx X A b ∈  1 Ii و هر1   :  قرار می دهیم∋′

ix =0  
  . می آیدبه دست A2 حذف می کنیم و به این ترتیب ماتریسA1ام را از ماتریسiوسطر

      
A1 ،jاگر در ماتریس  8 لم J∈ j یا 3 J∈ j نیز به ترتیب A2 در ماتریسآن گاه باشد 5 J∈ j یا 3 J∈ 5 

 .است

  . اثبات واضح است:ثباتا
 

)هل مسا 4 قضیه )
T Tx A bΟ =1 ) که از تعریفA2 و ماتریس1 اگر در .  می آید را در نظر می گیریمبه دست 8(

A1 ،jماتریس J∈ A2 ،j و در ماتریس2 J∈  . هم ارز نیستندA2 وA1های  ماتریسآن گاه باشد 3

   .آید  میبه دست) 3(و قضیه ) 8(و ) 5(، تعاریف )8(و ) 2(های   اثبات با توجه به لم:اثبات
 

) هلامس  5 هقضی )
T Tx A bΟ =1 ) که از تعریفA2ماتریس و 1 اگر در .  می آید را در نظر می گیریمبه دست 8(

A1 ،jماتریس J∈ j نیز A2 و در ماتریس2 J∈   .   هم ارز هستندA2 وA1های  ماتریسآن گاه باشد2
  .آید  میبه دست) 1(ونتیجه ) 3(، قضیه )8(و ) 5(، تعاریف )8(و ) 2(های  اثبات با توجه به لم :اثبات

 
) هلامس  9تعریف  )

T Tx A bΟ =2   .ظر می گیریمرا در ن 1
j از آن که ja، با حذف هر ستونA2 را از روی ماتریسA3اکنون ماتریس J∈   .ی آوریم مبه دست است، 2

jاز طرفی  J∈ j همان A2 در ماتریس2 J∈ ji آن به ازای هر هلفوامین مi است که A1 در ماتریس2 I∈ 2  
)بنابر تعریف   . حذف شده است8(

  
) مسایل  6 هقضی )

T Tx A bΟ =2 )و  1 )
T Tx A bΟ =3  از A3که ماتریس طوریه  را در نظر می گیریم ب2

)تعریف )آید و بردار   میبه دست 9( )b ) از بردار 2 )b j برای هر jbهلفو با حذف م1 J∈ . آید  میبه دست 2
)  جواب ماکزیمم مجموعه�xفرض می کنیم که  ), TX A b  2  ه را جواب ماکزیمم مجموع�xاگر .  باشد1

( ), TX A b  3     . هم ارز هستندA3 وA2های  ماتریسآن گاه نیز در نظر بگیریم 2
 .آید  میبه دست) 1(و نتیجه ) 5(و ) 4(اثبات با توجه به تعاریف  :اثبات

 
) هلسام  10تعریف  )

T Tx A bΟ =3  هاکزیمم مجموع جواب م�xرا در نظر می گیریم و فرض می کنیم که  2
( ), TX A b  3 ) ههمان جواب ماکزیمم مجموع(.  باشد2 ), TX A b  3 ) که از تعریف2                 .)  آمده استبه دست 4(

  :قرار می دهیم
{ }: j i j ijj J J I i I x b a∗∀ ∈ = ∈ < −3 5

�∪  

  . استA3 تعداد سطرهای ماتریسه، نشان دهندI هکه در آن مجموع
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  : به صورت زیر می سازیمA3 را از روی ماتریسA4اکنون ماتریس
∋∗برای هر jIiدر ماتریس ،A3به جای ija قرار می دهیم∗ علامت .  

 
 : فرض می کنیم 11تعریف 

     is the minimum solution of the set { ( )( )m
j x iI k i I j= ∈ � }( ), T

kX A b
j  

 2
 

jبرای هر  J J∈ 3 k, و ∪5 = 3 4.       
j، برای هر �ixj)(که در آن  J∈ jو هر  3 J∈ ) به ترتیب از لم های5 ) و4(   . می آیدبه دست 7(

 
) هموع جواب ماکزیمم مج�x فرض می کنیم که  7 هقضی ), TX A b  3 برای  نیمــک  باشد و همچنین فرض می2

jحداقل یک  J J∈ 3 5∪ ،∗∈ jIiباشد .  
  :که طوریه  را در نظر می گیریم ب∋JIeاز طرفی بردار  

ije =)(  
  : داریمآن گاه

 
ixeکه در آن  )( ،iبردار هلفوامین م xeاست که از تعریف (  . می آیدبه دست 4(

 
 .آید  میبه دست) 4(اثبات با توجه به تعریف  :اثبات

 
  : را به صورت زیر تعریف می کنیمFX و LXمجموعه های   12تعریف 

 LF XXX −=        &      { }L x xX e X e x= ∈ ≤/ �           
 

]            8 هقضی ]( ), ,
x F

T
x

e X

X A b e x
∈

  = 3 2
�∪  

  .آید  میبه دست)  12(و ) 4(و ) 1( تعاریف اثبات با توجه به :اثبات
 
 

jاگر برای هر   9 هقضی J J∈ 3   : تعریف کنیم∪5
 ( ) ( )m m

j j j jI I I I I∗ ∗= − = −4 3                                                                                                                     

  : داریمآن گاه
                                                                                                                                   
 ( ) ( ), ,T TX A b X A b   =   3 2 4 2  

 .آید  میبه دست) 9(و ) 8(اثبات با توجه به قضایای  :اثبات

  

iix xe �>)(
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  : زیر را در نظر می گیریمهلامس

          )5  (                                                                

min ( )

. .

m

i i
i

T T

Z f x c x

s t x A b
x

=

= =

Ο =
≤ ≤

∑
1

0 1
   

  

)که در آن  , , , )T m
mc c c c= ∈1 2 … R یک بردار m−که طوریه بعدی است بic نسبت داده ) هیا هزین( وزن

, برای ixشده به متغیر , ,i m=1   . می دهد را نشان…2
 
  بردار هزینهاثر   4

,فرض می کنیم که   TX A b  ≠ ∅ و { }, , , mJ J j j j=3 5 1 2∪  را به صورت Λ ه مجموعآن گاه …
  :زیر تعریف می کنیم
                                         ( ) ( ) ( )

m mj j j j j jI I I I I I I I I∗ ∗ ∗Λ = − × − × × − = × × ×
1 2 1 2

… …   
  

mjشود و همچنین   تعریف میA3 تعداد سطرهای ماتریسIجموعه که در آن م j j< < <1 2 …، m n≤ 
)و )m card J J= 3 5∪.  

) کنیم فرض می , , , , )
i ii j j iI I I I j J J i m∗= = − ∀ ∈ =3 5 1 2∪ mI آن گاه … I IΛ = × × ×1 2 ….  

) به بردارb و بردارA3 به ماتریسA ماتریسکنیم فرض می حال )b خواهیم مساله زیر  یـ تبدیل شده باشند، م2
  :را حل کنیم

     )6(                                                                                 
[ ]

( )

( )

( )

min

. .

, ( )

i

card I

i
i

T T

i

Z c x

s t x A b

x i I

=

=

Ο =

∈ ∀ ∈

∑ 1
1

3 2

0 1
               

  : داریمپس 
         ) 7(                              ( ) ( ) ( ), , , ,T T T TX A b X A b X A b X A b       = = =       1 1 2 1 3 2                                   

 
,حال اگر  TX A b  ≠ ∅ دو لم زیر را خواهیم داشت ،:  

)اگر   9لم  ):
i

i I c∀ ∈ ≤1 ) بردار آن گاه 0 ) ( )ix x i I= ∀ ∈� در . است) 6 (هلا یک جواب بهینه برای مس�
)این صورت بردار  ) ( )ix x i I= ∀ ∈�  .خواهد بود) 5 (هلا یک جواب بهینه برای مس�

  .اثبات واضح است :اثبات
)اگر   10لم  ):

i
i I c∀ ∈ ≥1 )ی می نیمم، مانند بردار جواب ها یکی از آن گاه 0 ) ( )ix x i I∗ ∗= ∀ ∈� ، یک �

)در این صورت بردار. است) 6 (هلاجواب بهینه برای مس ) ( )ix x i I∗ ∗= ∀ ∈� ) 5 (هلا یک جواب بهینه برای مس�
  .خواهد بود
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  .آید  میبه دست) 8(قضیه اثبات با توجه به  :اثبات
 

 :اکنون حالت کلی زیر را در نظر می گیریم

) هبرای هر بردار هزین ) ( )( ) ( )
i

c c i I= ∀ ∈1 )، بردارهای 1 ) ( )( ) ( )
i

c c i I′ ′= ∀ ∈1 ) و  1 ) ( )( ) ( )
i

c c i I′′ ′′= ∀ ∈1 1  
 :را به صورت زیر تعریف می کنیم

 
 
 

 

  :در این صورت خواهیم داشت
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,c c c c c′ ′′ ′ ′′= + ≥ ≤1 1 1 1 10 0  

 

  : زیر را داریمهلاکنون دو مسا
 
 

           )8(                                                                                            

 
 
 
 
 

)9(                                                                                                
  

)یابیم که بردارهای  در می) 10(و )  9(های   با توجه به لم ) ( )ix x i I= ∀ ∈� ) و� ) ( )ix x i I∗ ∗= ∀ ∈�  به �
 .ی ماکزیمم و می نیمم هستندجواب هارتیب ت

   :می سازیم) 6 (هل مسا، یک جواب جدید برای�∗x و�xی جواب هااکنون با ترکیب 
      

)10(                                                                                           
 

)واضح است که اگر  ), TX A b  ≠ ∅ 3  و بنابراین بردار )6(مساله  یک جواب بهینه برای ∗x بردار آن گاه 2
( ) ( )ix x i I∗ ∗= ∀   .خواهد بود) 5 (هلایک جواب بهینه برای مس ∋

0−اکنون در بخش بعدی، یک مدل برنامه ریزی صحیح    . می دهیمارایه) 8 (هل برای حل مسا1
 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

,
:

,

,
:

,

i i

i

i

i

i

i i

c if c
i I c

if c

if c
i I c

c if c

≥′∀ ∈ =  <

≥′′∀ ∈ =  <

1 1
1

1

1
1

1 1

0
0 0

0 0
0

( )

( )

,
:

,
i

i

i
i

i

x if c
i I x

x if c

∗
∗

 ≥∀ ∈ = 
<

1

1

0
0

�

�

[ ]

[ ]

( )

( )

( )

( )

( )

( )

min

. .

, ( )

min

. .

, ( )

i

i

card I

i
i
T T

i

card I

i
i
T T

i

c x

s t x A b

x i I

c x

s t x A b

x i I

=

=

′

Ο =

∈ ∀ ∈

′′

Ο =

∈ ∀ ∈

∑

∑

1
1

3 2

1
1

3 2

0 1

0 1
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0−برنامه ریزی صحیح  ه مسأل 5    و روش شاخه و کران1
  : را به صورت زیر تعریف می کنیمΓ هجموعم  13تعریف

  
 

)با توجه به اینکه  ):
i

i I c′∀ ∈ ≥1 ∗eهم ارز است با پیدا کردن یک ) 8 (هلامس، لذا حل 0 ∈Λکه طوریه  ب:  

  )11(                                                               
( ) ( )

( ) ( )( ) min ( )
i i

card I card I

x i x iei i
c e c e∗

∈Λ
= =

 
′ ′=  

 
∑ ∑1 1

1 1
   

 
)tI هبا توجه به تعریف مجموع )t∀ ∈Γ متغیرهای ،itxرا به صورت زیر تعریف می کنیم : 

  

)12          (                                          ,
( , )

,
t

it

if i is chosen from I
x i I t

otherwise


= ∀ ∈ ∀ ∈Γ


1
0 

 
0− برنامه ریزی صحیح هلا مسحال  : زیر را در نظر می گیریم1

  
 
 

            )13 (    

 
  

 

. itx=1که طوریه  وجود داشته باشد ب∋tIi فقط یکΓ∈tبرقرارند اگر برای هر) 13(توجه شود که قیود 
iteبنابراین اگر    در نتیجه itx=1 آن گاه )(=

( ( ), ( ), , ( ( )))e e e e card J J= 3 51 2 … ∪ Λ∈   
0− برنامه ریزی صحیح هلمعادل با حل مسا) 8 (هلااین حل مسبنابر   . است1

 

          برنامه ریزی صحیح را مشخصهلجواب های ممکن یک مساطور ضمنی، تمام ه یک روش شاخه و کران ب
، هل به چندین زیر مسااولیه هحدودیت را به منظور شاخه کردن مسالبرای استفاده از این روش، ابتدا یک م. می کند

  . یک گره نشان داده می شودهوسیله له بهر زیر مسا. انتخاب  می کنیم
له های در نتیجه زیر مسا. د انجام می شودهر گره با اضافه کردن یک محدودیت جدیسپس شاخه کردن در 

 های بیشتری به ه شود که هرچه محدودیتتوج. ای جدیدی نشان داده می شوندجدید، تولید شده و با گره ه
 بزرگتری ه شدنی کوچکتری پیدا خواهد کرد و مقدار هدف بهینهله دامنیر مساله اضافه شوند، آن زیک زیر مسا

  . می آوردبه دسترا 

{ }, , , ( )card J JΓ = 3 51 2… ∪

{ }( )
( )

( )

( )

min max ( )

. . ( )

( , )
( , )

i

card I

t it itti

card I

it
i

it

it t

Z c b a x

s t x t

x or i I t
x i t with i I

∈Γ=

=

′= −

= ∀ ∈Γ

= ∀ ∈ ∀ ∈Γ
= ∀ ∉

∑

∑

1
1

1
1

0 1
0
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 احتیاجی به شاخه کردن آن گاه خاص، بهتر از جواب کاندید جاری نباشد هاگر بهترین جواب ممکن یک گر
  . آوردن یک کران جدید، شاخه کردن مورد نیاز می باشدبه دستدر غیر این صورت، برای . این گره نیست

)هلامس  عددی مثال 6 ) را با 1( , , / , / )Tb = 1 1 0 9 0 7،( , , , )Tc = −3 4 1  و5
/ / / /
/ / / /

/ / /
/ / / /

A

 
 
 =
 
 
 

0 9 0 4 0 9 0 6
0 5 0 3 0 6 0 5
1 0 7 0 4 0 6

0 8 0 9 0 7 0 3

 

  .دحل نمایی
 

   :حل
∋A  ،J در ماتریس:1گام  41، J∈ 52، J∈ ∋J و 23   : است بنابراین در می یابیم که34

                                                                                                               J =∅1  
  : می پردازیم�x بردار هاکنون به محاسب

( , , , )

( , , , )
( , / , / , / )

( , / , / , / )

( / , / , / , / )

T
x

T
x T

T
x

T
x

x

=


= ⇒ =
= 

= 

1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 0 0 2 0 1 0 2
3 0 0 3 0 5 0 2
4 0 1 0 2 0 1 0 4

�

�

�

�

� 

  :در نتیجه داریم
, TX A b  ≠ ∅   

  . آوریمبه دست را A3ابتدا باید ماتریس :2گام 

  ( )

/ / /
/ / /

, ( , / , / )
/ / /
/ / /

TA b

 
 
 = =
 
 
 

1 1

0 4 0 9 0 6
0 3 0 6 0 5 1 0 9 0 70 7 0 4 0 6
0 9 0 7 0 3

 

  : آمده، داریمبه دست A1در ماتریس
, ,J J J∈ ∈ ∈5 2 31 2 3 

}چون  }I ′ = )، لذا به ازای هر 1 ), Tx X A b ∈  1   : قرار می دهیم1
x =1 0 

  : دست می یابیمA2، به ماتریسA1و با حذف سطر اول ماتریس
/ / /
/ / /
/ / /

A
 
 =  
  

2

0 3 0 6 0 5
0 7 0 4 0 6
0 9 0 7 0 3

 

 : آمده نیز، داریمبه دست A2در ماتریس
, ,J J J∈ ∈ ∈5 2 31 2 3 

)ه به گاماکنون با توج ) ه، جواب ماکزیمم مجموع1( ), TX A b  1   : عبارت است از1
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( / , / , / )Tx = 0 2 0 1 0 2� 
∋Jحال با حذف کردن ستون  b/ هلفو و مA2 از ماتریس22 =2 0 ) از بردار9 )b  و A3، به ترتیب به ماتریس1

)بردار )b   :، دست می یابیم2

 ( )

/ /
/ / , ( , / )
/ /

TA b
 
 = = 
  

3 2

0 3 0 5
0 7 0 6 1 0 7
0 9 0 3

 

∋J آمده،  به دست A3در ماتریس ∋J و 51   : عبارت است ازΓ هدر نتیجه مجموع.  است32

{ },Γ = 1 2  
I، مجموعه های A3اکنون با استفاده از ماتریس I و1∗    : می آوریمبه دست را 2∗

                                                                                                              { }
{ }

,I

I

∗

∗

 =


=

1

2

1 2
3

  

  :بنابراین مجموعه های اندیس عبارتند از

{ }
{ }
{ }

, ,
,

I I I
I

I I I

∗

∗

 = − == ⇒ 
= − =

1 1

2 2

3
1 2 3

1 2
  

  :3گام 

( )
( )

( )

( , , )
( , , )

( , , )

T
T

T

c
c

c

′ == − ⇒ 
′′ = −

1
1

1

4 0 5
4 1 5

0 1 0
 

  :به صورت زیر است) 5 (هلابنابراین مس

[ ]
( )

min

. .

, ( , , )

T T

i

x x

s t x A b

x i

+

Ο =

∈ =

1 3

3 2

4 5

0 1 1 2 3
  

  :4گام 

{ }( )( )min max ( )

. .

( )

i t it itti

i

Z c b a x

s t x
x x
x or i I

∈Γ=

′= −

=
+ =
= ∀ ∈

∑
3

1
1

31

12 22

2 2

1
1

0 1

       )14(  
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    :5گام 
 
   
 
 
 

                                                                           
 
 
 
  

         Stop   
   

  : نتیجه می گیریم کهپس

/
x x
Z

= =
 =

31 22 1
0 5 

  :6گام 

{ }
{ } { } { }
{ } { } { }

( )

( )

( ( ) , ( ) )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) max / / /

( ) ( ) ( ) max / /
e

e

e x

e x j jj J

e x j jj J

e e e

J t e t e

J t e t e b a b a

J t e t e b a b a
∈

∈

= = =


= ∈Γ = =∅→ =


= ∈Γ = = → = − = − = − =


 = ∈Γ = = → = − = − = − =
 3

1

2 2 2 222

3 1 313

1 3 2 2

1 1 0
2 2 2 0 7 0 6 0 1

3 3 1 1 0 9 0 1

 

  :پس داریم
( , / , / ) ∗= =0 0 1 0 1 �T

xe x  
  .می باشد )8( هلا مسه جواب بهین�∗xدر نتیجه

 
  :7گام 

( , / , / )Tx∗ = 0 0 1 0 ) و�1 / , / , / )Tx = 0 2 0 1 0   : بنابراین نتیجه می گیریم که�2
( , / , / )Tx∗ = 0 0 1 0 1 

    :8گام 
( )/ / ( / ) / / / /Z c x Z∗ ∗′′= + = + − × = − = ⇒ =

21 20 5 0 5 1 0 1 0 5 0 1 0 4 0 4� 
  . توقفّ:9گام 
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1
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3
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2
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   نتیجه گیری 7
ی برنامه روش هایک از  که هیچ  مورد نظر، در می یابیمهلا شدنی مسهبه دلیل غیر محدب بودن ماهیت مجموع. 1

  .له مفید نمی باشنداریزی خطی برای حل این مس
ری که  می توانیم برای حل این را بررسی کردیم، بهترین کا) 1 ( شدنی مسالههبعد از اینکه خصوصیات مجموع 

 تبدیل کنیم و سپس روش شاخه و 0-1 برنامه ریزی صحیح هلرا به یک مسا م دهیم این است که آن انجاهلمسا
  .کار ببریمه ی آن بجواب ها شده را برای پیدا کردن یکی از کران شناخته

  .     جواب را تولید کنیمه مجموعهالی که هنوز تحت تحقیق و بررسی است این است که چگونه هموس
] فازی می توانند  برای کاربردهای خاصی از قبیل تشخیص پزشکیههای معادلات رابط دستگاه. 2 ورد  م2[

  . استفاده قرار گیرند
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