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   یک فرمول جدید  یارایهمروری بر  برج هانوی و 
   

  صادق پورجعفر ،آرمین قانع ، رضا احمدزاده، *سهراب کردرستمی
  دانشگاه آزاد اسلامی واحد لاهیجانگروه ریاضی اعضای هیأت علمی 

.  
  
  
  
  

   چکیده
های فرد  وی یک میله و دیسکهای زوج ر  دیسککه طوریه بدیسک داریم  n2فرض کنید تعداد   
 خواهیم با حرکاتی نظیر حرکات برج هانوی دیسک می و  دیگر به ترتیب نزولی قطرشان چیده شده اندهروی میل

ها به میله ی سوم به   مقاله می خواهیم جواب بهینه ای برای انتقال دیسک در این. سوم مرتب کنیمهها را روی میل
     .بیمکمک حرکات مشهور برج هانوی بیا

  
  .برج هانوی مسأله ،  روابط بازگشتی،  ترکیبیات:کلمات کلیدی

  
   مقدمه  1

له از این قرار اسـت      امس ].1[له مشهور برج هانوی بیش از صد سال پیش توسط لوکاس مطرح شده است               امس 
            ه انـد و   دیـسک بـه ترتیـب نزولـی قطـر روی یکـی از ایـن میلـه هـا چیـده شـد                         n که سه میله در اختیار داریم کـه       

می خواهیم این دیسک ها را به یکی از دو میله دیگر منتقل کنیم البته با شرط اینکه هـر بـار تنهـا یـک دیـسک را                             
 با توجه به الگوریتم مشهوری .گاه یک دیسک روی دیسک دیگر با قطر کوچکتر قرار نگیرد جا کنیم وهیچه جاب

2؛ این کار با   ]5[که بهینگی آن به آسانی ثابت شده است          1n
nh = له ا امـا پـس از مـس   .حرکت انجام می شـود  −

 در این مقالـه بـه   ].4[ ،]3[ ،]2[ل بسیار دیگری در این زمینه مطرح و بررسی گردیده است یمشهور برج هانوی مسا
  .آوریمله ای خاص از برج هانوی می پردازیم و جواب بهینه ای برای آن  به دست می ابررسی مس

 
  ]5[له ای از برج هانوی و حل آن به روش قدیم ا مس 2  

سه میله موجود روی    d1<d2<…<d 2 n به طوری کهd 2nتا  d1دیسک به قطرهای  n2فرض کنید  
 d2 ، d4 ، … ، d2nهای با قطر   روی یکی و دیسکd1 ،d3 ، … ، d2n-1های با قطر  دیسککه  طوریه باست 

لازم است تا  ، های برج هانوی چند حرکت نظیر حرکات در انتقال دیسک .)شکل زیر(روی دیگری قرار دارد
  ها به میله خالی منتقل شوند؟ تمام دیسک

 
  

 )ir.ac.guilan@krostami:  آدرس پست الکترونیکی(دار مکاتباتعهده ٭
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nH دیسک   n2کنیم تعداد حرکات برای         فرض می   22بنا براین بـا    . باشد 2 −nH    تـوان دیـسک      حرکـت مـی 
 d2n تنهـا دیـسک بـا قطـر     A  میلـه  روی بنـابراین . منتقل کردC بهA ،B را از روی  d1 ،… ،d 2 n – 2های با قطر 

22.باقی مانده است  d2 n – 1  تنها دیسک با قطر  Bوروی  −n  دیسک واقع بر میله C 22  را با −nh بـا  ، حرکـت 
 که خـالی اسـت منتقـل    C به Aرا از  d2nبعد دیسک با قطر . کنیم  منتقل میB هبه میل ، B وAاستفاده از میله های   

12سپس. یمیمی نما −n  دیسک رویBبا،  نظیر برج هانوی،  را 
12 −nh   حرکت بهCپس.نیمک  منتقل می :  

1222222 1 −−− +++= nnnn hhHH  

  :آوریم  به دست می بالاکه با توجه به رابطه
                                                           1)2(3 22

222 −+= −
−

n
nn HH  

4)1(                                              :در نتیجه داریم
4
3

2
−−= ∑

=

n
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k   )1)2(3(
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22
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−
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k
n HH 

  

  :دهد  نتیجه می، 4که با استفاده از مجموع یک تصاعد هندسی با قدر نسبت 

34      )1()
14
164(

4
3

22

1

22 −−=−⇒−−
−
−

=−
+

nHHnHH n
n

n

n  

  : داریم،  منتقل کرد Cها را به میله  توان آن با توجه به اینکه اگر دو دیسک داشته باشیم با دو حرکت می
  ) 1(                                                                                          )1(42 +−= nH n

n  
  

 حـداقل حرکـات     ،  است) 1(دهیم که راه حل فوق الذکر که نتیجه اش رابطه           حال با یک مثال نقض نشان می      
   ، دهد ها به میله سوم را به دست نمی برای انتقال دیسک

 ، های زیـر نـشان داده شـده اسـت     لا طی مراحلی که در شکلبا توجه به حل با،  را در نظر بگیرید    n=2حالت  
  . ها را به میله سوم منتقل نمود توان دیسک می
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 از 1دیسک  ) 3 (ه و در مرحلCه  به میلB ه از میل1دیسک ) 2 ( ه در مرحل،  توجه کنید )3( و  )2(به مراحل 
  .یمیانیم این دو مرحلـه را در یـک مرحلـه بهینـه سـازی نمـا                تو  که می   در حالی  ،   منتقل شده است   Aه   به میل  Cه  میل

 نـشان   ،  بنا براین با توجه به آنچـه کـه گفتـه شـد             . منتقل کنیم  Aه   به میل  Bه   را از میل   1 دیسک    )2(ه  یعنی در مرحل  
   .باشد ها به میله سوم نمی  حد اقل تعداد حرکات برای انتقال دیسک H2 nدادیم که 

  
  ادعا   3

62 اول هل حرکات تنها زمانی میسر خواهد بودکه در وهلیافتن حداق  −n هدیسک را به میل C  منتقل 
62براین بگذاریم که تعداد حرکات برای انتقال را یعنی بنا .یمینما −nه دیسک به میل Cدانیم  را می .  

 بنابر این ابتدا باید .مرتب کنیم C هی قطرشان روی میلها را به ترتیب نزول دیسک ه می خواهیم هم :اثبات
 قرار گیرد و سپس سایر دیسک ها به ترتیب روی آن C هام روی میلn2بزرگترین دیسک یعنی دیسک

   دیسک ها به جز دیسک  تنها زمانی امکان پذیر است که سایر C ه  ام به میلn2 اما انتقال دیسک .قرارگیرند
n2  ام روی میلۀ  B مرتب شوند.  
 
 
 
 
 
  

12 دیسک،  باشد B ه بدین منظور اولین دیسکی که باید در میل  −n و .ام است که در جای خود قراردارد 
22بعد از آن باید دیسک       −n گیرد که تمامی دیسک هـا         اما این کار تنها زمانی صورت می       . آن قرار گیرد    روی

n2  ،12به جز دیسک های      −n  22و −n    ه   ام را روی میل C  بدین لحاظ اولین دیسکی که بایـد در         . مرتب کنیم 
32 دیسک ،  قرار گیرد C همیل −nه ام است که در میل B   انجام چنـین حرکتـی میـسر نخواهـد بـود      .قرار دارد 

n2 ،12دیـسک هـا بـه جـز دیـسک هـای        ه مگر اینکـه هم ـ  −n ، 22 −n 32 و −nهروی میل ـ  را  A  و روی 
22دیسک   −n22 برای این کـار نخـستین دیـسکی کـه بایـستی روی دیـسک               .ببریم ام −n      ام قـرار داده شـود  ، 
42 دیسک −n52 باید دیسک  آن  از و پس  قرار دارد  باشد که در جای خود  ام می −nهـا قـرار    ام روی آن
n2 ،12کت مستلزم آن است که تمـامی دیـسک هـا بـه جـز دیـسک هـای         انجام این حر.گیرد −n،  22 −n ،

32 −n  ،42 −n52 و −nه روی میلC مرتب شوند . 

بنابراین  . مرتب شوندC هست تا تعدادی زوج ازدیسک ها روی میلاین اولین باری است که لازم شده ا  
 تعداد  در وهله اوللازم است که ،  است C هام به میلn2مان که انتقال دیسک  برای دستیابی  به اولین هدف

62 −nه دیسک روی میل C  و چون به دنبال مینیمم حرکات هستیم این شرط کافی نیز است مرتب شوند       
62براین تنها راه مینیمم سازی کل حرکات انتقالبنا −nهدیسک به میل C باشد  اول میه  در مرحل.  
  

A B C

2n – 4  
2n – 2  
2n      

2n – 5  
2n – 3  
2n – 1  
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  له به روش جدید ا  حل مس4
نمــایش دهــیم واضــح اســت کــه nR2 را بــا C ه میلــ دیــسک بــهn2اگــر حــداقل حرکــات بــرای انتقــال    

22 =R        4است و با توجه به شکل زیرR  حرکت 10که با حرکت امکان پذیر است ومی توان بررسی کرد      11با 
   .یا کمتر امکان پذیر نیست

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1111)12(11                                                                     :با توجه به شکل بالا داریم 3
4 =−++++=R  

 ، هستیمn≤3 برای nR2 یعنی به دنبال ، پردازیم  کلی میله در حالتاحال با توجه به مقدمات فوق به حل مس
   .توان طبق مراحل زیر انجام داد عمل مورد نظر را می

  
62 را با d1 ، d2 ، … ، d 2 n – 6های با قطرهای   در این مرحله دیسک:1همرحل −nR حرکت از میله های A  وB 
    .کنیم  منتقل میC هبه میل
52 یعنی دیسک B ه کوچکترین دیسک میل:2 همرحل −n ه ام را روی میل Aقرار می دهیم .   
62 :3 همرحل −n    هدیسک مرتب شده روی میل C     62 یعنی با    ،   را با حرکات برج هانوی −nh  ،    هبـه میل ـ A تقـل   من  

   .می کنیم
32 یعنی دیسک ، B ه کوچکترین دیسک میل:4 همرحل −n ه ام را به میل Cکنیم  منتقل می.   
22   ام وn2های   جزدو دیسک پایینی یعنی دیسک، A ههای میل  همه دیسک:5 همرحل −n 2  ام را با 4h n− 

     .کنیم  منتقل میCه حرکت به میل

A B C 

A 

B 

C 

A 

B 

C 

A B C 

A B C A C B 

 حرکت1

 حرکت1

 حرکت1

  حرکت1

3hحرکت  
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22 یعنی دیسک ، A ه کوچکترین دیسک میل:6 همرحل −nهام را به میل Bدهیم  انتقال می.   
32 رابا Cههای میل  تمام دیسک:7 همرحل −nh   ه حرکت به میلBیمینما  منتقل می.   
   .بریم  میC ه ام را با یک حرکت به میلn2 یعنی دیسک A ه تنها دیسک میل:8 همرحل
 دراین مرحله با :9 همرحل

12 −nh ههای مرتب شده روی میل حرکت دیسک Bه رابه میل Cیمینما  منتقل می.  
  :داریمn≤3 شود که برای  با توجه به مراحل نه گانه فوق الذکر نتیجه می

2 2 6 2 6 2 4 2 3 2 11 1 1 1n n n n n nR R h h h h− − − − −= + + + + + + + +  
  

هـا    و چون همیشه بـا تعـدادی زوج از دیـسک   .شود که رابطه بالا یک رابطه بازگشتی نا همگن است       مشاهده می 
62 بـا    nR2سروکار داریم پس     −nR  ،     را بـا شـرایط   3 حـال ایـن رابطـه بازگـشتی درجـه      . سـه درجـه فاصـله دارد 

00اولیه =R22 و =R114  و =R کنیم حل می.   
  :برای حل این رابطه بایستی سه حالت زیر را بررسی کنیم 

kn :حالت اول 62 262:             حالت دوم= += kn  462 :وم          حالت س += kn  
   .یک عدد صحیح مثبت است kکه در همه حالات بالا 

kn در این حالت که :بررسی حالت اول 62   : داریم، است=

)44(4 45
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         .اسـت  43و قـدر نـسبت آن       1  اسـت کـه جملـه اول آن         یـک سـری هندسـی      پرانتزواضح است که عبارت داخل      

   : در این صورت خواهیم داشت.توانیم مجموع این جملات را حساب کنیم بنا بر این به راحتی می

knRR n
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262 در این حالت که :بررسی حالت دوم += knداریم،  است :  
  

13      ,        )44(
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462 در این حالت که :ررسی حالت سومب += knداریم،  است :  
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  : داریمnبنا بر این بطور خلاصه برای هر 

                            

2

2

2

5if     3            ,         (4 1)
7

5if    3 1      ,         2 (4 4)
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5if    3 2     ,          11 (4 16)
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n
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= + = + −

  

   نتیجه گیری  5
 جهت حل دیگری روشدر این مقاله . مهم ریاضی کاربردی می باشد مسایلله برج های هانوی یکی از      ا  مس

دسـت  ه   را اصلاح نمودیم و توانستیم مینیمم تعداد حرکات را برای انتقال دیسک ها ب ـ              قبلی   و روش    ارائهله را   امس
و) فرمول جدید ( nR2در پایان برای چند حالت  .آوریم

nH   :یمیمی نماه را با هم مقایس) رمول قبلی ف ( 2
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n
 nH 2 nR2 

1 
2H=2 2R =2 

2 
4H =13 4R =11 

3 
6H= 60 6R =45 

4 
8H=251 8R=182 

5 
10H=1018 10R=731 
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• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 
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