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تجزیه آدومین و آشوب هایمحاسبه تابع گاما توسط روش  

   هوموتوپی و مقایسه آنها
 

  1یعقوبی... ، فرج ا2، اسماعیل بابلیان* 1طاهر لطفی

  گروه ریاضی، دانشکده علوم پایه، دانشگاه آزاد اسلامی ـ واحد همدان1
  دانشگاه تربیت معلم تهران  گروه ریاضی و کامپیوتر ـ2

 
 

  چکیده
 برای محاسبه (HPM) و آشوب هوموتوپی (ADM)ین مقاله دو روش جدید براساس تجزیه آدومین در  ا

ها مورد بررسی  آمده توسط این روشبه دستی جواب هاهمچنین مقایسه .  شده استارایهدقیق مقدار تابع گاما 
  .هادی نشان داده شده استهای پیشنثر بودن الگوریتمو چند مثال سادگی، کارایی و مارایهبا . قرار گرفته است

  
  .روش تجزیه آدومین و آشوب هوموتوپی، تابع گاما :کلمات کلیدی

  
   مقدمه 1

معادلات دیفرانسیل کاربردهای زیادی در علوم و مهندسی دارند و حـل آنهـا در یـاری رسـاندن بـه درک و                       
هـای آنـالیزی     تـوان بـا روش    ا مـی  سزایی دارد، اما تعداد کمی از این معادلات ر        ه  های علمی اهمیت ب   توجیه پدیده 

      برخـی از   . هـای دیگـری حـل شـوند        لـذا ایـن معـادلات بایـد بـا روش          . حل کرد و اکثر آنها حل آنـالیزی ندارنـد         
 [7,8]،[6]،[4,5]،[1,3]: انــد عبارتنــد از هــای اخیــر مــورد اســتفاده قــرار گرفتــه      هــایی کــه در ســال   روش

  .[9,10,11,12]و
تـوان بـه    های اخیـر مـی     های آنالیز غیرخطی توسعه یافته در سال        جزئیات روش  همچنین برای ملاحظه برخی   

  .مراجعه نمود [13]
کار گرفته ه  برای حل دسته وسیعی از معادلات تابعی ب      (ADM) تا کنون روش تجزیه آدومین       1980از اوایل سال    

ادلات دیفرانـسیل بـا مـشتقات    توان بـه معـادلات دیفرانـسیل معمـولی، مع ـ      شده است، که از جمله این معادلات می       
  .[25-14]جزیی و همچنین معادلات انتگرالی همراه با شرایط اولیه و یا مرزی اشاره نمود 

     آیـد کـه بـه جـواب دقیـق معادلـه همگـرا              در این روش جواب معمولا به صورت یک سری نامتناهی به دست مـی             
  .شودمی
  
  
  

 )lotfither@Yahoo.com (lotfi@iauh.ac.ri)  : آدرس پست الکترونیکی( عهده دار مکاتبات *
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 ریاضی مورد توجه واقع شـده       مسایل برای حل    (HPM)ی  های اخیر، کاربرد روش آشوب هوموتوپ      در سال 
. باشـد ثر و راحت برای حل انواع معادلات خطی و غیرخطی می          و روشی م  ADMاین روش هم مانند روش      . است

شـود کـه دارای   شود و هوموتوپی طوری سـاخته مـی  در  این روش از تکنیک هوموتوپی در توپولوژی استفاده می  
  .∋p]1,0[ که  باشدpیک پارامتر مانند 

کارایی، سادگی و دقت روش هوموتوپی برای حل دسته وسیعی از انواع معادلات خطی و غیرخطی همراه با                  
 پیـشنهاد  He توسـط   1998 در سال    HPMالبته روش   . سرعت بالای همگرایی به جواب دقیق نشان داده شده است         

در .  [32-26]کار رفتـه اسـت،      ه   ب مسایل حل انــواع مختلفـی از       و تا کنون به طور موفقیت آمیــزی برای        [9]شد  
هـای   این مقاله قصد داریم تابع گاما را توسط یـک معادلـه دیفرانـسیل خطـی سـاده مرتبـه اول و بـه کمـک روش               

ADM و HPMگیریمبدین منظور معادله دیفرانسیل مرتبه اول زیر را درنظر می.  محاسبه نماییم:  

           )1(                                                                                   )t(Qy)t(p
dt
dy

=+  
  :عبارت است از) 1(جواب تحلیلی معادله 

    )2(                                                                     ∫= dt)t(f)t(Q)t(f)t(y  
  

=∫که
dt)t(pe)t(f  

  
  محاسبه تابع گاما  2

همچنـین ایـن تـابع دارای کاربردهـای مـستقیم در            . شـود  فیزیکی و آماری ظاهر می     مسایلتابع گاما بارها در     
توان نقش این تابع را     باشد به عنوان مثال در تعریف تابع و معادله دیفرانسیل بسل نمی           نظریه معادلات دیفرانسیل می   

لـذا در ایـن قـسمت بـه        . [33]شـود،   نوان تعمیم تابع فاکتوریل هم در نظر گرفتـه مـی          تابع گاما به ع   . نادیده گرفت 
  .پردازیممعرفی آن می

  :گرددتابع گاما به صورت زیر تعریف می
      )3(                                                     1

 0
( )                x 0t xx e t dt

∞ − −Γ = >∫  
  گیریمعادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول زیر را در نظر می مHPM و ADMبه منظور محاسبه تابع گاما توسط 

                                                                             1−=− xty
dt
dy  

  :عبارت است از) 4(جواب تحلیلی 
   )5(                                                                          ∫ −= dtt)t(f)t(f)t(y x 1  

te)t(fکه    داریم ) 5(و ) 3(لذا از  . =−
                                           1

0  0
( ) ( )     ,       0t t xy t e e t dt x x

∞− ∞ − −= = Γ >∫  
  
  

)4(  

)6(   
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  ADMمحاسبه تابع گاما با استفاده از   3
، عملگر  ADMتوسط ) 6(برای محاسبه تابع گاما از 

dt
dL را بـه  ) 4(تـوان  لـذا مـی  . کنـیم رفـی مـی   را مع=

  :صورت زیر نوشت
         )7(                                                               0         x          ,ty)y(L 1x >=− −  

  یا 
          )8(                                                                            .      )y(Lty 1x +−= −  

  بدین منظور گیریم. گیردروش تجزیه آدومین جواب را به صورت سری در نظر می

     )9(                                                                               ∑
∞

=

=
0i

iyy  

1xکه 
0 ty    و=−−

)10(                                                                                                     ,...2,1,0i y(Ly( و = i1i =+   
  خواهیم داشت) 9(و ) 6(در نتیجه از 

    )11(                          
 

  1
 0 0

0  0

( ) ( )   ,   x 0t x t t
i

i

x e t dt e y t e y
∞∞∞ ∞− − − −

=

 
 Γ = = = >  

 
∑∫  

  
در بخش بعـد سـعی      .   مورد بررسی قرار گرفته است      ] 33-37[ و   ]22[ در   ADMلازم به ذکر است که  همگرایی        

  . چند محاسبه برای مقادیر معروف تابع گاما را انجام دهیمADMکارگیری ه کنیم با بمی
  
  ADMها و نتایج محاسباتی با روش   مثال3-1

4xگیریم   1-3 مثال    خواهیم داشت )11(از . =
 4

 0
0 0

(4) t t
i

i

e t dt e y
∞∞∞ − −

=

 
Γ = =  

 
∑∫  

  داریم) 10(از 
,tty 31x

0 −=−= −  
,t3)y(Ly 2

01 −==  
,t23)y(Ly 12 ×−==  

!. 3)y(Ly 23 −==  
  و

4,5,...i            ,           0yi ==  
  

  بنابراین
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 3 2
 0

(4) ( 3 6 3 !) 3 !te t t t
∞− Γ = − − − − =   

)n)1n !خواهیم ثابت کنیم  می 2-3 مثال =+Γ  
1nxبدین منظور گیریم    داریم) 11(سپس از  . =+

 
 

 0
0  0

( 1) t n t
i

i

n e t dt e y
∞∞∞ − −

=

 
Γ + = =  

 
∑∫  

  خواهیم داشت) 10(از 
,tty n1x

0 −=−= −  
,nt)y(Ly 1n

01
−−==  

,t)1n(n)y(Ly 2n
12

−−−==  
  و

!.n(2)(1)t   )...2n)(1n(ny 0
n −=−−−=  

0yiلذا       1ni      برای      = +≥.   
0etحال چون  tm   ، لذا∋Nm و t→∞ وقتی −→

 1 2
 0

( 1)  ( ( 1) ...  !-0)  !t n n nn e t nt n n t n n
∞− − − Γ + = − − − − − − =   

  
  : ثابت کنید 3-3مثال 

0x          ,      )1x()1x()x( >−Γ−=Γ  
  توان نوشتمی) 11(بنابراین 

)12(                                                           1

 0
0 0

( ) t x t
i

i

x e t dt e y
∞∞∞ − − −

=

 
Γ = =  

 
∑∫  

  داریم) 10(و از 
,ty 1x

0
−−=  

,t)1x(y 2x
1

−−−=  
,t)2x)(1x(y 3x

2
−−−−=  

)13(                                                                 .t)ix)...(2x)(1x(y )1i(x
i

+−−−−−=  
  

  گیریم
     )14(                                               1,2,...i       ,      t)ix)...(2x(z )1i(x

1i =−−−= +−
−  

   داریم )13(در ) 14(گذاری  از جای
)15(                                                        1,2,...i       ,    z)1x(y 1ii =−= −  
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   داریم )15(و ) 12(بنابراین از 
∞∞

=

−−
∞∞

=

−








+

∞
=








=Γ ∑∑

01i
i

t
0

t

00i
i

t ye
0

yeye)x(  
∞

∞

=
−

−−−








−+

∞
−= ∑

01i
1i

tt1x z)1x(e
0

et  

 2

 0
0 0

0 ( 1) ( 1)t t x
i

i

x e z x e t dt
∞∞ ∞− − −

=

 
= + − = − 

 
∑ ∫  

                                              )1x()1x( −Γ−=  
  (HPM) اساس روش آشوب هوموتوپی  3-2

  :]11[گیریم، ای در این روش، معادله زیر را در نظر میهای پایهبرای بیان ایده
     )12(                                                                    Ω∈= r            ,      )r(f)y(A  

  که

 )13(                                                               Γ∈=
∂
∂ r     ,   0)

r
y,y(B  

 نیز مرز تعریف شده روی دامنه       Γ تابع تحلیلی و     f(r) عملگر مرزی،    B یک عملگر دیفرانسیلی کلی،      Aدر اینجا   
Ω توان  می. باشد میA    ت   را به دو قسمM   و N     تقسیم کرد که M     قسمت خطی و N   باشـند  قسمت غیرخطی می .

  .را به صورت زیر بنویسیم) 12(توانیم لذا می
   )14(                                                               Ω∈=+ r    ,   )r(f)y(N)y(M  

  :ساختار آشوب هوموتوپی به صورت زیر است
)15(                                  [ ] [ ] 0)r(f)v(Ap)y(M)v(M)p1()p,v(H 0 =−+−−=  

  که
        )16(                                                                                [ ] R0,1     :   )p,r(v →×Ω  

]،  )15(در معادله    ]1,0p∈ 0 پارامتر نشاندنی وyتـوان فـرض نمودکـه جـواب معادلـه      مـی .  هم تقریب اولیه است
   مانند زیر بیان شودpتواند بر حسب یک سری توانی از می) 15(

)17(                                                         ...vpvppvvv 3
3

2
2

10 ++++=  
  :و بهترین تقریب جواب عبارت است از

  )18(                                                                      ...vvvvlimy 2101p
+++==

→
  

  . مراجعه نمود]11[توان به برای همگرایی سری فوق می
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  HPM محاسبه تابع گاما توسط  4
t(y)y(M( گیـریم  ،)4(با توجه به معادله . گیریم برای محاسبه تابع را در نظر میHPMدر  این بخش    −= 

و 
dt
dy)y(N   .سازیمبه عبارت دیگر هوموتوپی ساده زیر را می . =

)19(                                        [ ] 0)t(f)v(Np)y(pM)y(M)v(M 00 =−++−  
  یا

0)t(py)t(y)t(v)t(f
dt
dvp 00 =−+−



 −  

  : را متحد قرار داده، خواهیم داشتpهای یکسان  کنیم و ضرایب توانجایگذاری می) 19(را در ) 17(سری 
                   ,0)y(M)v(M:p 00

0 =−  
,0f)v(N)y(M)v(M:p 001

1 =−++  
                   ,0)v(N)v(M:p 12

2 =+ 
                   ,0)v(N)v(M:p 23

3 =+  
  

)20(                                                                          .0)v(N)v(M:p n1n
1n =++
+  

  
  داریم) 18(و ) 6(در نتیجه با توجه به 

     )21(                         { } 1

 0
0

( ) ( ) ( )      ,      x 1
0 0

t x t t
i

i

x e t dt e y t e v t
∞∞ − − − −

=

 ∞ ∞ Γ = = = > 
  

∑∫  

  
 HPMها و نتایج محاسباتی با روش  مثال4-1

4x گیریم  1-4مثال  t(y0(0با انتخاب  . =   داریم) 20(، از =
,0)t(v0 =  

,t)t(v 3
1 −=  

,t3)t(v 2
2 −=  

,t6)t(v3 −=  
,! 3)t(v4 −=  

... , 4,5,6i    ,   0)t(vi ==  
  داریم) 21(لذا بنابر 

 3 2
 0

(4) ( 3 6 3 !) 3 !te t t t
∞− Γ = − − − + =   

t(y0(1حال اگر در این مثال فرض کنیم     ، خواهیم داشت=
,1)t(v0 =  
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,t1)t(v 3
1 −−=  

,t3)t(v 2
2 −=  

,t6)t(v3 −=  
,! 3)t(v4 −=  

... , 4,5,6i    ,   0)t(vi ==  
  . خواهد آمدبه دستو دوباره همان نتیجه قبلی 

)n)1n !کنیم ثابت می  2-4مثال  =+Γ .  1بدین منظور گیریمnx   داریم) 21(از گاه   ، آن=+
 

 

 0
0  0

( 1) t n t
i

i

n e t dt e v
∞∞∞ − −

=

 
Γ + = =  

 
∑∫  

t(y0(0و انتخاب ) 20(با توجه به روابط     ، داریم=
,0)t(v0 =  

,t)t(v n
1 −=  

,nt)t(v 1n
2

−−=  
,t)1n(n)t(v 2n

3
−−−=  

  
,! n)t(vn −=  

.  2,...n1,ni        ,     0)t(vi ++==  
0etlimدر این صورت با توجه به اینکه  tm

t
=−

∞→
   ، خواهیم داشت∋Nm وقتی 

 1 2
 0

( 1) ( ( 1) ...  !-0)  !t n n nn e t t n n t n n
∞− − − Γ + = − − − − − =   

  
1xکنیم برای  ثابت می  3-4 مثال > ، )1x()1x()x( −Γ−=Γ  

  توان نوشتمی) 21(بدین منظور از 
 

 0
0 0

( ) t x t
i

i

x e t dt e v
∞∞∞ − −

=

 
Γ = =  

 
∑∫  

t(y0(0حال    :داریم) 20( را به عنوان تقریب اولیه درنظر گرفته، لذا با توجه به روابط داده شده در =
,0)t(v0 =  

,t)t(v 1x
1

−−=  
,t)1x()t(v 2x

2
−−−=  

  
,t)ix)...(2x)(1x()t(v )1i(x

1i
+−

+ −−−−=  
1i(x(گیریم  

1i t)ix)...(2x()t(z +−
−   لذا  . =−−−
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∞∞

=

−−
∞∞

=

−








+

∞
=








=Γ ∑∑

02i
i

t
1

t

00i
i

t ve
0

veve)x(  

   
∞∞

=
−

−−−








−+

∞
= ∑

01i
1i

tt1x z)1x(e
0

et  

                 
∞∞

=

−








−+= ∑

00i
i

t ze)1x(0  
 2

 0
( 1) ( 1) ( 1)t xx e t dt x x

∞ − −= − = − Γ −∫  
  
  گیری نتیجه 5

های تجزیه آدومین و آشوب هوموتوپی بـرای محاسـبه تـابع گامـا و بررسـی برخـی نتـایج          در این مقاله روش   
 سادگی و کارایی این دو روش پیشنهادی در مثـال   . آن به طور موفقیت آمیزی مورد استفاده قرار گرفت        محاسباتی  

  .هایی نشان داده شد
هـا از عمـل     گیـری، ایـن الگـوریتم      های متداول پیشین و کلاسیک مبتنی بر انتگـرال        همچنین، برخلاف روش  

هـر دو روش از نظـر محاسـباتی بـه نتـایج             . کننـد یگیری است، استفاده م ـ    تر از عمل انتگرال   گیری، که ساده  مشتق
  .باشدتر میها نشان داده شد، روش آدومین ساده طور که در تئوری و مثال ولی همان. شوندیکسانی منجر می
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