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  های مختلف برآورد پارامترهای توزیع  روش
   دو پارامتری12بر نوع 

   
  *هانیه پناهی

  گروه ریاضی دانشگاه آزاد اسلامی واحد لاهیجان
 .  
  
  
  
  

 
  چکیده 

 همیشه انتخاب بهترین برآورد پارامتر و به تبع آن بهترین روش برآورد مورد نظر ، در برآورد پارامترهای یک توزیع
های کلاسیک معروفی همانند   دو پارامتری با استفاده از روش12 این مقاله ابتدا پارامترهای توزیع بر نوع  در.بوده است

 از این توزیع با در نظر گرفتن تابع پیشین گاما و تحت p سپس پارامتر، درستنمایی ماکزیمم و گشتاوری برآورد شده اند
 درآخر برای هر قسمت با استفاده از روش شبیه سازی .د شده استتوابع زیان مربع خطا و لگاریتمی به روش بیزی برآور

های مختلف برآورد با استناد به اریبی و  و  روش،  دو پارامتری تولید شده است12نمونه هایی تصادفی  از توزیع بر نوع 
  . ریشه میانگین مربع خطا  مقایسه شده اند

  
   . تابع زیان، برآوردگر بیزی،  اطلاع فیشر،برآوردگرگشتاوری، یی ماکزیممبرآوردگر درستنما، 12توزیع بر نوع  : کلمات کلیدی

  
   مقدمه  1
  . ]3[ نوع توزیع مختلف معرفی کرد12  با در نظر گرفتن معادله دیفرانسیل زیر 1942  در سال1بر 

)x(g ))x(F1)(x(F)x(F −=′  
  ، محققـین زیـادی از جملـه   .  قـرار گرفتـه اسـت    بیشتر مورد توجـه 12 و بر نوع    10بر نوع   ،   نوع توزیع  12از بین این    

و احمـد و    ] 6[جـاهین   ] 7[ راکـب و کانـدو       ،  ] 9[وانگ  ،  ] 8[ رودریگز ،  ] 12[ زیمر و همکاران     ،] 10و11[وینگو  
  .  به مطالعه این دو نوع توزیع پرداختند]1[همکاران 

   :  مطالعه گردیده است تجمعی زیرع  دو پارامتری با تابع توزی12در این مقاله توزیع بر نوع 
( )                              0011 >>−−=

− p,bxx)x(F pb        )1(  
  : بنابراین تابع چگالی احتمال آن عبارتست از

             001 11 >>+= +−− xb,p)x(pbx)b,p,x(f )p(bb        ) 2(  

                                                 
1 Burr *عهده دار مکاتبات  
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 نمدل بندی توزیع درآمد و آزمو، این توزیع کاربرد فراوانی در کنترل کیفیت.  پارامترهای توزیع هستندb وpکه 
 دو پارامتری 12های مختلف برآورد پارامترهای توزیع بر نوع  این مقاله بررسی روش هدف اصلی .فرض دارد

پارامتر توزیع همانند یک ، این است که در برآورد بیزی، تفاوت اساسی بین فلسفه برآورد بیزی و کلاسیک. است
 . ظر گرفته می شود همانند یک نقطه ثابت در ن،پارامتر، در حالی که در برآورد کلاسیک، متغیر تصادفی است

رهیافت بیزی بهتر از روش کلاسیک برای نمونه با ، هرگاه اطلاعات اضافی درباره پارامتر قابل دسترسی باشد
 با تابع 12توزیع بر نوع ) پارامترهای( در این بررسی برآوردهای بیزی و کلاسیک پارامتر. حجم کوچک می باشد

مطالعه و نمایی ماکزیمم و گشتاوری مورد  درستپارامترها به روش ابتدا برآورد . مطالعه شده است) 2(احتمال 
 دو پارامتری با تابع 12در توزیع بر نوع p پارامتر، b با معلوم فرض کردن پارامتر  سپس.مقایسه قرار گرفته است

مورد پیشین گاما و تحت برخی توابع زیان به روش بیزی برآورد شده و نتایج با استفاده از روش شبیه سازی 
  . بررسی قرار گرفته اند

  
   دو پارامتری به روش کلاسیک12  برآورد پارامترهای توزیع بر نوع 2
    برآورد پارامترها به روش درستنمایی ماکزیمم2-1

دست آوردن برآوردگری به نام برآوردگر ه روش درستنمایی ماکزیمم عبارتست از دستورالعملی برای ب
تابعی از ، تابع درستنمایی، تنی بر یک تابع مهم به نام تابع درستنمایی استو مب) MLE(درستنمایی ماکزیمم 

.  پارامترهاست و هدف روش درستنمایی ماکزیمم عبارتست از حداکثر کردن تابع درستنمایی برحسب پارامترها
 )b,p( دو پارامتری با پارامترهای 12دفی از توزیع بر نوع  نمونه ای تصا1X ، ...،nX با این فرض که،بنابراین
 :  تابع درستنمایی آن عبارتست از،باشد
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  : با در نظر گرفتن لگاریتم این تابع درستنمایی داریم
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 تابع لگاریتمبا مشتق گیری از برآوردگرهای درستنمایی ماکزیمم ] 2[ج آشور و همکاران با استفاده از نتای

به ، ها حل آن و  و مساوی قرار دادن معادلات حاصل با صفرb و pدرستنمایی نسبت به پارامترهای مجهول 
  : صورت زیر حاصل می شوند
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MLEb̂ 5(سپس با قرار دادن  آن در  ، دست می آیده  ب )  6( با استفاده از روش تکرار از رابطه( ، MLEP̂ محاسبه 
  . خواهد شد

  ]4[:   داریمMLEb̂ و MLEP̂اکنون با در نظر گرفتن نتایج مجانبی نرمال برای 
  

( ) ( )( ) ( )( )b,pI,Nbb̂n,pp̂n d
MLEMLE

1
2 0 −→−−  

)که  )b,pIماتریس اطلاع فیشر است  .  

  : عناصر ماتریس اطلاع فیشر به صورت زیر می باشند 
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      برآورد پارامترها به روش گشتاوری2-2
متشکل از برابر گرفتن چند ، های برآوردیابی می باشد یکی از قدیمی ترین روش، روش گشتاورها که

 برای برآورد پارامترهای ،ادلهدست آوردن تعدادی معه گشتاور اول جامعه با گشتاورهای متناظر یک نمونه و ب
X(EM(ست از حل  معادلات   اعبارت، به عبارتی این روش. مجهول جامعه است r

r   برای یافتن پارامتر =
X(E( که ، ها r گشتاورr این گشتاورها به صورت توابعی از پارامترهای مجهول ،  ام جامعه حول مبدا است

∑ همچنین.ندجامعه هست
=

=
n

i

r
ir XM

1

. ام نمونه بر پایه نمونه تصادفی داده شده می باشدr گشتاور نمایانگر
 )b,p( دو پارامتری با پارامترهای 12 نمونه ای تصادفی از توزیع بر نوع 1X ، ...،nXبنابراین با فرض اینکه 

 از تشکیل وحل دو معادله زیر حاصل b و pپارامترهای مجهول  ) MMبرآورد (گاه برآورد گشتاوری  آن، باشد
  :خواهد شد
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اکزیمم با استفاده از شبیه اکنون برای مقایسه برآوردهای حاصل از روش گشتاورها و روش درستنمایی م

           b=3 و p=2 دو پارامتری با پارامترهای12  از توزیع بر نوع 85 و50،  25،  10نمونه هایی به حجم ] 5[سازی 
 را به روش گشتاورها و روش درستنمایی ماکزیمم برآورد b و p ، در هر نمونه تولید شده دست می آوریم وه ب

تمام نتایج بیان شده بر . بیان شده است) 1(ها در جدول   واریبی آنb و p برآورد شده میانگین مقادیر. می کنیم
مشاهده می شود که اریبی در روش درستنمایی ماکزیمم کمتر از روش .  بار تکرار می باشند1000اساس 

  . همچنین با افزایش حجم نمونه اریبی کاهش می یابد.  گشتاورها است
  
  بیزی  دو پارامتری به روش 12یع بر نوع    برآورد پارامتر توز3

 ،  باشد)b,p( دو پارامتری با پارامترهای 12 از توزیع بر نوع نمونه ای تصادفی  1X ، ...،nXفرض کنید  
تابع  د متغیری تصادفی در نظر می گیریم وآن را همانن،  p برای محاسبه برآوردگر بیزی bبا فرض معلوم بودن 

  : پیشین آن را به صورت زیر تعریف می کنیم
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) بر اساس نمونه تصادفی pتابع پسین ، )12(و تابع پیشین) 3(با استفاده از تابع درستنمایی  ,..., )1x x nΧ برابر =
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   دو پارامتری12از توزیع بر نوع  pبرآوردگر بیزی ) 13(بنابراین با در نظر گرفتن رابطه 

pd()d,p(L(2 تحت تابع زیان مربع خطا) الف    به صورت=−

( ) mxln

n

dpep
)n(

)m)xln((
p)xp(Ed

b
i

n

i

pm)xln((
n

n

i

b
i

SE

n

i

b
i

++∑

++
=

++

++
==

=

∞ +∑ +−
+

++

=∫
∑

=

1

1                     

1

1

1

0

 )11

1

1 1

ν
νΓ

ν

ν

                        ) 14(  

یتمی  تحت تابع زیان لگار) ب
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  . می باشد
 با تابع پیشین گاما و توابع زیان مربع خطا و لگاریتمی pاز نرم افزار فرترن برای مقایسه برآوردهای بیزی 

46  از تابع پیشین گاما با پارامترهای مشخص p مقادیر . استفاده شده است == ν,mسپس با .  تولید شده اند
n,3015 نمونه هایی به حجم pاستفاده از مقادیر   تولید b=5 دو پارامتری با پارامتر معلوم12 از توزیع بر نوع =

 ملاحظه . ان شده استبی) 2( نتایج حاصل از میانگین برآوردها و ریشه میانگین مربع خطا در جدول . شده است
 نسبت ،  تحت تابع زیان مربع خطا،  برآوردهاRMSE)( ریشه میانگین مربع خطا n=15می شود که  با انتخاب 

 ،  تابع زیان لگاریتمی، افزایش دهیم n=30 اما اگر حجم نمونه را بهبه تابع زیان لگاریتمی کمتر می باشد 
RMSEهمچنین برآوردهای حاصل تحت تابع زیان لگاریتمی از مقدار .  کمتری دارد pو با .  کمتر می باشند 

  . افزایش حجم نمونه  ریشه میانگین مربع خطا کاهش می یابد
  
     نتیجه گیری4

ده  دو پارامتری پرداخته ش12های مختلف برآورد پارامترهای توزیع بر نوع   به بررسی روش، در این مقاله
 اریبی برآوردگرهای ،نتایج نشان می دهند که در برآورد پارامترهای این توزیع به روش کلاسیک. است

درستنمایی  همچنین برآوردگرهای .برآوردگرهای گشتاوری کمتر استدرستنمایی ماکزیمم در مقایسه با 
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 بهترین نرمال ، تنمایی ماکزیممدرسبرآوردگرهای ماکزیمم دارای توزیع نرمال مجانبی می باشند و دنباله ای از 
 دو پارامتری برای تابع پیشین مزدوج گاما 12 برآوردگرهای بیزی توزیع بر نوع ،  در ادامه.  است(BAN)مجانبی 

های پیشین مزدوج در  مزیت در نظر گرفتن توزیع .  مطالعه شده است، و تحت دو تابع زیان مربع خطا و لگاریتمی
 متعلق به خانواده توزیع پیشین است و چگالی پسین و چگالی پیشین همگی شکل تابعی ، این است که توزیع پسین

 RMSE)(ریشه میانگین مربع خطا  با مقایسه .  انعطاف پذیری را تضمین می کنند، مشابهی دارند و از این رو
  . اشد نمی ب RMSE، مربع خطا همیشه دارای کمترین مشاهده گردیده است که تابع زیان ، برآوردها

  

  1دولج

  
  حجم نمونه pمقدار   زیان مربع خطا  ریشه میانگین مربع خطا  زیان لگاریتمی  بع خطاریشه میانگین مر

00469/0  
00347/0  
00194/0  
00063/0  
00006/0  

57331/0  
66919/0  
77690/0  
88426/0  
96781/0  

00468/0  
00346/0  
00194/0  
00063/0  
00006/0  

57793/0  
67208/0  
77826/0  
88463/0  
96784/0  

57683/0  
67112/0  
77753/0  
88421/0  
96772/0  

  
  

15=n 

00248/0  
00185/0  
00103/0  
00033/0  
00003/0  

57628/0  
67134/0  
77821/0  
88485/0  
96786/0  

00249/0  
00185/0  
00104/0  
00034/0  
00003/0  

57893/0  
67299/0  
77899/0  
88507/0  
96797/0  

57785/0  
67207/0  
77830/0  
88468/0  
96786/0  

  
  

30=n 

  2جدول

  
  
  
  

حجم 
 نمونه

 معیار
MMEb̂ MLEb̂ MMEp̂  MLEp̂ 

10 
مقدار برآورد شده 

  )اریبی(
4771/3  

)4771/0( 

3084/3  
)3084/0(  

3172/2  
)3172/0(  

2781/2  
)2781/0(  

25 
مقدار برآورد شده 

 )اریبی(

1685/3  
)1685/0( 

0747/3  
)0747/0(  

1223/2  
)1223/0(  

0996/2  
)0996/0(  

50 
مقدار برآورد شده 

 )اریبی(

1404/3  
)1404/0( 

0561/3  
)0561/0(  

0528/2  
)0528/0(  

0365/2  
)0365/0(  

85 
مقدار برآورد شده 

 )اریبی(

0765/3  
)0765/0( 

00849/3  
)00849/0(  

0124/2  
)0124/0(  

0086/2  
)0086/0(  
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