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  پيش شرط سازي شده برايAOR آناليز همگرايي 

  M – وH- ها ماتريس 

  
  

   سيد احمد عدالت پناه،  سهراب كردرستمي، *هاشم صابري نجفي

  زاد اسلامي واحد لاهيجانآ دانشگاه ، دانشكده علوم،گروه رياضي

  

  

  چكيده

در اين . لمي ديده مي شودماتريس در حجم وسيعي از مباحث  ع -H و  -M ضرايبماتريس  دستگاه خطي با

 اين ضرايب را براي حل دستگاه خطي با ماتريس ، ]12[ معرفي شده در )preconditioner(چند پيش شرط  ما، بررسي

بريم   ميبه كارهاي خطي  پيش شرط سازي شده را براي  حل دستگاه AORبررسي كرده و روش ماتريس ها، رده از 

 مي دهيم و با مثال عددي نتايج تئوري را با پارامترهاي ارايهها شرط ساز پيش همچنين قضاياي همگرايي را براي اين

  . كنيم مي زمايشآمختلف 

  
  . شعاع طيفي ، AOR، پيش شرط ساز ، ماتريس -H، ماتريس -M  :كلمات كليدي

  

  مقدمه  1

AX)1(دستگاه  b= را در نظر بگيريد كه n n
A R

, و ∋×
n

b x R∈ و xبراي هر .  بردار مجهول است

Aشكافت،  M N= )det با − ) 0m   :به صورت زير است) 1( روش تكراري پايه براي حل ≠
  

 )2(                                                                         
1 1 1 0,1,i i

x M Nx M b i
+ − −= + = K  

  

را  )1(روش پيش شرط سازي عبارت است از انتخاب يك ماتريس نامنفرد با مشخصات خاصي كه دستگاه اصلي 

   :بتواند به صورت هاي زير تبديل كند

                                                                   
,

,

n n
PAX Pb P R

or

AFY b X FY

×= ∈

= =

   

  

به ترتيب پيش شرط هاي چپ و راست ناميده مي شوند و دو نوع  روش تكراري پايه به  )4( در  Fو )3( در Pكه 

                                     :هاي  زير خواهيم داشت صورت
( 1) ( )1 1

  0,1... 
i i

x M N x M b ip p p
+ − −

= + =                

)3( 

)4( 

  عهده دار مكاتبات*
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p كه  ppA M N=   و  استرد نامنف pM است وpAز ا يك شكافت −

,..1,01)(1)1( =+= −−+ ibMyNMy F

i

FF

i  
  

FFكه  NMAF كه در ميان اين دو روش بيشتر محققان پيش شرط چپ را مورد . نامنفرد است FM و=−

   . مطالعه قرار مي دهند

براي تصحيح روش  شرط پيش ، ]3[   ان و همكارGunawardena، 1991 ازجمله در سال 

   بردند كهبه كارسايدل  -گاوس

                                    
,

,

1,  1, 2,..., 1
ˆ ( )

0

i j

i j

a for j i i n
S s

for otherwise

− = + = −
= = 


  

  

ASIAگاه  آن )ˆ(ˆ ˆˆˆ)ˆˆ(به صورت =+ USSUELDIA EDنوشته مي شود كه در آن =−−−−−+ ˆ,ˆ
  

اين پيش شرط  ، ]5[ وهمكاران(KOHNO) (1997)در .  هستندLŜيد و قطري به ترتيب قسمت پايين مثلثي اك

1را تعميم داده و به صورت  sα+ كردند و در آنارايه :     

  

1 , 0 1
( )

0

a j i
i ij i

s s n nij
otherwise

α α
α

− = + ≤ ≤
= =×





 

  :ها همچنين قضيه زير را ثابت كردند آن

مسلط قطري با درايه هاي قطري ) درايه هاي غير قطري نامثبت(ماتريس - A ،Zفرض كنيد    ]3قضيه، 5[ 1قضيه  

0و يك باشد
1

>∑
=

n

j

nja  . همچنين اگربرايi< n ،0
1

=∑
=

n

j

ija 0 آنگاه
1

1 >∑
=

+

n

j

jiaدر نتيجه  .  برقرار باشد

AsIA )( αα += ،Z -  0 1 )1(براي هر  وماتريس مسلط قطري اكيد خواهد بود nii ≤≤≤≤ α ، خواهيم 

)(1      :  داشت <αρ T  

  :هاي  زير مي باشد  داديم كه به صورتارايه، (I+S)يك دنباله از پيش شرط سازهاي كلاس  ،]12[ مانيز در

1 12

2 23

1

1 1,

,1

( )

( )

0 0 0

0 0 0

, 1,0 1

0 0

0 0

i i

i i

i i

i

n n n

n

A x b

A I s A

b I s b

a

a

s k

a

a

k

α

α

α

α − −

=

= +

= +

 
 −
 

− 
 

= ≥ ≤ ≤ 
 −
 

− 
  

M

L

 

)5( 

)6( 

ˆP̂ I S= +
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1 12

1 23

2

1 1,

,1 ,2 , 1

1 2 1

0 0 0

0 0 0

, [0,1]  : 1

0 0

0

i i

n n n

n n n n

n

a

a

s i k

a

a a a

k k k

α

α

α

α − −

−

−

 
 − 
 −
 

= ∈ ∀ ≥ 
 − 
 − − −
 
  

M

LLL

 

1 12 1,

1 23

3

1 1,

,1 ,2 , 1

1 2 1

0 0

0 0 0

,   , [0,1],  1

0 0

0

n

i i

n n n

n n n n

n

a ta

a

s t k

a

a a a

k k k

α

α

α

α − −

−

−

 
 − −
 
 −
 

= ∈ ≥ 
 −
 
 − − −
 
  

M O

LLL

 

4

 ( 1),  ( , ),  ( , )

0 & [0,1]

i ij

i

a for j i j n i n j n i n
s

otherwise

α

α

− = + = ≠ ≠ =
= 

∈
 

5

 ( 1),  ( , ),  ( , ),  ( 1, 1)

0 & [0,1]

i ij

i

a for j i j n i n j n i n j i
s

otherwise

α

α

− = + = ≠ ≠ = ≠ =
= 

∈
 

  

همچنين  هاي ما در جهت بهبود نرخ همگرايي ساخته شده اند وثابت مي كنيم  كه پيش شرط ساز ، در اين مقاله

  . كنيم ماتريس باشد بررسي مي -Hيك ، Aها را در حالتي كه ماتريس ضرايب  شرايط همگرايي آن

 

   دهپيش شرط سازي ش AOR روش تكراري  2
  به Hadjidimosتوسط ) Accelerated OverRelaxation (AOR روش تكراري ، )1987(در سال 

  :                   استSOR كه تعميمي از روش ]4[صورت زيرتعريف شد 

                                         ( 1) ( ) 1
, ( ) 0,1,...i i

r wx L x I rL wb i
+ −= + − =

  :كه ماتريس تكرار آن به صورت  

                            1
, ( ) [(1 ) ( ) ]r wL I rL w I w r L wU

−= − − + − +  
0w پارامترهاي حقيقي با w, rو ≠ .  

  :به صورت زير است )  5(ماتريس تكرار با پيش شرط 

                      1
, ( ) [(1 ) ( ) ]r wL D rL w D w r L wU

−= − − + − +
  

  :داريم) 6(كه به عنوان مثال در 

       

)7( 

)8( 

)9( 

)10( 

)11( 

)12( 

)13( 
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1 1 1 1

1 12 21

2 23 32

1

1, ,1

1

1

1
n n

A D L U

a a

a a

D

a a

k

α

α

= − −

− 
 

− 
=  
 
 

−  

O

                                                                   

 

2 23 31 21

1

,2 1,2 ,1 1, 1

,1 ,2 , 1

0

0

1
( 1) 0

n n n

n n n n

a a a

L

a a a a
a a a

k k k

α

−
−

 
 − 

=  
 
 − − −  

M O O

L

                                 

1 12 1 12 23 13 1 12 2 1

1 23 2 23 3 2

1

1 1,

0 ( 1)

0 0 ( 1)

0 ( 1)

0 0

n n

n n

n n n

a a a a a a a

a a a a
U

a

α α α

α α

α − −

− − − 
 − − =
 −
 
 

L

K

MM MOO O MO

L L

    

  

 تعاريف و لم هاي مورد نياز  3

 بعدي تعاريف ولم ها كه در بخش ، در اينجا براي راحتي توضيح كوتاهي در مورد بعضي از اصطلاحات

  . كنيم بيان مي ، گيرد مورد استفاده قرار مي

 ها را به ترتيب با نماد باشدكه آن)مثبت( نامنفي Aاست اگر هر درايه از)مثبت( نامنفيAماتريس 

 را A علاوه شعاع طيفيه ب.  بزنيمXتوانيم اين حرف را در موردبردار   ميبه طور مشابه. نشان مي دهيم A<<0و

)با نماد )Aρ دهيم نمايش مي .  
  

  ]11، 10، 9، 8، 2[ 1تعريف 

(a ماتريس[ ]
ij

A a=  يك Z - ماتريس ناميده مي شود اگر:, 0iji j a≠ ≤  

(b z - يك ، ماتريسM-  ماتريس نامنفرد است اگرA1 نامنفرد و 0A
− ≥ 

c ( ماتريس مربعيA ،M- ماتريس نامنفرد ناميده مي شود اگر  

d ( براي هر ماتريسA ، ماتريس>M=<A ،ماتريس همسنج است و به صورت زير تعريف مي شود: 

 

 

(e  ماتريسA ،H- گرر و فقط اماتريس است اگ<A>   ،M- ماتريس باشد 

  

  

  

  

)(;0; BBBIA ραα >>−=

njijiamam ijijiiii ≤≤≠−== ,1,,

)14( 

)15( 

)16( 

 0A ≥
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  ]1 [   2تعريف

لازم به ذكر است كه يك .  قويا همبند باشدAدار مربوط به  تحويل ناپذير است اگر گراف جهت Aماتريس 

ijگراف قويا همبند است اگر به هر زوج مرتب از نقاط مجزا  PP مسير جهت داري در گراف  ، ,

iririi pppp ,,.....,, 110 jirii با − ==   . وجود داشته باشد 0,
  

  ]8، 7، 6، 2، 1[   3تعريف

 ، Mاگر   ناميده مي شودA يك شكافت ازA=M-Nآنگاه نمايش .  يك ماتريس حقيقي باشدA فرض كنيم 

  :همچنين اين شكافت ماتريس نامنفرد باشد

(a 1  همگرا است اگر)( 1 <− NMρ  

(b1 منظم است اگر 0M
− 0N و≤ ≥  

(cنامنفي است اگر 
1 0M N

− ≥  

(d M-  شكافت است اگرM ،M- 0ماتريس نامنفردوN ≥  

H(e - شكافت است اگر                  ،M- ماتريس باشد .  

 (f  H - همساز است اگر  
  

 ]1[  1لم

A  فرض كنيم  R n n×∈گاه آن. يك ماتريس نامنفي  باشد  

(i A   مثبت حقيقي برابر با شعاع طيفي اش مقدار ويژه))(Aρ  (دارد .  

(ii براي )(Aρ ،بردار ويزه متناظرx>0موجود است  .   

(iii  وقتي هر درايهAافزايش يابد  ،)(Aρنيز افزايش مي يابد .  
  

)(1آنگاه  .  باشدA شكافت از-M يك A=M-N فرض كنيم ]9[   2لم 1 <− NMρ اگر و فقط اگر A، M -

  . ماتريس نامنفرد باشد
  

  گاه آن. ماتريس نامنفرد باشد A   فرض كنيم ]2[   3لم

(iازاي بردارهاي نامنفي ومخالف صفره  اگربx ، x Axα )گاه  آن، ≥ )Aα ρ≤  

(iiبت اگر براي بردارهاي مثx ، xx βα )نگاهآ ≥ )Aρ β≤  
  

  

]8،10[   4 لم
 

 : ماتريس باشد  آنگاه-Hيك ، Aاگر  )الف

   ماتريس است-M نيز B،  آنگاهA≤Bماتريس و -B ،Zماتريس و -A ،Mاگر) ب

   )ج

NM −〉〈

NMA −〉〈=〉〈

11 −− 〉〈≤ AA

BABA ≤←≤ )()( ρρ
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  قضيه هاي مقايسه اي 4
هاي ما در جهت افزايش سرعت يش شرط ساز كه  تحت شرايط معين پدراين بخش ابتدا ثابت مي كنيم

  . ها از پيش شرط ساز هاي مشهور كوچكتر است همگرايي ساخته شده اند و شعاع طيفي آن
  

   2قضيه 

wrLو)12 (ي تكرارماتريس ها Lr,w فرض كنيد  ,
     ماتريس تكرار پيش شرط سازي شده يكي از پيشˆ

ماتريس نامنفرد  - Zيك )1( از دستگاه خطي Aاگر ماتريس .  باشندAOR روش از  )9،10، 8، 7، 6( شرط هاي 

      ، ي تكراربرقرار باشدماتريس هاشرايط براي نامنفي بودن   وتحويل ناپذير باشد و 
    :خواهيم داشت

)ˆ()(:)(1     اگر)1    ,., <≤ wrwrwr LLL ρρρ  

)ˆ()(:)(1     اگر)2    ,., == wrwrwr LLL ρρρ  

)ˆ()(:)(1    اگر ) 3    ,., ≥≥ wrwrwr LLL ρρρ     

  . ]12[ اثبات

  

    3 قضيه

αααماتريس نامنفرد وتحويل ناپذير باشد و - Zيك )1( از  دستگاه خطي ، A فرض كنيد  NMA −= 
و )(KOHNOماتريس پيش شرط سازي شده از پيش شرط ساز 

iii NMA               پيش شرط سازهاي =−

  . ذكر شده در بالا  باشندAORشكافت هاي از  )9،10 ،8، 7، 6(

)(1 گاه اگر آن , <wrLρ
 

101,0و ≤≤≤≠≠ wrrwداشت خواهيم:
   

  

1)()()()()()()( ,

1

1

1

12

1

23

1

34

1

45

1

5 <≤≤≤≤≤≤
−−−−−−

wrLNMNMNMNMNMNM ρρρρρρρ αα

  

)]1()([  چون   اثبات 
1

)(
1

UwLrwDw
w

LrD
w

A   :       قرار مي دهيم=−−−+−+

                                                                     
])()1[(

1

)(
1

iiii

iii

UwLrwDw
w

N

LrD
w

M

+−+−=

−=

   

,0واضح است كه وقتي 1 0 0w r r w≠ ≠ ≤ ≤ ,با توجه به اينكه  گاه آن  ≥ ,i i iU L D ،12[ نامنفي اند[.    

     . شكافت خواهد -Mيك  A، ]3[بنا به تعريف

XNMXNMاي موجود است به طوري كه xمثبت  بردار 1  پس از لم iiii )()(
11 −−

= ρ .   

XN≤0  پس  iN≤0چون  iو داريم :  
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0
)(

)(1
)(

0
)(

1

)()(

1

1
1

1

11

≥
−

=−=⇒

≥=

=

−

−
−

−

−−

XN
NM

NM
XNMIMXA

XN
NM

XM

XNMXNM

i

ii

ii

iiii

i

ii

i

iiii

ρ

ρ

ρ

ρ

 

  

αMMحال با مقايسه  i  :با محاسبات مستقيم خواهيم داشت، ,

[ ] [ ]

[ ] [ ]

α

ααα

MMMMMM

UsLsLrUsLsI
w

M

LsLrLsI
w

M

LiLiDiDii

LD

≤≤≤≤≤⇒

++−−−=

+−−=

12345

})()()()(({
1

})()(({
1

 

 
αMMو چون اصولا  i , ،M-تماتريس است خواهيم داش: 

αMMMMMM ≥≥≥≥≥ 12345  
)(0از طرفي  ≥+= AXSIXA ii 0و چون)( ≥+ iSI، 0 در نتيجه≥AX . 

:حل داريم

   

XAXA

AXSIAXSSAXSI

AXSSAXSI

AXSIXA

α

ααα

αα

≥⇒

≥+≥−++=

−++=

+=

1

1

1

11

0)()()(

)()(

)(

 

XAXAXAXAXAXA:به همين ترتيب خواهيم داشت α≥≥≥≥≥ 12345    

:در نتيجه خواهيم داشت

   

XNMXAMI

XAMXXAMX

XAMXXNMXNM

αααα

ααα

ρ

11

11

1

1

1

11

1

11

1

1

)(

)(

−−

−−

−−−

=−=

−≤−≤

−==

 

)()( :خواهيم داشت، 3يجه بنا به لم در نت
1

1

1

1 ααρρ NMNM
−−

≤  

  : با استدلال مشابه خواهيم داشت

)()()()()( 1

1

12

1

23

1

34

1

45

1

5 NMNMNMNMNM
−−−−−

≤≤≤≤ ρρρρρ  

)()(1    :داريم، 2همچنين با توجه به قضيه  ,

1
<≤

−

wrLNM ρρ αα  

  . و حكم برقرار خواهد بود

  : بررسي مي كنيميس هاماتر - H پيش شرط سازي شده را براي AORدر ادامه آناليز همگرايي روش 

H - درتحقيق در عمليات در ،  در مباحث علمي متنوعي از جمله در حل  عددي معادلات ديفرانسيلماتريس ها

 ، در احتمالات در زنجير ماركفي، هاي رشد در اقتصاد در مدل، با روش تكراري) LCP( مكمل خطيمسايلحل 
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 طبيعي ، ها با توجه به اهميت كاربردي آن . كاربرد داردل بيولوژي ي فيزيك وشيمي وحتي مسامسايلهمچنين در 

  . ها مورد مطالعه قرار دهيم است كه عملكرد پيش شرط سازي را براي اين رده از ماتريس

  

     3قضيه

فرض كنيد
,r wL و )12 (هاي تكرار ماتريسwrL ,

 از پيش شرط ماتريس تكرار پيش شرط سازي شده يكيˆ

 ماتريس -Hيك ) 1( از  دستگاه خطي A اگر ماتريس .  باشندAOR روش  از(10,9,8,7,6)هاي 

101,0و ≤≤≤≠≠ wrrw شرايط براي مثبت بودن درايه هاي قطري ماتريس پيش شرط سازي شده و 

)ˆ()ˆ()(1:    خواهيم داشت باشد برقرار ,,, <〉〈≤〉〈≤ wrwrwr LLL ρρρ  

    

)(1، 2بنا به لمماتريس و  -A ،M〉〈 پس . س باشدماتري - A ،H فرض : اثبات , <〉〈 wrLρ و از آن با توجه به

)ˆ()( :داريم، 2 قضيه ,, 〉〈≤〉〈 wrwr LL ρρ  

  . همساز است - A، H ابتدا ثابت مي كنيم كه ، ديگرحال براي اثبات نامساوي 
                                                                   AORمي دانيم در روش  

  
])()1[(

1
],[

1
UwLrwDw

w
NLrD

w
M

NMA

+−+−=−=

−=

   

      . هاي قطري و بالا مثلثي وپايين مثلثي اكيد بررسي مي كنيم را به ترتيب در قسمت همساز بودن آن -Hحال 
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NMLNMA :     تدر نتيجه خواهيم داش wr

1

,

−〉〈=〉〈→−〉〈=〉〈  

  :داريم، 4با توجه به لم  ، پس

 )()
~~

()()()( ,

1111 〉〈=〉〈≤≤≤ −−−−

wrLNMNMNMNM ρρρρρ  

  .    و حكم برقرار است
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دست مي آيد كه نتايج ه هاي تكراري ديگري ب روش، AOR با انتخاب پارامترهاي مناسب در روش  1نتيجه  

  : به عنوان مثاليم داددست آمده در اين مطالعه را مي توان براي آن ها نيز تعمه ب

 w=1،r=0روش ژاكوبي با  1

  r=0با ، JOR(Jacobi Overrelaxation)روش  2

   r = w= 1سايدل با - روش گاوس 3

  r = w با SORروش  4

  

  مثال عددي 5

  . مشاهده مي كنيم ، هاي قبلي را دست آمده در بخشه  نتايج ب، در اين قسمت با مثال

:     ابه صورت زير مي سازيم رA ضرايبماتريس  :]12[  1مثال








≠
+

−

=

== ×
jiif

ji

jiif

aA nnji

2

1

1

)( ,  

هاي تكرار دستگاه هاي پيش شرط سازي شده با پارامترهاي  جدول زير شعاع هاي طيفي مربوط به ماتريس

)(. دهد مختلف را نشان مي ,WRLρ شعاع طيفي ماتريس تكرار دستگاه پيش شرط سازي شده 

)Gunawardena( است .)  Si(ρ نيز نشان دهنده شعاع طيفي ماتريس تكرار AOR پيش شرط سازي شده 

  هاي پيش شرط سازي شده مقدار پارامترها را دردستگاه . ام استiتوسط پيش شرط ساز 

  . انتخاب كرديم

  

)( 5Sρ )( 4Sρ )( 2Sρ )( 1Sρ )( ,WRLρ )( ,wrLρ 
w      r    N 

 .5170 

 .4410 

 .4119 

 .2492 

 .5845 

 .5001 

 .4699 

 .3100 

 .5875 

 .5035 

 .4735 

 .3151 

 .5999 

 .5137 

 .4832 

 .3241 

 .6028 

 .5184 

 .4886 

 .3333 

 .6470 

 .5794 

 .5558 

 .4341 

1 0 

.9        .7 

.9        .8 

1          1 

8 

 

  

  گيرينتيجه 
 مورد مطالعه AOR را بر اساس روش تكراري (I+S)بعضي از پيش شرط سازهاي كلاس  ، در اين مقاله

ماتريس و يا  -Mماتريس و يا  - Zدرطول اين مقاله فرض كرديم كه ماتريس ضرايب دستگاه خطي . قرار داديم

H- شده در اين حالات نسبت به حالت پايه داراي نرخ  نشان داديم كه دستگاه پيش شرط سازي . ماتريس باشد

 شده توسط ما نسبت به ارايههمچنين ثابت كرديم كه در اين شرايط مدل هاي پيش شرطي  . همگرايي بهتراست

  . ديگر مدل هاي اين كلاس داراي شرايط طيفي مطلوب تري مي باشد
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