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  اريب نظريه در باره برآورد هاي نا
  
  

  *شهرام يعقوب زاده شهرستاني

  دانشگاه پيام نور مركز صومعه سرا مارگروه آ

  

  

  چكيده

ريبـي وجـود   ا  مي كنيم برآوردگـر نـا  نتخابمتري خاص در چند توزيعي كه اادر اين مقاله نشان مي دهيم كه براي پار   

ي از توزيع هاي  نرمال و سپس براي خانواده  توزيع هـاي  نمـايي يـك پـارامتري                 بتدا براي خانواده ا   ا اين حقيقت را     .ندارد

     ريب، ثابت مي كنـيم كـه آن  برآوردگـر تـابعي از آمـاره هـاي مرتـب        االبته در صورت وجود برآورد گر نا      . ثابت مي كنيم  

  .است

  
  . آماره هاي مرتب،اده نمايي خا نو،برآورد پذير نا اريب ،خانواده نرمال، برآوردگر نااريب :كلمات كليدي

  

  مقدمه 1

،...،1X،2Xاگر
k

X      1متغيرهاي تصادفي با مقادير مرتـب شـده 2 ...
k

X X X≥ ≥  فـرض شـوند، بـه    ≤

طوري كه   
i

X     1)چگالي معلوم    داراي توزيعي با ), ( | )
i

i k f x θ≤  كه   ≥
i

θ       نامعلوم است، باشند و توزيـع 

maxمتناظر با پارامتر   1 2{ , ,..., }
k

θ θ θ θ=                را بهترين توزيع بناميم، آن گاه در بخش هاي دوم وسوم اين مقاله، بـه 

 نااريـب   زيع هاي  نمايي يك پارامتري ثابت مـي كنـيم بـرآورد   ترتيب در خانواده اي از توزيع نرمال و خا نواده تو 

I
θ          1، پارامتر بهترين توزيع انتخابي از بين توزيع هايX  ،2X  ،...،kX    مي شود، وجود   كه به صورت زير تعريف

، UMVUEبرآوردگر همچنين در بخش چهارم اين مقاله، به خاصيتي از. اردند
I

θمي كنيم  اشاره.     

  

  ) 1(  

  

(1)به طوري كه  1 2 1 1max( , ,..., , ,..., )
i i i k

X X X X X X− +=.  

1با فرض    2( , ,..., )
k

X X X X=1و 2( , ,..., )
k

θ θ θ θ=،
i

θ   اريب   رآورد پذير نا   را  ب)UBE (   گويند، اگر

   وجود داشته باشد، به طوري كه U(X)برآوردگري ما نند 

( ( )) ( ) ,E U X E
I

θ θθ θ= ∀  

 درغيراين صورت
i

θرا NUBE گويند .  

  

(1)

1

( )
k

I i i i

i

I X Xθ θ
=

= >∑

  عهده دار مكاتبات*
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   توزيع هاي نرمال 2

ــم  ) داراي توزيــع Xاگــر  1ل ,1)N µاه  آن گــ، باشــد( )φ µو ( )µ µΦ،NUBEهــستند ).(.)φ چگــالي

  )تابع توزيع وچگالي متغيرنرمال استا ندارد هستندΦ(.)و

  

)فرض كنيد  :اثبات )φ µ ،UBE باشد، يعني تابعي از Xند  ما نh(X)  به طوري كه  ،وجود دارد  

[ ( )] ( ) ,E h Xµ φ µ µ= ∀  
    :داريمµاز طرفي به ازاي هر

2

2( ) 1
x

x
h x e e d x

µ
∞

−

− ∞

=∫  

   : نتيجه مي گيريمµ با مشتق گيري از طرفين رابطه فوق نسبت به 
2

2( ) 0 ( ( )) 0 ,
x

x
xh x e e dx E X h X

µ µ
∞

−

−∞

= ⇒ = ∀∫  

  

}نواده چون خا ( ,1) | }N Rµ µ ) ، µ  اما از طرفي به  ازاي هر.Xh(x)=0 كامل است، پس ∋ 0) 0P Xµ = =  

)درنتيجه .  باشد كه به تناقص بر  مي خوريمh(X)=0مي باشد، پس بايد  )φ µ ،NUBEازطرفي .  است  
2 21 1

( )
/2 2

0

1 1
( ( 0)) ( ) ( )

2 2

( ) ( ) (1 ( )) ( ) ( )

y t

E yI y ye dy t e dt t dt

t dt

µ

µ

µ µ

µ

µ φ
π π

µ φ φ µ µ µ φ µ µ µ

∞ ∞ ∞
− − −

− −

∞

−

> = = + = −

+ = − + − Φ − = + Φ

∫ ∫ ∫

∫

  

) براي   UBE يك   H(y)=yI(y>0)يعني آن كه     ) ( ) ( )g µ φ µ µ µ= + Φ           اسـت ازطرفـي باتوجـه بـه قـسمت 

)چون ) الف( )φ µ ،NUBE،بايد   است( )µ µΦ،NUBEباشد .  

        

ــا مقاديرمرتــب شــده  2Xو 1Xاگــر 1قــضيه  1 دو متغيــر تــصادفي مــستقل ب 2X X≥ باشــند، بــه طــوري كــه 

( ,1)
i i

X N θ� آنگاه ،
I

θ ميانگين توزيع انتخابي متناظر با ( )i
X ،NUBEاست .     

   :تاثبا

1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( )

I
I X X I X X I X Xθ θ θ θ θ θ= ≥ + < = + − ≥   

1با فرض  2 ( ,1)
2

X X
Y N η

−
= 1 و� 2

2

θ θ
η

−
1  بازاي هر= 2

( , )θ θ θ=  

   :داريم

2 2
( ) 2 ( 0) 2 ( )

I
E P yθ θθ θ θ η η= + > = + Φ  

بنابراين 
I

θ NUBEاست .  
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   خانوده توزيع هاي نمايي يك پارامتري3

   داراي توزيع با چگالي زير باشدXرض كنيد متغيرتصاد في ف

)2(  

  كه 

( ) 0 , ( ) 0 , ( ) 0r x t xβ θ≠ > >  
)وبه ازاي هر , )c a b∈ فرض كنيد   

)3(  

θكه به ازاي هر ∈Ω،  ( , ) 0R c θ   . مي شود<

  

 اگر  2لم  
1

X و 
2

X     دومتغير تصادفي مستقل وبازاي هر ( , )x a b∈  ،
i

X     داراي توزيـع ( | )
i i

f x θ  باشـند  .

بــا فــرض 
1 2

( , )θ θ θ= 1 وبرقــراري شــرايط لــم ،
1 1 2

( )P X Xθθ >، NUBEبــازاي  وفقــط اگــر  اســت اگــر

)هر , )c a b∈، 
11 1
( )P X cθθ >، NUBEباشد .  

 ابتدا فرض مي كنـيم       :اثبات
11 1
( )P X cθθ >  ،NUBE ثابـت مـي كنـيم       . سـت  ا

1 1 2
( )P X Xθθ >  ،NUBE 

فرض كنيد اين طورنباشد، پس تابعي چون . است
1 2

( , )T X Xدارد، به طوري كه   وجود  

  

1

2 1 2

1 2 1 1 2

|

1 2 1 1 2 2

( ( , )) ( ) ,

{ {[ ( , ) ( )] | }} 0 ,
X X X

E T X X P X X

E E T X X I X X X

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

= > ∀

⇒ − > = ∀
     

  

چون 
1

Xو 
2

Xو مستقل 
2

X،داريم ) 4(با توجه به رابطه  كامل ا ست:   
1 2

1

1

1

|

1 2 2 1 1 2

1 1 1

( ( , ) | ) ( )

( ( , )) ( ) , ( , ),

X X

X

E T X X X P X X

E T X c P X c c a b

θ θ

θ θ

θ

θ θ

= >

⇒ = > ∀ ∈ ∀
   

  

يعني آن كه   
11 1
( )P X cθθ > ،UBE  اسـت، پـس    2ا ست كه متناقص با لم NUBE اكنـون فـرض كنيـد     . اسـت

1 1 2
( )P X Xθθ >،NUBE   وتابع 

11 1
( )P X cθθ >،UBE پس تابعي ما نند     . است

1
( , )T X c     وجود دارد، بـه 

  طوري كه 

1 11 1 1 1
( ( , )) ( ) , , ( , )E T X c P X c c a bθ θθ θ= > ∀ ∀ ∈     

  مي دانيم كه 
1 2 1 2

1

1 2 1 2

| |

1 2 2 1 1 2 2

| |

1 2 2 1 1 2 2

( ( , ) | ) ( ( ) | ) , ,

( ( , ) | ) ( ( ) | ) , ,

X X c X X c

X X X X

E T X X X c E I X X X c c

E T X X X E I X X X c c

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

= == = > = ∀ ∀

⇒ = > = ∀ ∀
   )5(  

( )( | ) ( ) ( ) , ( , ) ,r x
f x t x e x a b R

θθ β θ θ−= ∈ ∈ Ω ⊂

( )( , ) ( )
b

r x

c

R c t x e dx
θθ −= ∫

)4( 
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ميد رياضي نسبت به باگرفتن ا
2

X داريم ) 5( ا زطرفين را بطه:  

11 2 1 1 2
( ( , )) ( ) ,E T X X P X Xθ θθ θ= > ∀   

كه متناقص با فرض است، درنتيجه 
11 1
( )P X cθθ > ،NUBEا ست .  

  

ــضيه  ــر  2ق اگ
i

Xــه    دا ــده دررا بط ــف ش ــع تعري ــم   ) 2(راي توزي ــرايط ل ــرض    2وش ــا ف ــاه ب ــد، آنگ  برقرارباش

1 2
( , )θ θ θ=، پارامترتوزيع انتخابي، يعني   

1 1 2 2 2 1
( ) ( )

I
P X X P X Xθ θθ θ θ θ= > + ∀ >     

NUBEست ا.  
  

چون   :ثباتا
1 1 2 2 2 1

( ) ( ) ( )
I

E P X X P X Xθ θ θθ θ θ θ= > + ∀  در <
1 2

( , )θ θ θ=     متقارن اسـت، پـس

 آن درصورت وجود، تابعي براساس       UBEتا بع   
(1)

X و 
(2)

X متقا رن در    و
(1) (2)

( , )X X    اكنـون  .  خواهـد بـود

ثابت مي كنيم    
I

θ، UBE  و فقط اگر    است اگر
1 1 2

( )P X Xθθ >،UBE كنيـد    فـرض .  باشد
(1) (2)

( , )T X X 

اريب   نا برآورد گر
I

θباشد، پس داريم :   

  

)6(                               
(1) (2) 1 1 2 2 2 1

( ( , )) ( ( )) ( ( )),E T X X E I X X E I X Xθ θ θθ θ θ= > + > ∀    

1 2 1 1 2 2 1 2 2 2 1
{( ( , ) ) ( )} {( ( , ) ) ( )) 0,E T X X I X X E T X X I X Xθ θθ θ θ θ− > + − > = ∀  

  

  اكنون فرض كنيد

)8(  

  پس ،يت تقارنيدرنتيجه با توجه به خا ص

   

)9(   

  

مي باشد، پس ) 7(بطه را متناقص با  9 و8بط اما مجموع روا
1 1 2

( )P X Xθθ و  <
2 2 1

( )P X Xθθ >، UBE 

كنيم  اكنون فرض مي. هستند
1 1 2

( )P X Xθθ > ،UBE است، پس 
2 2 1

( )P X Xθθ ودر نهايت <
I

θ ،

UBEمي شود .  

  .، مثبت وحقيقي است، نشان مي دهيمθ را در چند مثال زيركه در آنها  2اكنون كاربرد قضيه 

  

)فرض كنيـد    )توزيع هاي نمايي( 1مثال  | ) , 0xf x e xθθ θ −=  r (x)=x لـت بـا فـرض   ادرا يـن   ح . <

)و , ) cA c e θθ    : داريم=
/

1 2
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )c

A c A c r x e c g c g x c
θθ θ θ θ− = − =     

  

1 2 1 1 2
{( ( , ) ) ( )} 0E T X X I X Xθ θ− > >

2 1 2 2 1
{( ( , ) ) ( )} 0E T X X I X Xθ θ− > >

)7(  
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گيريم پـارامتر   نتيجه مي 2است، با استفاده ازقضيه   برقرار 1ين چون شرايط لم  بنابرا
I

θ نمـايي انتخـابي،     از توزيـع

NUBEاست .  
  

)فـرض كنيـد      )هاي پارا تو   توزيع (2مثال   1)( | ) , 0f x d x x dθ θθ θ − += ≥ درايـن   .معلـوم اسـت    d و   <

)حالت با فرض  ) ln( )r x x=1و( )t x x )و=− ) d θβ θ θ=  

( , )A c c θθ    : داريم=

 / ( , ) ( , ) ( ) ln( )
c

A c A c r x c
θθ θ

θ
− =  

 نتيجه مي گيريم پارامتر 2است، با استفا ده از قضيه  برقرار 2بنابراين چون شرايط لم     
I

θ پـارتو انتخـابي،     از توزيـع 

NUBEاست .    

  بـــه صـــورت X معلـــوم ومثبـــت چگـــالي pفـــرض كنيـــد بـــه ازاي    )هـــاي وايبـــول توزيـــع ( 3مثـــال 
1( | ) , 0

pp x
f x px e x

θθ − −= )بـا فـرض    . باشـد < , )
pc

A c e
θθ ) و= ) pr x x= 1 و( ) pt x px −= 

   :داريم

      1 /( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
pp c p

t x px A c A c r x e c c
θ θθ θ− −= − = −  

  

 نتيجه مي گيريم پارامتر 2 برقرار است، با استفاده از قضيه  2بنابراين چون شرايط لم   
I

θ   ،از توزيع وايبـول انتخـابي 

NUBEاست .    

  

   UMVUEيك خاصيت برآوردگرهاي   4

مي گيريم و مـي خـواهيم يـك ويژگـي در بـاره               اين بخش خانواده توزيع هاي پيوسته يك پارامتري را در نظر           در

   . را بيان كنيمUMVUEبرآوردگرهاي 

فرض كنيد   
i

y   1آماره بسنده 2( , ,..., )
k

θ θ θ θ=       براساس يك نمونه به حجم n كه مشاهده   طوريه   است،بiام 

)داراي چگالي    | )
i

f x θ    اگـر .  مـي باشـد
I

θ    (1) پـارامترتوزيع 1 2max{ , ,..., )
k

y y y y=     باشـد، بـافرض 
1

i i
α θ نا اريب     برآوردگر =−

I
α  و )) 1995 ((1)وفريـد دشـپاند  ( . براي خانواده نمايي يك پارامتري وجوددارد 

  .  به دست آورد )) 1988 ((2)رابينس (U-Vمي توان آن  را به روش 

(1)اگـر   3قضيه  

1

( ) ( ) ( )
k

I i j

j

h h P y yθθ θ
=

=  گـاه برآوردگـر     تـابع غيرثابـت باشـد، آن       hكـه     بطـوري  ∑=

UMVUE   (1)تـب   آن درصورت وجود، تابعي ازآماره هـاي مر (2) ( )...
k

y y y≥ ≥ مـشاهدات    ومتقـارن در ≤

1y ،2y ،...،kyاست .  

ــات ــد :اثب ــرض كني  ف
(1) 1 2max{ , ,..., }j ky y y y=و

(1)
( )

j j j
g P y yθ= و <

1 2
( , ,..., )

k
T T y y y= 

)،  UMVUE برآوردگر )
I

h θباشد، بنابراين داريم :   
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1 2 1 2

1

[ ( , ,..., )] [ ( )] ( ) ( ) ( , ,.., )
k

k I i j k

j

E T y y y E h h g Aθ θ θ θ θ θ θ θ
=

= = =∑  

1اگر 1 1 2 1 (1)1( ) ( , ,.., ) ( )
k

g g P y yθθ θ θ θ= = )پس  باشد، < )
r

g θ)2 r k≤ ≤ (  

)1را مي تـوان از     )g θ     بـا تعـويض 
r

θ 1 بـاθ  1بنـابراين بـه ازاي هرجايگـشت    .  بـه دسـت آورد 2( , ,..., )
k

i i i از 

  :  داريم{k,…,1,2}مجموعه اعداد 

 )10(                                                                                    
1 2

1 2( , ,..., ) ( , ,..., )
i i i k

k
A Aθ θ θ θ θ θ=   

  

اگر 
1 2

{ , ,..., }
i i i k

y y y   يك جايگشت از 
i

y      ها باشد، آن گاه با توجه به خاصـيت اسـتقلال 
i

y و رابطـه   هـا 

  : نتيجه مي گيريم ) 1-3(

  

  

حال فرض كنيد    
1 2

( , ,..., )
i i i k

T y y y برآوردگر  UMVUE 
1 2

( , ,..., )
i i i k

A θ θ θ         باشد، پس بـا توجـه بـه 

   : ها داريمUMVUEخاصيت يكتايي برآوردگرهاي 

  

)12(   

  : همچنين نتيجه مي گيريم

1 2

2 2

1 2[ ( , ,..., )] [ ( , ,..., )]
i i i k

k
E T y y y E T y y yθ θ=  

  

دوجايگشت متفاوت  و براي هر
1 2

( , ,..., )
i i i k

y y yو  
1 2

( , ,..., )
kj j j

y y yبا فرض   و

1 2[ ( , ,..., )] ( )
k

V T y y y Vθ θ=   ريمدا:  

  

فرض كنيم  اگر
1 2

1 2

*

( , ,..., )

1
( , ,..., )

! i i ik

ki i i

T T y y y
k

=   : آن گاه∑

1 2

1 2

1 21 2

1 2 1 2

*

2
( , ,..., )

( , ,..., ) ( , ,..., )

1
( ) { ( ( , ,..., ))

( !)

( ( , ,..., ), ( , ,..., ))}

i i ik

k

i i i kk

k k

i i i

j j j

i i i j j j

V T V T y y y
k

COV T y y y T y y y

θ= +∑

∑ ∑
  

  
2

1
{ ! !( ! 1)} ( ) ( )

( !)
k k k V V

k
θ θ= + − =  

1 2 1 2
1 2

1 2

[ ( , ,..., )] ( , ,..., ) ( , ,..., )

[ ( , ,..., )]

i i i i i ik k
k

k

E T y y y A A

E T y y y

θ

θ

θ θ θ θ θ θ= =

=

1 2
1 2[ ( , ,..., )] [ ( , ,..., )]

i i i k
k

V T y y y V T y y yθ θ=

1 21 2
1 2

( ( , ,..., ), ( , ,..., )) [ ( , ,..., )]

( )

i i i kk
j j j k

COV T y y y T y y y V T y y y

V

θ

θ

=

=

)13( 

)11(  
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T* مگر آن كه،است ) 12(كه متناقص با رابطه  T=1 يعني به ازاي هر جايگشت ، باشد 2( , ,..., )
k

i i iداريم :   

1 2
1 2( , ,..., ) ( , ,..., )

i i i k
k

T y y y T y y y=  
  

  فرض كنيد:3مثال 
i

y ماكزيمم n 0) مشاهده از توزيع, )
i

U θ(1) و (2) ( )...
k

y y y≥ ≥ مرتب  مقادير ≤

شده 
i

y(1)اگرتوزيع .  ها باشدyشده و  انتخاب
I

θتوزيع انتخاب شده باشد، برآوردگر  پارامتر UMVUE ،
I

θ 

   )).1988 ((3)، شرما(2)مر، كا(1)ولايسمي.( متقارن است1y ،2y ،...،kyبه صورت زيراست كه در

(1) (2)

(1)

( ) [( 1) ( ) ]n
y y

K Y n
n y

= + −  

   نتيجه گيري 5

،...،   1X ،2Xاگر
k

X  ،k      مشاهده باشند، به طوري كه هر 
i

X           داراي توزيعي معلوم از يك خانواده باشـد و از 

مرتب شده    بين توزيع هاي مقادير   
i

X      ها بهترين توزيع انتخاب نموده و 
I

θآن گـاه  ،توزيع انتخـابي باشـد    پارامتر 

نااريب  برآورد گر
I

θوجود تابعي از آماره هاي مرتب  درصورت 
i

Xها خواهد بود   .    
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